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Abstrakt

V práci podáváme prvńı systematické pojednáńı o posloupnostech pr̊uměr̊u nad konečnými
tělesy. Nejprve se zaob́ıráme posloupnostmi pr̊uměr̊u nad reálnými č́ısly, jejichž studium se
táhne až ke Carlu Gaussovi. V následuj́ıćı kapitole navazujeme na aktuálńı článek [1] a stu-
dujeme tři posloupnosti pr̊uměr̊u nad konečnými tělesy. Nejprve zkoumáme posloupnost da-
nou aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem a experimentálně ověřujeme odhady podané
v [1]. Později v práci tuto posloupnost propoj́ıme s teoríı isogeníı eliptických křivek. Hlavńı
př́ınos práce spoč́ıvá ve formulaci dvou nových posloupnosti pr̊uměr̊u a jejich následného
studia. Zejména v závěru práce propoj́ıme posloupnosti dané aritmetickým a harmonickým
pr̊uměrem se singulárńı eliptickou křivkou, d́ıky čemuž kompletně urč́ıme strukturu graf̊u
generovaných aritmetickým a harmonickým pr̊uměrem.

Kĺıčová slova

Aritmeticko-geometrický pr̊uměr, Aritmeticko-harmonický pr̊uměr, Harmonicko-
geometrický pr̊uměr, eliptické křivky, isogenie, grupa tř́ıd ideál̊u, Vulkány, Medúzy

Abstract

We present the first systematic paper discussing sequences of means over finite fields. First,
we consider sequences of means over the real numbers, a construction already known to
Carl Gauss. In the next couple chapters, we follow up on a recent paper [1] and study three
sequences of means over finite fields. Firstly, we study the sequence given by the arithmetic
and harmonic means and experimentally verify bounds and conjectures made in [1]. Later
in the thesis, we connect this sequence with the theory of elliptic curve isogenies. In the
remainder of the thesis, we formulate and study two new sequences of means over finite
fields. The main results of this thesis are the subject of chapter 5, where we connect the
arithmetic harmonic sequence with a certain singular elliptic curve and this allows us to
completely determine the structure of these graphs.
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Úvod

Úvod

S aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem se setkáváme už od základńı školy. Pro libovol-
nou dvojici (a, b) kladných č́ısel můžeme spoč́ıtat tuto dvojici pr̊uměr̊u jako:(

a+ b

2
,
√
ab

)
.

Tato práce stav́ı na jednoduché myšlence – na opakované aplikaci těchto pr̊uměr̊u.
Přesněji definujme posloupnost ((an, bn))∞n=0 s počátečńım členem (a0, b0) = (a, b) a pro
každé nezáporné n plat́ı:

(an+1, bn+1) =

(
an + bn

2
,
√
anbn

)
.

Velćı matematici jako Gauss, Legendre a Lagrange tuto tzv. AG posloupnost studovali.
Proč se však ti nejlepš́ı z nejlepš́ıch zabývali tak zdánlivě jednoduchou posloupnost́ı? Carl
Friedrich Gauss ukázal, že AG posloupnost vždy konverguje ke společné hodnotě. O co v́ıc,
posloupnost má kořeny hluboko v oblasti eliptických integrál̊u. O tomto propojeńı napsal

”
This [...] will surely open up an entirely new field of analysis.“

Přes následuj́ıćı stolet́ı r̊uzńı autoři studovali AG posloupnost a ukázali mj., že ji lze využ́ıt
k rychlým výpočt̊u elementárńıch funkćı jako je ex či arcsin(x), ale i že je spojená s mo-
dulárńımi funkcemi a modulárńımi formami. Gauss měl proto pravdu.

V naš́ı práci se na posloupnost d́ıváme v jiném světle, konkrétně v oboru konečných
těles. V tomto ohledu reagujeme na a rozšǐrujeme nedávný článek [1]. Nad konečným
oborem je AG posloupnost vždy periodická, můžeme se proto zabývat orientovanými grafy
generovanými AG posloupnost́ı. Všechny komponenty slabé souvislosti, které źıskáme, maj́ı
typický tvar cyklu, kde ke každému prvku cyklu je připojena jediná hrana. Takový graf
nazveme medúzou.

Při pohledu na medúzy obsažené v takových grafech pro r̊uzná p zjist́ıme, že se jejich
počty i velikosti chovaj́ı zdánlivě náhodně. Pomoćı efektivńı implementace v jazyku Sage
poskytujeme rozsáhlé grafy hodnot spojených s AG posloupnost́ı. Dále experimentálně
ověřujeme a navrhujeme odhady položené v [1] a zavád́ıme nové struktury, které nám
pomohou ve studiu posloupnosti.

Ve čtvrté kapitole osvětĺıme sporadické chováńı AG posloupnosti nad konečnými tělesy.
Ukážeme totiž, že posloupnost popisuje tzv. vulkány eliptických křivek nad konečnými
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Úvod

tělesy a že velikosti medúz jsou úzce spojené s grupou tř́ıd ideál̊u jistých imaginárńıch
kvadratických těles.

Hlavńı př́ınos práce spadá do kapitol 3 a 5. Ve třet́ı kapitole definujeme předt́ım nestudo-
vanou AH posloupnost nad konečným tělesem a teoreticky i experimentálně urč́ıme jejich
vlastnosti, zejména pozoruhodné jsou tvary graf̊u, které generuje. Krom medúz totiž grafy
udávaj́ıćı AH posloupnost tvoř́ı i hlubš́ı vulkány a pro některá tělesa přesně urč́ıme jejich
hloubku. Vyvrcholeńı nastane v páté kapitole, kde ukážeme, že posloupnost můžeme po-
psat pomoćı skalárńıch násobk̊u na jisté singulárńı eliptické křivce. Dı́ky tomuto propojeńı
urč́ıme plnou strukturu komponent souvislosti a poskytneme těsné odhady na jejich počty.
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Kapitola 1. AG posloupnost nad reálnými č́ısly

Kapitola 1

AG posloupnost nad reálnými č́ısly

Nejprve se budeme zabývat posloupnost́ı dvojic kladných reálných č́ısel, přičemž každá
daľśı je tvořena aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem té předchoźı. I v tomto jedno-
duchém prostřed́ı naraźıme na posloupnost v mı́stech, kde bychom ji v̊ubec nehledali.
Předpokládáme základńı znalosti ohledně mocninných pr̊uměr̊u.

1.1 Seznámeńı s posloupnost́ı

Definice 1.1.1. At’ a > b jsou dvě kladná reálná č́ısla. Pak definujme AG posloupnost jako
posloupnost ((an, bn))∞n=0 tak, že (a0, b0) = (a, b) a

(an+1, bn+1) =

(
an + bn

2
,
√
anbn

)
.

Jednotlivá č́ısla ai a bi nazveme složkami prvku (ai, bi) této posloupnosti.

Toto značeńı ponechme po zbytek sekce. Prvńı vlastnosti, které si všimněme, je mono-
tonie obou složek (an)∞n=0 a (bn)∞n=0. Z AG nerovnosti je totiž platné an > bn, a proto

bn+1 =
√
anbn > bn,

posloupnost (bn)∞n=0 je proto neklesaj́ıćı (pokud a0 6= b0, tak je rostoućı). Obdobně můžeme
psát

an+1 =
an + bn

2
6 an,

posloupnost (an)∞n=0 je tedy naopak klesaj́ıćı. Protože aritmetický a geometrický pr̊uměr
dvou č́ısel lež́ı mezi nimi, jsou obě posloupnosti shora sv́ırané prvkem a a zdola b. Libovolná
ohraničená monotónńı posloupnost konverguje, v́ıme tedy, že obě posloupnosti (an)∞n=0

a (bn)∞n=0 konverguj́ı. Abychom źıskali nějakou představu o jejich limitách, ukážeme si pár
př́ıklad̊u.

Př́ıklad 1.1.2. Pokud si zvoĺıme a = b = 5, tak jsou obě hodnoty konstantńı, to př́ılǐs
zaj́ımavě neńı. Zvolme si tedy např́ıklad trochu záživněǰśı dvojici a = 8, b = 2. Pak můžeme
psát:
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Kapitola 1. AG posloupnost nad reálnými č́ısly

ai bi

8 2
5 4
4.5 4.472135955000 . . .
4.486067977500 . . . 4.486046343664 . . .
4.486057160582 . . . 4.486057160569 . . .
4.486057160575 . . . 4.486057160575 . . .
4.486057160575 . . . 4.486057160575 . . .
4.486057160575 . . . 4.486057160575 . . .
...

...

Obrázek 1.1: složka (ai) Obrázek 1.2: složka (bi)

V tomto př́ıpadě prvky AG posloupnosti zdárně konverguj́ı ke společné hodnotě.
Spoč́ıtejme si ještě pro jistotu jednu posloupnost, tentokrát pro dvojici a =

√
2 a b = 1.

ai bi

1.414213562373 . . . 1
1.207106781187 . . . 1.189207115003 . . .
1.198156948095 . . . 1.198123521493 . . .
1.198140234794 . . . 1.198140234677 . . .
1.198140234736 . . . 1.198140234736 . . .
1.198140234736 . . . 1.198140234736 . . .
1.198140234736 . . . 1.198140234736 . . .
...

...

Složky AG posloupnosti vždy konverguj́ı ke společné hodnotě. Na př́ıkladu 1.1.2 vid́ıme,
že konverguj́ı

”
velmi rychle“, jak ale takovou rychlost můžeme měřit?
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Kapitola 1. AG posloupnost nad reálnými č́ısly

Definice 1.1.3. At’ (xn)∞n=0 je konvergentńı posloupnost. Poté řád konvergence σ této
posloupnosti k limitě L je č́ıslo splňuj́ıćı pro všechna n ∈ N a nějakou konstantu C:

|xn+1 − L|
|xn − L|σ

6 C.

Pro σ = 2 źıskáme kvadraticky konvergentńı posloupnost.

U kvadraticky konverguj́ıćı posloupnosti se tak v každém daľśım kroku obě č́ısla přiblǐzně
rovnaj́ı limitě na dvakrát v́ıce desetinných mı́st. Na druhé posloupnosti zmı́něné v př́ıkladu
1.1.2 pozorujeme, že třet́ı iterace AG posloupnosti č́ısel 2 a 8 se s limitou shoduje už na
čtyřech desetinných mı́stech. Ta následuj́ıćı dokonce na deśıti. Opravdu, AG posloupnost
konverguje a konverguje kvadraticky.

Věta 1.1.4. At’ ((an, bn))∞n=0 je AG posloupnost. Pak limity složek (an)∞n=0 a (bn)∞n=0 pro
n jdoućı do nekonečna existuj́ı a jsou si navzájem rovné. Nav́ıc tyto složky konverguj́ı ke
společné limitě kvadraticky.

D̊ukaz. Existenci limit složek jsme si ukázali výše. Jelikož plat́ı:

0 6 an − bn = 2

(
an −

an + bn
2

)
= 2(an − an+1),

a nav́ıc limn→∞(an−an+1) = 0, plat́ı limn→∞(an− bn) = 0. Limity posloupnost́ı (an) a (bn)
jsou proto shodné.

Zaved’me nyńı pomocné posloupnosti (xn)∞n=0 a (εi)
∞
n=0 splňuj́ıćı xi = ai

bi
= 1 + εi pro

každé i. Chceme ukázat, že posloupnost (xn) konverguje kvadraticky k 1. Plat́ı εi > 0 pro
každé i. Pak pro libovolné n plat́ı:

xn+1 =
an + bn

2
√
anbn

=

√
an
bn

+
√

bn
an

2
=

√
xn + 1√

xn

2

xn+1 =

√
xn + 1√

xn

2

1 + εn+1 =

√
1 + εn + 1√

1+εn

2
.

Taylorova řada funkce
√
x v bodě 1 je 1 + x

2
− x2

8
+ O(x3) a Taylorova řada funkce

√
x
−1

je 1− x
2

+ 3x2

8
+O(x3). Proto pro n dostatečně velké a tedy εn dostatečně malé plat́ı:

1 + εn+1 = 1 +
ε2n
8

+O(ε3n),

řád konvergence ai
bi
→ 1 je tedy kvadratický. �
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Kapitola 1. AG posloupnost nad reálnými č́ısly

Definice 1.1.5. At’ ((an, bn))∞n=0 je AG posloupnost. Společnou limitu složek (an), (bn)
nazvěme aritmeticko-geometrickým pr̊uměrem, zkráceně AG pr̊uměrem, č́ısel a, b. Toto č́ıslo
značme AG(a, b).

Následuj́ıćı věta shrnuje základńı vlastnosti AG pr̊uměru.

Věta 1.1.6. Mějme a > b, k ∈ R+. Pro AG pr̊uměr plat́ı:

(i) AG(a, a) = a,

(ii) AG(ka, kb) = kAG(a, b),

(iii) AG(a, b) = AG(a1, b1) = AG(a2, b2) = . . . ,

(iv) AG(1− x, 1 + x) = AG(a, b), kde x = 1
a

√
a2 − b2.1

Prozat́ım může vypadat, že AG posloupnost lež́ı na uzavřeném ostr̊uvku, vzdálená od
jiných oblast́ı matematiky. Toto zdáńı však nemůže být dál od pravdy. Zamysleme se nad
samotným AG pr̊uměrem. Pro č́ısla 2 a 8 źıskáváme pr̊uměr 4.48605716 . . . Jak takové č́ıslo
určit uzavřeně? K nalezeńı odpovědi budeme muset nakouknout do sféry tzv.

”
eliptických

integrál̊u“.

1.2 Eliptické integrály

Definice 1.2.1. Definujme eliptický integrál prvńıho druhu jako následuj́ıćı určitý integrál:

K(t) :=

∫ π/2

0

dθ√
1− t2 sin2 θ

.

Tento integrál a tzv. eliptický integrál
”
druhého druhu“ maj́ı mnoho využit́ı, např́ıklad

v poč́ıtáńı délky oblouku na elipse, ve světě fyziky zase např́ıklad pomáhaj́ı naj́ıt periodu
kmitu kyvadla [6].

My eliptické integrály zmiňujeme, jelikož jsou úzce spojené s AG posloupnost́ı, umožńı
nám totiž přesně vyjádřit hodnotu AG(a, b). Mladý Karl Friedrich Gauss si již ve svých
dvaadvaceti letech do svého deńıku poznačil, že se hodnoty:

1

AG
(

1,
√
2
2

) a
2

π
K

(√
2

2

)

shoduj́ı na 11 desetinných mı́stech [3]. O trochu později dokázal obecný vztah, který tyto
dva koncepty spojuje.

1Tato vlastnost nám přijde vhod v následuj́ıćı sekci.
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Kapitola 1. AG posloupnost nad reálnými č́ısly

Věta 1.2.2. (Gauss) Pro x < 1 plat́ı:

π

2
· 1

AG(1, x)
= K

(√
1− x2

)
(1.1)

Nyńı nepatrně pozměňme integrál napravo, abychom mohli obecně popsat č́ıslo AG(a, b).
Definujme:

I(a, b) :=

∫ π/2

0

dθ√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

.

Pomoćı goniometrické jedničky sin2 θ + cos2 θ = 1 vid́ıme, že plat́ı vztah:

I(a, b) =
1

a
K(x),

kde x = 1
a

√
a2 − b2. Takové x jsme už ale někde viděli, konkrétně v části iv) věty 1.1.6.

Gaussovu větu poté můžeme d́ıky části ii) věty 1.1.6 přepsat na:

Věta 1.2.3.
π

2

1

AG(a, b)
= I(a, b).

Př́ıklad 1.2.4. Pojd’me ověřit, že opravdu věta 1.2.3 plat́ı. Nejprve, pokud zvoĺıme a = b,
tak máme:

I(a, a) =

∫ π/2

0

dθ

a
=

π

2a
=

π

2 AG(a, a)
.

Pod́ıvejme se nyńı znovu na volbu a = 8 a b = 2. Urč́ıme přibližně hodnotu I(8, 2) pomoćı
Simpsonova pravidla pro numerickou integraci:

I(8, 2) · 2

π
=

∫ π/2

0

dθ√
64 cos2 θ + 4 sin2 θ

· 2

π

≈ π

12
·

(
1√

64 cos2 0 + 4 sin2 0
+

4√
64 cos2 π/4 + 4 sin2 π/4

+
1√

64 cos2 π/2 + 4 sin2 π/2

)
· 2

π

=
1

6
·
(

1

8
+

4√
32 + 2

+
1

2

)
= 0.2184990567617 . . . .

Převrácená hodnota tohoto č́ısla je:

π

2
· 1

I(8, 2)
≈ 4.576678795876 . . . ,

což při porovnáńı s AG(8, 2) = 4.486057160575 . . . neńı daleko od opravdové hodnoty.
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Kapitola 1. AG posloupnost nad reálnými č́ısly

Obdobně můžeme ověřit:

I
(√

2, 1
)
· 2

π
=

∫ π/2

0

dθ√
2 cos2 θ + 1 sin2 θ

· 2

π

≈ π

12
·

(
1√

2 cos2 0 + sin2 0
+

4√
2 cos2 π/4 + sin2 π/4

+
1√

2 cos2 π/2 + sin2 π/2

)
· 2

π

=
1

6

(
1√
2

+
4√

1 + 1/2
+ 1

)
= 0.8288488508162 . . .

Převrácená hodnota tohoto č́ısla je ≈ 1.2064925939 · · · > AG(
√

2, 1) = 1.198140234736 . . . .

Eliptické integrály nedokážeme nijak
”
hezky“ vyjádřit, můžeme ale využ́ıt numerické

techniky, abychom je aproximovali. Obecně Simpsonova metoda dává následuj́ıćı odhad.

Věta 1.2.5. Bud’te a, b kladná č́ısla. Pak plat́ı:

AG(a, b) ≈ 6

(
1

a
+

4
√

2√
a2 + b2

+
1

b

)−1
.

Nastiňme, jakým zp̊usobem Gauss vlastně dokázal rovnost (1.1). Jeho d̊ukaz spoč́ıvá
v d̊ukaze mezivýsledku I(a, b) = I(a1, b1). K němu lze doj́ıt po několika bolestivých
výpočetńıch kroćıch. Jak Gauss sám pravil, k tomuto výsledku dojdeme:

”
After the development has been made correctly.“

Podrobnosti jsou k nalezeńı na [3, Ch. 2 Sec. 3]. Plat́ı pak I(a, b) = I(a1, b1) = · · · =
I(ak, bk) = . . . . V limitńım př́ıpadě źıskáme:

I(a, b) = I(AG(a, b),AG(a, b)) =
1

AG(a, b)
I(1, 1) =

1

AG(a, b)
· π

2
.

Jak můžeme propojeńı AG posloupnosti a eliptických integrál̊u využ́ıt? Dále si ukážeme,
že eliptické integrály jsou svázané s několika elementárńımi funkcemi, načež je dokážeme
efektivně poč́ıtat d́ıky rychlé konvergenci AG posloupnosti.

1.3 Rychlé výpočty elementárńıch funkćı

Motivace pro použit́ı rekurzivně definovaných posloupnost́ı při poč́ıtáńı známých funkćı
může poskytnout Newtonova metoda pro poč́ıtáńı odmocniny s kvadratických řádem kon-
vergence:

Věta 1.3.1. (Newton) At’ N > 1 je dané. Pak posloupnost (xn)∞n=0 splňuj́ıćı x0 = N :

xn+1 =
1

2

(
xn +

N

xn

)
konverguje kvadraticky k

√
N .
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Kapitola 1. AG posloupnost nad reálnými č́ısly

Důkaz existence i hodnoty limity a řádu konvergence je jednoduchý. Nešlo by obdobně
využ́ıt i AG posloupnost? Ukáže se, že ano.

Dá se totiž ukázat spolu s větou 1.2.2, že logaritmická funkce má spojeńı s eliptickými
integrály:

Věta 1.3.2. At’ x < 1. Plat́ı:

π

2 AG(1, x)
= K(

√
1− x2) =

(
1 +O(x2)

)
ln

(
4

x

)
.

Zde onen chybový člen lze jednoduše odhadnout [3, Ch 1, Sec 3, Exc. 4]. Známe-li hodnotu
π, tak nám kvadraticky konverguj́ıćı AG posloupnost umožńı spoč́ıtat s velkou přesnost́ı
logaritmus č́ısla 4/x pro dostatečně malé x (nebo vhodně velký argument logaritmu).

Chtěli bychom využ́ıt rychlý algoritmus pro logaritmus pro poč́ıtáńı ostatńıch ele-
mentárńıch funkćı. K tomu zmı́ńıme, ale pouze okrajově, že Gauss, Legendre a daľśı
nestudovali AG posloupnost pouze nad oborem reálných č́ısel, ale i č́ısel komplexńıch.
V takovém oboru neńı triviálńı volit správnou odmocninu z č́ısla, v kladných č́ıslech
jsme jednoduše brali tu kladnou. Lze ukázat [5], že pouze některé, tzv. správné, volby
vyúst́ı v netriviálńı konvergence a právě ty nás zaj́ımaj́ı. Dokážeme pak poč́ıtat efektivně
logaritmus komplexńıch č́ısel.

Pomoćı algoritmu pro poč́ıtáńı logaritmu komplexńıch č́ısel můžeme vyjádřit inverzńı
funkce ke klasickým goniometrickým funkćım. Dá se totiž jednoduše ukázat [3, Ch. 7], že
plat́ı vztahy:

arctan(x) = Im(log(1 + ix)),

arccos(x) = arctan

(√
1− x2
x

)
.

Po spoč́ıtáńı inverze k těmto funkćım pak dokážeme pomoćı AG posloupnosti poč́ıtat
kvadraticky funkce jako např́ıklad sinus či cosinus. Dı́ky AG posloupnost též dokážeme
poč́ıtat v kvadratickém čase č́ısla jako π či e. V prvńım př́ıpadě nám stač́ı spoč́ıtat č́ıslo
4 tan(1) = π pomoćı komplexńı AG posloupnosti. Č́ıslo e spoč́ıtáme jako kořen funkce
ln(x)−1, což dokážeme efektivně s pomoćı Newtonovy metody tečen a algoritmu pro ln(x)
d́ıky AG posloupnosti.

1.4 Posloupnosti s ostatńımi pr̊uměry

Aritmetický a geometrický pr̊uměr nám vygenerovaly posloupnost, která skýtá překvapivé
praktické aplikace. S takovým úspěchem pro jednu dvojici pr̊uměr̊u se pak jenom nab́ıźı
vźıt v potaz i nějaké daľśı. Zapoj́ıme proto do práce i harmonický pr̊uměr, který je pro dvě
kladná č́ısla definován následovně:

2
1
a

+ 1
b

=
2ab

a+ b
.
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Kapitola 1. AG posloupnost nad reálnými č́ısly

Definice 1.4.1. At’ a, b jsou dvě kladná reálná č́ısla. Pak definujme HG posloupnost
((an, bn))∞n=0 tak, že (a0, b0) = (a, b) a:

(an+1, bn+1) =

(
2anbn
an + bn

,
√
anbn

)
.

Obdobně definujeme AH posloupnost ((an, bn))∞n=0 tak, že (a0, b0) = (a, b) a:

(an+1, bn+1) =

(
an + bn

2
,

2anbn
an + bn

)
.

Kv̊uli nerovnostem panuj́ıćım mezi pr̊uměry můžeme imitovat d̊ukaz věty 1.1.4, č́ımž
źıskáme, že obě posloupnosti konverguj́ı k hodnotám HG(a, b), resp. AH(a, b).

Věta 1.4.2. At’ ((an, bn))∞n=0 je HG, resp. AH posloupnost. Potom limity č́ısel an, bn pro
n→∞ a existuj́ı a jsou si navzájem rovné.

Abychom tyto posloupnosti porovnali s AG posloupnost́ı, spoč́ıtejme pr̊uměry pro a = 2
a b = 8. Prvńı z nich, HG posloupnost, vypadá následovně:

ai bi

8 2
3.2 4
3.555555555555 . . . 3.577708763999 . . .
3.566597760054 . . . 3.566614959874 . . .
3.566606359943 . . . 3.566606359954 . . .
3.566606359948 . . . 3.566606359948 . . .
3.566606359948 . . . 3.566606359948 . . .
3.566606359948 . . . 3.566606359948 . . .
...

...

Dokážeme propojit AG a HG posloupnosti. Vynásobme hodnoty AG(8, 2) a HG(8, 2):

AG(8, 2)·HG(8, 2) = 4.486057160575 · · ·×3.566606359948 · · · = 15.999999999997 · · · ≈ 8·2.

Vzhledem k tomu, že AG(a, a)·HG(a, a) = a2, vypadá to, že by mohl platit vztah AG(a, b)·
HG(a, b) = ab. To opravdu plat́ı - všimněme si totiž, že můžeme psát:

(an+1, bn+1) =

(
2anbn
an + bn

,
√
anbn

)
=

( 1
an

+ 1
bn

2

)−1
,

1√
a−1n b−1n

 ,

(
1

an+1

,
1

bn+1

)
=

(
1
an

+ 1
bn

2
,
√
a−1n b−1n

)
.
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Kapitola 1. AG posloupnost nad reálnými č́ısly

HG posloupnost je pouze AG posloupnost s převrácenými členy! Limita této posloupnosti
je proto s použit́ım části ii) 1.1.6:

Věta 1.4.3. Pro libovolná a, b ∈ R+ plat́ı:

HG(a, b) =
1

AG(a−1, b−1)
=

ab

AG(a, b)
.

Nyńı přicháźı čas pro AH posloupnost. Bude mı́t něco společného s předchoźımi dvěma
posloupnostmi? Pod́ıvejme se, jak se posloupnost chová pro počátečńı prvky a0 = 8 a b0 =
2:

ai bi

8 2
5 3.2
4.1 3.902439024390 . . .
4.001219512195 . . . 3.998780859494 . . .
4.000000185845 . . . 3.999999814155 . . .
4.000000000000 . . . 4.000000000000 . . .
4.000000000000 . . . 4.000000000000 . . .
4.000000000000 . . . 4.000000000000 . . .
...

...

AH posloupnost 2 a 8 tedy konverguje zjevně k č́ıslu 4. Tento úkaz vysvětĺı jednoduché
pozorováńı, totiž že součin obou složek je přes všechny prvky posloupnosti konstantńı.
Plat́ı:

a1b1 =
a+ b

2
· 2ab

a+ b
= ab.

Jelikož opět obě složky posloupnosti konverguj́ı ke stejné hodnotě AH(a, b), ta muśı splňovat
AH(a, b)2 = ab, tedy AH(a, b) =

√
ab. Tento trend, kdy se AH drasticky lǐśı od předchoźıch

dvou, bude v jistém smyslu držet i v pozděǰśıch částech práce, kdy posloupnosti uvažujeme
nad konečnými tělesy. Adaptace AG a HG posloupnost́ı budou velmi spř́ızněné, zat́ımco
AH s nimi má velmi málo společného.

Věta 1.4.4. Pro libovolná a, b ∈ R+ plat́ı:

AH(a, b) =
√
ab.

Samozřejmě můžeme mı́sto těchto třech pr̊uměr̊u uvážit libovolné mocninné pr̊uměry
a všechny takové posloupnosti budou konvergovat, to d́ıky platným nerovnostem mezi
těmito pr̊uměry. Pro v́ıce o teorii spojené s těmito posloupnostmi doporučuji knihu [3].

Na konec této sekce ještě zmiňme, že se nemuśıme zastavit pouze na dvou pr̊uměrech. Zo-
becněná AGH posloupnost pro tři proměnné byla zběžně studovaná v [7] a byla uvažovaná
jejich spojeńı s tzv. elipsoidálńımi plošnými integrály. Nyńı ale obrat’me list a pod́ıvejme
se v́ıce na vlastnosti AG posloupnosti v kontextu teorie č́ısel.
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Kapitola 2. AG posloupnost nad konečnými tělesy

Kapitola 2

AG posloupnost nad konečnými
tělesy

Když jsme nyńı zodpovědně prozkoumali AG posloupnost nad reálnými č́ısly, zamysleme
se, jaké informace nám AG může poskytnout z pohledu teorie č́ısel – pod́ıváme se na po-
sloupnost nad konečnými tělesy. I v konečném př́ıpadě tato posloupnost skýtá hluboká pro-
pojeńı se zdánlivě nesouvisej́ıćımi odvětv́ımi matematiky, konkrétně s eliptickými křivkami.
O nich ale až později v kapitole 4. Pro následuj́ıćı kapitoly je předpokládána znalost teorie
konečných těles.

2.1 Základńı poznatky

Hned ze začátku naráž́ıme na prvńı úskaĺı při adaptaci posloupnosti. Ne vždy totiž je součin
prvk̊u a, b ∈ Fq čtvercem v Fq, tj. můžeme narazit na př́ıpad, kdy nemůžeme psát daľśı
prvek. Nav́ıc i pokud je ab čtverec, v Fq z něj existuj́ı dvě odmocniny. Jak rozlǐśıme tu
správnou odmocninu? Kv̊uli tomuto problému se zaměř́ıme na tělesa Fq s q = pk ≡ −1
(mod 4), kde p je prvoč́ıslo, pak v Fq neexistuje odmocnina z −1. Dı́ky tomu, že pro
nenulové x je právě jeden z prvk̊u x,−x čtverec, si vždy můžeme zvolit korektńı odmocninu,
aby byla posloupnost korektně definovaná i dále.

Poznámka. Ve skutečnosti jsme na tento problém narazili i nad reálnými č́ısly, tehdy
ale byla všechna kladná č́ısla čtverci. Voĺıme tedy odmocninu kladnou, jelikož následuj́ıćı
prvek je opět kladným č́ıslem.

Definice 2.1.1. Definujme
”
zobecněný Legendreho symbol“ φq nad Fq tak, že φq(0) = 0

a pro x nenulové je φq(x) rovno 1, pokud x je v Fq čtvercem, a −1 jinak.

Tento zobecněný Legendreho symbol je, podobně jako ten klasický, multiplika-
tivńım charakterem na Fq [10, Ch. 8.], tj. plat́ı φq(a)φq(b) = φq(ab) pro a, b ∈ Fq.
Pro každé x ∈ Fq plat́ı φq(x) = x

q−1
2 . Každý prvek Fq je totiž kořenem polynomu

xq − x = x
(
x
q−1
2 − 1

)(
x
q−1
2 + 1

)
∈ Fq[x]. Pro každý z q−1

2
nenulových čtverc̊u
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y = a2 ∈ Fq je č́ıslo y kořenem polynomu x
q−1
2 − 1 ∈ Fq[x]. Konečné těleso Fq je oborem

integrity, proto má polynom x
q−1
2 − 1 ∈ Fq[x] právě q−1

2
kořen̊u - všechny nenulové čtverce

v Fq. To znamená, že kořeny polynomu x
q−1
2 + 1 jsou právě nečtverce v Fq.

Definice 2.1.2. At’ a, b jsou r̊uzné prvky F×q splňuj́ıćı φq(ab) = 1. Pak definujeme
AGFq(a, b) jako posloupnost (an, bn)∞n=0 s (a0, b0) = (a, b) a:

(an+1, bn+1) =

(
an + bn

2
,
√
anbn

)
,

přičemž bn+1 voĺıme tak, že φq(an+1bn+1) = 1.

Vysvětleme, proč je naše posloupnost dobře definovaná. Nejprve si všimněme, že an a tedy
i bn je vždy nenulové. Pokud by totiž bylo an+1 = 0, tak muśı být an + bn = 0, a tedy by
platilo φq(anbn) = φq(−a2n) = −1, jelikož předpokládáme φq(−1) = −1. To je však spor
s konstrukćı posloupnosti.

Vždy si též můžeme zvolit hodnotu bn tak, aby bn+1 bylo definované. Je-li φq(anbn) = 1,
tak jedna z navzájem opačných odmocnin z anbn je v Fq nenulovým čtvercem, opět d́ıky
předpokladu φq(−1) = −1. Můžeme pak zvolit bn+1 takové, že plat́ı φq(an+1bn+1) = 1.

Sjednoceńı všech posloupnost́ı AGFq(a, b) budeme reprezentovat jako orientovaný graf.

Definice 2.1.3. Definujme roj (angl. swarm) AGFq = (V,E) jako orientovaný graf, kde
(a, b) ∈ V , právě pokud plat́ı φq(ab) = 1, a

(
(a, b), (c, d)

)
∈ E, právě pokud plat́ı (c, d) =

(a1, b1), kde (a0, b0) = (a, b).

Úmluva. U orientovaných graf̊u rozlǐsujeme komponenty slabé a silné souvislosti. My
se v textu budeme zabývat pouze komponentami slabé souvislosti. Pro stručnost a lepš́ı
čitelnost budeme tyto komponenty nazývat jednoduše komponenty souvislosti.

Př́ıklad 2.1.4. Pojd’me si udělat představu o grafu, se kterým pracujeme, konkrétně se
pod́ıvejme na AGF7 . Zvolme dvojici (1, 2) ∈ AGFq a pǐsme posloupnost AGF7(1, 2):

(1, 2) 7→ (5, 3) 7→ (4, 1) 7→ (6, 5) 7→ (2, 4) 7→ (3, 6) 7→ (1, 2),

vrchol (1, 2) je proto členem cyklu délky 6. Pokud máme v grafu orientovanou hranu
(a, b) 7→ (c, d), tak jistě vede hrana i mezi (b, a) a (c, d), proto např́ıklad vede hrana z (2, 1)
do (5, 3) a podobně. Výpočtem lze ověřit, že prvky mimo cyklus - (2, 1), (3, 5) a podobně,
již předch̊udce nemaj́ı. Toto je jediná komponenta souvislosti grafu AGF7 .

Pod́ıvejme se nyńı na graf AGF11 . Zvolme dvojice (1, 3), (1, 5) a (10, 6) a pǐsme jejich
posloupnosti:

(1, 3) 7→ (2, 6) 7→ (4, 1) 7→ (8, 2) 7→ (5, 4) 7→ (10, 8) 7→ (9, 5) 7→ (7, 10) 7→ (3, 9) 7→ (6, 7) 7→ (1, 3),

(1, 5) 7→ (3, 4) 7→ (9, 1) 7→ (5, 3) 7→ (4, 9) 7→ (1, 5),

(10, 6) 7→ (8, 7) 7→ (2, 10) 7→ (6, 8) 7→ (7, 2) 7→ (10, 6).
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Kapitola 2. AG posloupnost nad konečnými tělesy

Opět plat́ı, že v každém z těchto př́ıpad̊u maj́ı všechny prvky cyklu právě jednoho
předch̊udce mimo cyklus. Tito předch̊udci jsou už listy. Tyto tři komponenty souvislosti
tvoř́ı celý graf AGF11 . Všimněme si, že pokud vezmeme druhou posloupnost a vynásob́ıme
každý prvek −1, tj. 1 7−→ 10, 2 7−→ 9, tak źıskáme přesně posloupnost třet́ı. Komponenty
souvislosti obsahuj́ıćı prvky (1, 5) a (10, 6) jsou proto isomorfńı.

4, 1

5, 31, 2

3, 6

2, 4 6, 5

3, 5

2, 16, 3

4, 2

5, 6 1, 4

Obrázek 2.1: Roj AGF7 .

Obrázek 2.2: Neisomorfńı komponenty souvislosti roje AGF11 .

Nyńı se pod́ıváme na vlastnosti grafu AGFq . Začněme zlehka, konkrétně z kolika vrchol̊u
a hran je vlastně náš graf tvořen.

Věta 2.1.5. Graf AGFq č́ıtá (q−1)(q−3)
2

vrchol̊u a stejný počet hran.

D̊ukaz. Uspořádaná dvojice (a, b) nálež́ı do AGFq , právě pokud plat́ı φq(ab) = 1, tedy bud’

jsou a, b obě čtverci v Fq, nebo ani jedno. Počet uspořádaných dvojic r̊uzných nenulových
čtverc̊u je roven q−1

2
· q−3

2
a stejný počet přisṕıvaj́ı dvojice nečtverc̊u. Dohromady źıskáme

2· (q−1)(q−3)
4

vyhovuj́ıćıch dvojic. Protože z každého vrcholu vycháźı právě jedna orientovaná
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hrana, počet hran je roven počtu vrchol̊u. �

Grafy z př́ıkladu jsou tvořeny z několika komponent souvislosti, které maj́ı všechny velmi
specifický tvar, tj. cyklus, kde z každého jeho vrcholu vycháźı jediná hrana. Tento tvar je
typický a libovolná komponenta jej tvoř́ı.

Definice 2.1.6. Souvislý orientovaný graf G nazveme medúzou, pokud je tvořen jediným
cyklem H, a nav́ıc pro každý vrchol W ∈ H existuje unikátńı předch̊udce1 mimo cyklus,
který sám nemá předch̊udce a žádného jiného následńıka.

Ukážeme si, že komponenty souvislosti grafu AGFq jsou medúzami. Nejprve si charakte-
rizujme, které vrcholy maj́ı v AGFq předch̊udce.

Lemma 2.1.7. Vrchol (a, b) ∈ AGFq má předch̊udce, právě pokud plat́ı φq(a
2 − b2) = 1.

D̊ukaz. Nejprve předpokládejme, že vrchol (a, b) ∈ AGFq má předch̊udce (c, d), plat́ı tedy:

a =
c+ d

2
, b =

√
cd.

Potom:

a2 − b2 =

(
c+ d

2

)2

− cd =

(
c− d

2

)2

je čtverec. Naopak at’ a2 − b2 je čtverec a x je nějaká jeho odmocnina. Pak uvažme vrchol
(a− x, a+ x), jeho následńık je:(

a− x+ a+ x

2
,
√
a2 − x2

)
= (a, b) .

�

Věta 2.1.8. Roj AGFq je tvořen z několika medúz.

D̊ukaz. Graf má konečný počet vrchol̊u, proto každý nekonečný sled (u, v) 7−→ (u1, v1) 7−→
(u2, v2) 7−→ . . . obsahuje cyklus délky větš́ı než 1.

Dejme tomu, že (c, d) je členem nějakého cyklu a jeho předch̊udce v cyklu je (C,D). Plat́ı
vztahy C + D = 2c a CD = d2, tedy {C,D} jsou kořeny polynomu x2 − 2c + d2. Takový
polynom má nad Fq právě dva kořeny – C a D. Všichni předch̊udci vrcholu (c, d) v AGFq
jsou proto (C,D) a (D,C).

Jedno z č́ısel φq(C
2 −D2) a φq(D

2 − C2) je kv̊uli φq(−1) = −1 rovno 1 a to druhé −1.
Podle lemmatu 2.1.7 proto má právě jeden z vrchol̊u (C,D) a (D,C) předch̊udce, ten je
jistě také součást́ı cyklu. Každý vrchol, který neńı členem cyklu, proto nemá předch̊udce
a každá komponenta souvislosti AGFq je proto medúzou. �

1Označme G = (V,E). Předch̊udce vrcholu X ∈ V je libovolný vrchol W ∈ V splňuj́ıćı (W,X) ∈ E.
V tomto př́ıpadě je X následńıkem W .
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Př́ıklad 2.1.9. Délky cykl̊u medúz se mohou přes r̊uzná prvoč́ısla drasticky lǐsit. Z př́ıkladu
2.1.4 v́ıme, že pro p = 7 nalezneme v grafu AGFp medúzu s délkou cyklu rovnou 6 a pro
p = 11 jsou délky cykl̊u rovné po řadě 5 a 10. Např́ıklad v grafu AGF67 máme mimo jiné
medúzy s délkami cykl̊u po řadě 9 a 198.

(1, 17) 7→ (9, 33) 7→ (21, 37) 7→ (29, 24) 7→ · · · 7→ (65, 15) 7→ (40, 29) 7→ (1, 17),

(1, 9) 7→ (5, 33) 7→ (4, 22) 7→ (13, 50) 7→ · · · 7→ (21, 26) 7→ (57, 12) 7→ (1, 9).

V grafu AGF79 jsou jediné př́ıpustné délky cykl̊u velké, po řadě 205 a 410.

Pojd’me si charakterizovat, jaké r̊uzné medúzy můžeme v celém grafu naj́ıt. Podle analo-
gie bodu ii) věty 1.1.6 můžeme přenásobit všechny vrcholy dané medúzy nějakým k ∈ Fq
a źıskat novou medúzu, kterou nazveme jej́ım př́ıtelem. Př́ıklady takových medúz jsou
medúzy v AGF11 obsahuj́ıćı vrcholy (1, 5) a (10, 6) = (−1,−5) z př́ıkladu 2.1.4.

Definice 2.1.10. At’ M ⊆ AGFq je medúza a v ńı lež́ı vrchol (a, b). Potom nazveme
libovolnou medúzu obsahuj́ıćı vrchol (ka, kb) pro k ∈ Fq př́ıtelem medúzy M .

Kolik přátel má daná medúza? Na to zodpov́ıdá následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 2.1.11. At’ (a, b) ∈ AGFq lež́ı v cyklu medúzy M a (ai, bi) ∈ AGFq(a, b) je prvńı
vrchol takový, že existuje k ∈ Fq splňuj́ıćı (ai, bi) = (ka, kb). Pak počet přátel medúzy M
je právě:

q − 1

ordq(k)
.

D̊ukaz. Je zřejmé, že všechny ostatńı prvky cyklu (ai, bi) splňuj́ıćı ai/bi = a/b jsou ve tvaru
(ai, bi) = (kxai, k

xbi). Označme Ok podgrupu grupy F×q generovanou k. Pokud přenásob́ıme
M libovolným prvkem z Ok, źıskáme opět M .

Přesněji, máme danou akci grup F×q × AGFq −→ AGFq , která pro k ∈ F×q zobraźı prvek
(a, b) na (ka, kb). Podgrupa Ok je pak stabilizátorem pro libovolný prvek medúzy M . To
znamená, že existuje bijekce mezi množinou prvk̊u k ∈ F×q , které zobraźı M na jej́ıho

př́ıtele, a faktorgrupou F×q /Ok, která má q−1
ordq(k)

prvk̊u. �

Je-li jediné vyhovuj́ıćı k rovno 1, tak medúza má q − 1 přátel a pro (ai, bi) ∈ AGFq(a, b)
plat́ı ai/bi = aj/bj, právě pokud (ai, bi) = (aj, bj). Pro taxonomické účely se nám hod́ı tyto
spřátelené medúzy uskupit dohromady, zaved’me proto pojem hejno.

Definice 2.1.12. At’ H ⊆ AGFq je medúza a H1, . . . , Hk jsou všichni jej́ı přátelé. Pak
H ∪H1 ∪ · · · ∪Hk nazvěme hejnem medúz.

2.2 Vlastnosti graf̊u

Ohledně medúz je hned několik hodnot, které má cenu zkoumat. Kolik je pro dané p
dohromady medúz? Kolik existuje r̊uzných hejn? A na jaké délky cykl̊u můžeme narazit?
Pojd’me se na tyto hodnoty pod́ıvat trochu podrobněji.
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Nejd̊uležitěǰśı hodnotou je pro nás počet medúz v celém roji, př́ıpadně počet hejn v roji.
Tyto hodnoty studovali autoři p̊uvodńıho článku [1] a pomoćı eliptických křivek budeme
moci na tato č́ısla uvést odhady.

Definice 2.2.1. At’ q ≡ 3 (mod 4) je mocnina prvoč́ısla. Pak označme d(Fq) počet všech
medúz v grafu AGFq . Dále označme s(Fq) počet všech hejn v grafu AGFq .

V článku, ze kterého vycháźıme, se d(Fq) nazývá jellyfish number, č́ıslo s(Fq) neńı
zmı́něno v̊ubec a obecně hejna medúz nejsou nijak značena a jsou zmı́něna pouze okrajově.
Protože v́ıme z př́ıkladu 2.1.9, že délky cykl̊u se přes prvoč́ısla mohou hodně lǐsit, tak nás
nepřekvaṕı, že i celkový počet medúz se chová poměrně r̊uznorodě. Pro představu uved’me
malou tabulku pro prvoč́ısla p < 100.

p d(Fp) s(Fp)

3 0 0
7 1 1
11 3 2
19 8 2
23 5 3
31 10 3
43 7 4
47 4 3
59 7 4
67 30 6
71 25 5
79 18 7
83 6 4

Obrázek 2.3: Tabulka hodnot d(Fp) a s(Fp) pro p < 100

Tato náhodná povaha d(Fq) se nese i dál, na obrázćıch 2.4 a 2.5 vid́ıme jednotlivé hodnoty
pro prvoč́ısla p < 104 a p < 105.

Některé hodnoty d(Fp) jsou mnohem vyšš́ı než ostatńı, např́ıklad pro p = 99859 máme
d(Fp) = 406954. I po sobě jdoućı prvoč́ısla mohou mı́t disproporcionálně r̊uzné počty
medúz. Např́ıklad pro prvoč́ıslo 1619 je počet medúz roven d(F1619) = 56 a hned o d̊um dál u
prvoč́ısla 1627 nalezneme v grafu enormńı počet d(F1627) = 2227 medúz, skoro čtyřicetkrát
v́ıce. Na grafu výše tak vid́ıme chováńı extrémńıch př́ıpad̊u, žádné zjevné trendy se nevy-
skytuj́ı.

Č́ıslo s(Fp) se chová mnohem rozumněji. Př́ıpady, kdy d(Fp) je velké, jsou právě ty, kdy
jsou hejna malá, a proto mezi hodnotami s(Fq) nenacháźıme odlehlé hodnoty. Na obrázku
2.6 vid́ıme chováńı s(Fp) pro p < 105.
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Obrázek 2.4: Č́ıslo d(Fp) pro p < 104 Obrázek 2.5: Č́ıslo d(Fp) pro p < 105

Obrázek 2.6: Č́ıslo s(Fp) pro p < 105

Autoři článku [1] propojili AG posloupnost s teoríı eliptických křivek, těm se budeme
věnovat v kapitole 4. Pomoćı této teorie dokázali netriviálńı dolńı odhad na č́ıslo d(Fq),
resp. jejich postup ohranič́ı dokonce č́ıslo s(Fq). Hlavńım výsledkem jejich článku je tvrzeńı,
že pro libovolně malé ε > 0 a q dostatečně velké plat́ı:

s(Fq) >
(

1

2
− ε
)
√
q.

V závěru práce spekuluj́ı, zda je tento odhad asymptoticky optimálńı a navrhuj́ı odhad
d(Fq) > O(

√
q log log q). Tento odhad neńı nijak podložen. Pojd’me se těmto odhad̊um

věnovat.
Nejprve, jak optimálńı opravdu je odhad s(Fq) (resp. d(Fq))? Porovnejme č́ıslo s(Fq)

s funkćı
√
q:

Těsněǰśı odhad źıskáme, pokud uváž́ıme funkce f ∈ O(
√
q log log q), podle návrhu v [1].

I když se autoři horńım odhad̊um na č́ıslo s(Fq) nevěnovali, zdánlivě jej můžeme též od-
hadnout funkćı tvaru c

√
q log log q.

22



Kapitola 2. AG posloupnost nad konečnými tělesy

Obrázek 2.7: Porovnáńı s(Fp) s funkcemi
√
p,
√
p log log p a 1

4

√
p log log p.

Domněnka 2.2.2. Existuje c ∈ R+ takové, že pro dostatečně velké q plat́ı:

c
√
q log log q > s(Fq) >

1

4

√
q log log q.

Spoč́ıtali jsme hodnoty d(Fq) a s(Fq) pro vybrané hodnoty p < 106. Pro tato prvoč́ısla
plat́ı s(Fp) > 1

4

√
p log log p, pro p = 350431 plat́ı s(Fp) = 1571 >

√
p log log p ≈ 1507.6.

Daľśı otázkou může být, jak spolu souviśı č́ısla d(Fq) a s(Fq). Zjevně plat́ı nerovnost

d(Fq) > s(Fq). Co lepš́ıho můžeme ř́ıci? Pokud se pod́ıváme, jak se plošně chová č́ıslo s(Fq)
d(Fq) ,

źıskáme velmi zaj́ımavý graf, viz obrázek 2.8. Vid́ıme, že pro p > 7 se č́ıslo s(Fq)
d(Fq) drž́ı pod

hodnotou 0.75 (maximálńı pod́ıl nastane pro p = 47). To naznačuje, že libovolný horńı
odhad na č́ıslo s(Fq) nemůže mı́t jako d̊usledek asymptoticky silněǰśı odhad na č́ıslo d(Fq).

Obrázek 2.8: Hodnoty s(Fp)/d(Fp) pro p < 1.2 · 105
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2.3 HG posloupnost

V prvńı kapitole jsme si ukázali, že pokud mı́sto aritmetického a geometrického pr̊uměru
zvoĺıme jinou dvojici pr̊uměr̊u, źıskáme posloupnosti úzce propojené s AG posloupnost́ı.
Co tedy se pod́ıvat na jejich obdoby v konečných tělesech? Nejprve zapojme do práce
geometrický a harmonický pr̊uměr, kde definujeme harmonický pr̊uměr dvou nenulových
č́ısel s nenulovým součtem jako:

2
1
a

+ 1
b

=
2ab

a+ b
,

kde 1
a

je multiplikativńı inverze č́ısla a. Definujme pak HG-posloupnost nad konečným
tělesem.

Definice 2.3.1. At’ a, b jsou r̊uzné prvky F×q splňuj́ıćı φq(ab) = 1. Pak definujeme
HGFq(a, b) jako posloupnost ((an, bn))∞n=0 s (a0, b0) = (a, b) a:

(an+1, bn+1) =

(
2

1
an

+ 1
bn

,
√
anbn

)
,

přičemž bn+1 voĺıme tak, že φq(an+1bn+1) = 1.

Definice 2.3.2. Definujme roj HGFq = (V,E) jako orientovaný graf, kde (a, b) ∈ V , právě
pokud plat́ı φq(ab) = 1, a

(
(a, b), (c, d)

)
∈ E, právě pokud plat́ı (c, d) = (a1, b1), kde

(a0, b0) = (a, b).

Př́ıklad 2.3.3. Pod́ıvejme se na roje HGFp pro p = 7 a 11. Pro p = 7 je jediná komponenta
medúza, jej́ıž cyklus je následuj́ıćı:

(2, 1) 7→ (6, 3) 7→ (4, 2) 7→ (5, 6) 7→ (1, 4) 7→ (3, 5) 7→ (2, 1),

V roji HGF11 zvolme dvojice (3, 1) a (5, 1) a pǐsme jejich posloupnosti:

(3, 1) 7→ (7, 6) 7→ (9, 3) 7→ (10, 7) 7→ (5, 9) 7→ (8, 10) 7→ (4, 5) 7→ (2, 8) 7→ (1, 4) 7→ (6, 2) 7→ (3, 1),

(5, 1) 7→ (9, 4) 7→ (3, 5) 7→ (1, 9) 7→ (4, 3) 7→ (5, 1),

(6, 10) 7→ (2, 7) 7→ (8, 6) 7→ (10, 2) 7→ (7, 8) 7→ (6, 10).

Tyto tři cykly jsou cykly všech medúz v HGFq . Druhé dvě z těchto medúz jsou přátelé,
stejně jako v př́ıpadě roje AGF11 .

Z př́ıkladu 2.3.3 se můžeme dovt́ıpit, že tato posloupnost je pouze přestrojená AG po-
sloupnost. V tomto přesvědčeńı nás může utvrdit počet hran a vrchol̊u i kritérium, kdy
vrchol má předch̊udce.

Věta 2.3.4. Graf HGFq č́ıtá (q−1)(q−3)
2

vrchol̊u a stejný počet hran.

D̊ukaz. Analogický k d̊ukazu věty 2.1.5. �

24



Kapitola 2. AG posloupnost nad konečnými tělesy

Lemma 2.3.5. Vrchol (a, b) ∈ HGFq má předch̊udce, právě pokud plat́ı φq(b
2 − a2) = 1.

D̊ukaz. Nejprve předpokládejme (a, b) má předch̊udce (c, d), plat́ı tedy:

a =
2cd

c+ d
, b =

√
cd.

Potom:

b2 − a2 = cd−
(

2cd

c+ d

)2

= cd

(
c− d
c+ d

)2

je čtverec, protože pracujeme pouze s dvojicemi, jejichž součin je čtvercem. Naopak at’

b2 − a2 je čtverec a x je nějaká jeho odmocnina. Pak uvažme vrchol
(
b2+bx
a
, b

2−bx
a

)
, jeho

následńık je: (
2b2(b+ x)(b− x)

a2
(
b2+bx
a

+ b2−bx
a

) ,√b2(b2 − x2)
a2

)
=

(
2b2 · a2

2a · b2
, b

)
= (a, b) .

�

Důsledek 2.3.6. Graf HGFq je tvořen z několika medúz.

D̊ukaz. Analogický k d̊ukazu věty 2.1.8. �

Rozd́ıl mezi oběma grafy je ten, že vrchol (a, b) pro a, b je součást́ı cyklu v právě jednom
z graf̊u AGFq a HGFq , d́ıky lemmat̊um 2.1.7 a 2.3.5. To a nebo věta 1.4.3 nám napov́ıdaj́ı,
jaké bude konkrétńı propojeńı těchto dvou graf̊u.

Věta 2.3.7. Plat́ı isomorfismus graf̊u AGFq
∼= HGFq .

D̊ukaz. Uvažme zobrazeńı ψ : AGFq −→ HGFq určené předpisem ψ((a, b)) =
(
1
a
, 1
b

)
.

Ukážeme, že toto zobrazeńı definuje mezi grafy isomorfismus. Opravdu, uvažme orien-
tovanou hranu v grafu AGFq :

(a, b) 7−→
(
a+ b

2
,
√
ab

)
,

poté v grafu HGFq má ψ((a, b)) hranu:

ψ((a, b)) =

(
1

a
,
1

b

)
7−→

(
2/ab

1/a+ 1/b
,

√
1

ab

)
=

(
2

a+ b
,

1√
ab

)
= ψ

((
a+ b

2
,
√
ab

))
.

Jelikož ψ se zjevně bijekce mezi AGFq a HGFq , definuje mezi grafy isomorfismus. �
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Kapitola 3

AH posloupnost

Zat́ım jsme pracovali s dvěma dvojicemi pr̊uměr̊u z trojice – aritmetický, geometrický
a harmonický. V této kapitole se proto pod́ıváme i na tu posledńı – aritmetický a har-
monický pr̊uměr. K této, ani HG posloupnosti, nad konečnými tělesy neexistuje podle
nejlepš́ıho svědomı́ autora žádná literatura. Stráv́ıme nějaký čas nad tvary graf̊u – př́ıpad
AH posloupnosti je totiž na dvakrát tolik zaj́ımavý, jako ty předchoźı.

3.1 Základńı poznatky

Tentokrát již ze začátku nebudeme pracovat pouze nad konečným tělesem, ale i s bodem
v nekonečnu.

Definice 3.1.1. At’ K je těleso. Pak definujeme projektivńı př́ımku P1(K) jako množinu
tř́ıd nenulových vektor̊u (a1 : a2) ∈ K2 s relaćı ekvivalence (a : b) ∼ (c : d), právě pokud
existuje λ ∈ K splňuj́ıćı (a, b) = λ(c, d).

Pro tř́ıdu (a : b) pro b 6= 0 zvoĺıme reprezentanta
(
a
b

: 1
)

a identifikujeme tř́ıdu (a : b)
s č́ıslem a

b
∈ Fq. Jediná tř́ıda, která takto neńı pokryta, je tř́ıda (1 : 0), tu ztotožńıme

s bodem v nekonečnu ∞. Ten pro m ∈ Fq splňuje:

(i) 1
0

=∞ a 1
∞ = 0,

(ii) ∞+m =∞,

(iii) ∞ ·m =∞ pro m 6= 0,

(iv) ∞×∞ =∞.

Pomoćı projektivńı př́ımky můžeme v plném rozsahu definovat a studovat AH posloup-
nost nad konečným tělesem.
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Definice 3.1.2. At’ a, b ∈ F×q jsou r̊uzné. Pak definujeme AHFq(a, b) jako posloupnost
((an, bn))∞n=0 s (a0, b0) = (a, b) a:

(an+1, bn+1) =

(
an + bn

2
,

2
1
an

+ 1
bn

)
.

Všimněme si, že následńık bodu (a,−a) pro a ∈ Fq je (0,∞) a následńık (0,∞) je (∞, 0).
Bod (∞, 0) je následńık sama sebe.

Pokud φq(2) 6= 1, tak se každý afinńı1 bod zobraźı opět na afinńı bod. Připust’me, že pro
nějaká (a0, b0) a n nezáporné plat́ı 1

an+1
+ 1

bn+1
= 0, pak i an+1 + bn+1 = 0. Muśı pak být:

an + bn
2

+
2anbn
an + bn

= 0,

(an + bn)2 + 4anbn = 0,(
an
bn

+ 1

)2

+
4an
bn

= 0,(
an
bn

)2

+
6an
bn

+ 1 = 0.

Poznamenejme, že bn 6= 0. Tato kvadratická rovnice má kořen nad Fq, právě pokud 2 je v Fq
čtvercem. Pro tělesa, kde 2 je čtvercem, mohou některé posloupnosti AHFq(a, b) obsahovat
body v nekonečnu a muśıme již pracovat s projektivńı př́ımkou. Budeme vždy pracovat
pouze s posloupnostmi, které obsahuj́ı alespoň jeden afinńı prvek. Nejprve se pod́ıváme na
tělesa Fq s q ≡ ±3 (mod 8).

Definice 3.1.3. Definujme roj AHFq = (V,E) jako orientovaný graf, kde (a, b) ∈ V , právě

pokud a, b ∈ Fq nebo {a, b} = {0,∞}. Pro libovolná a, b, c, d ∈ P1(Fq) plat́ı
(

(a, b), (c, d)
)
∈

E, právě pokud (c, d) = (a1, b1), kde (a0, b0) = (a, b).

Úmluva. Každý afinńı bod má v grafu zjevně nejvýše dva předch̊udce. Toto je porušeno
pro body v nekonečnu, kde bod (0,∞) má předch̊udc̊u hned q − 1 – body (a,−a), viz
př́ıklad 3.1.4. Čistě z d̊uvodu elegance, která se prokáže v kapitole 5, budeme uvažovat q−1

2

bod̊u (0,∞) a (∞, 0), každý př́ısluš́ıćı jedné dvojici bod̊u (a,−a) a (−a, a). Domluv́ıme se
tedy, že pro a, b ∈ F×q splňuj́ıćı a 6= ±b body (a,−a) a (b,−b) nelež́ı ve stejné komponentě
souvislosti grafu AHFq . Naopak uvažujme, že body (a,−a) a (−a, a) ve stejné komponentě
souvislosti lež́ı.

Př́ıklad 3.1.4. Pod́ıvejme se na graf AHF11 a dva prvky, (1, 3) a (3, 2). Komponenta
souvislosti obsahuj́ıćı (1, 3) je medúza, komponenta obsahuj́ıćı (3, 2) je tvořena z cyklu, ke
každému prvku cyklu je připojen vyvážený binárńı strom hloubky 2.

Dále se pod́ıvejme na graf AHF23 . Zde pro nás jsou zaj́ımavé dvě komponenty souvislosti,
konkrétně ty obsahuj́ıćı body (1, 5) a (1,−1) ∈ AHFq . Ty vypadaj́ı následovně.

1Bod (a, b) ∈ AHFq takový, že a, b ∈ Fq, nazveme afinńım.
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Obrázek 3.1: Komponenty souvislosti grafu AHF11 .

Obrázek 3.2: Komponenta roje AHF23 obsahuj́ıćı (1, 5).

Na př́ıkladu 3.1.4 vid́ıme, že pro q ≡ ±3 (mod 8) při vizualizaci AH posloupnosti źıskáme
krom medúz i tzv. vulkány hloubky 2. V př́ıpadě q ≡ ±1 (mod 8) jsou tyto vulkány dokonce
ještě hlubš́ı a některé obsahuj́ı (∞, 0). Tato terminologie neńı vybraná autorem, setkáme
se s ńı v kontextu eliptických křivek [14].

28



Kapitola 3. AH posloupnost

0,∞

∞, 0

1,−1−1, 1

17, 4

4, 17

19, 6
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Obrázek 3.3: Komponenta roje AHF23 obsahuj́ıćı (1,−1).

Definice 3.1.5. Souvislý orientovaný graf V nazveme vulkánem hloubky k, pokud lze jeho
vrcholy rozdělit do k + 1 disjunktńıch množin V0, . . . , Vk a:

(i) Podgraf grafu V indukovaný prvky V0 je cyklus, kde každý jeho člen má unikátńıho
předch̊udce mimo cyklus,

(ii) pro 0 < i < k má každý vrchol W ∈ Vi unikátńıho následńıka ve Vi−1 a dva
předch̊udce ve Vi+1,

(iii) každý prvek Vk je listem.

Všimněme si, že medúza je pouze vulkánem hloubky 1. Předt́ım, než ukážeme, že grafy
AH posloupnosti pro q = ±3 (mod 8) nabývaj́ı těchto tvar̊u, se pozastavme nad spojeńım
AH posloupnosti s dvěma předchoźımi posloupnostmi, které jsme studovali. I když větš́ı
vulkány AG posloupnost nikdy netvoř́ı, pro např́ıklad p ≡ −1 (mod 4) źıskáme v některých
př́ıpadech AH posloupnosti též medúzy. Kĺıčové rozděleńı bude podle φ(ab) pro jednot-
livé dvojice. Hned uvid́ıme, že toto č́ıslo je pro jednotlivé komponenty souvislosti stejné,
a dokážeme silněǰśı tvrzeńı.

Věta 3.1.6. Bud’ q = pk mocnina prvoč́ısla. Pak:

(i) počet afinńıch vrchol̊u (a, b) ∈ AHFq takových, že φq(ab) = 1, je (q−1)(q−3)
2

,

(ii) počet afinńıch vrchol̊u (a, b) ∈ AHFq takových, že φq(ab) = −1, je (q−1)2
2

,

(iii) počet hran v celém grafu vycházej́ıćıch z afinńıch vrchol̊u je (q − 1)(q − 2).
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D̊ukaz. V př́ıpadě, kdy ab je v Fq nenulovým čtvercem, lež́ı v roji AHFq právě dvojice (a, b),
až na př́ıpad, kdy a = b. Pokud je součin dvou prvk̊u čtverec, tak jsou bud’ oba čtverce,
nebo ani jeden. Počet dvojic nenulových prvk̊u (a, b), jejichž součin je čtverec, spoč́ıtáme
tedy součtem počt̊u dvojic r̊uzných čtverc̊u, resp. nečtverc̊u. Toto je q−1

2
· q−3

2
+ q−1

2
· q−3

2
=

(q−1)(q−3)
2

.
V př́ıpadě, kdy ab neńı v Fq nenulovým čtvercem, lež́ı v roji AHFq všechny dvojice (a, b).

Takové dvojice maj́ı jednu složku, která je čtvercem, a druhou, která neńı. Vyhovuj́ıćı počet

je proto q−1
2
· q−1

2
+ q−1

2
· q−1

2
= (q−1)2

2
. Konečně, z každého afinńıho vrcholu vycháźı právě

jedna hrana, proto počet hran je:

(q − 1)(q − 3)

2
+

(q − 1)2

2
= (q − 1)(q − 2).

�

Grafy AHFq a AGFq jsou velmi odlǐsné. Na př́ıkladu 2.1.9 vid́ıme, že komponenty roje
AGFq mohou mı́t mnohonásobně v́ıce prvk̊u, než je q. Zato v př́ıpadě AH posloupnosti
počet prvk̊u značně omeźı stejný invariant jako v reálném př́ıpadě – součin jednotlivých
složek prvk̊u.

Lemma 3.1.7. Uvažme roj AHFq a nějakou jeho komponentu souvislosti V . Pak je přes
všechny afinńı vrcholy (a, b) ∈ V součin ab invariantńı.

D̊ukaz. Stač́ı nám ukázat, že pro vrchol (a, b) a jeho následńıka plat́ı a1b1 = ab, jelikož
(a1, b1) má právě dva předch̊udce, (a, b) a (b, a). A opravdu:

a1b1 =
a+ b

2
· 2ab

a+ b
= ab.

�

Důsledek 3.1.8. Každá komponenta souvislosti v roji AHFq obsahuje nejvýše q−1 afinńıch
vrchol̊u.

D̊ukaz. Pro dané nenulové k ∈ Fq je nad Fq jistě q − 1 dvojic se součinem k, konkrétně(
a, k

a

)
pro a ∈ F×q . Podle předchoźıho lemmatu 3.1.7 maj́ı všechny prvky jedné souvislé

komponenty stejný součin prvk̊u, je jich proto nejvýše q − 1. �

Poznamenejme, že ze všech q − 1 dvojic prvk̊u s daným součinem ne nutně všechny lež́ı
v roji, např́ıklad v tělese F11, pro součin roven čtyřem, nevyhovuje dvojice (2, 2). Lemma,
které jsme zmı́nili před chv́ıĺı, nám též umožńı adaptovat větu 2.1.11, tentokrát je totiž
počet přátel graf̊u k dané souvislé komponentě velmi omezený.

Definice 3.1.9. At’ (a, b) ∈ AHFq lež́ı v souvislé komponentě V . Potom nazveme libovolnou
souvislou komponentu obsahuj́ıćı prvek (ka, kb) pro k ∈ Fq př́ıtelem V .
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Věta 3.1.10. At’ (a, b) ∈ AHFq lež́ı v komponentě souvislosti V , která obsahuje pouze afinńı
vrcholy. Pak počet přátel V je roven:

(i) q − 1, pokud (−a,−b) nelež́ı ve V ,

(ii) q−1
2

, pokud (−a,−b) lež́ı ve V .

D̊ukaz. Důkaz je prakticky stejný, jako d̊ukaz věty 2.1.11, tentokrát ale pokud pro k 6= 1
lež́ı (a, b) a (ka, kb) ve stejné komponentě, podle lemmatu 3.1.7 muśı platit ab = k2ab,
tj. k = −1. Nosná množina grupy Ok sestrojené analogicky k d̊ukazu věty 2.1.11 je proto
podmnožinou {1,−1} a dojdeme k tomu, že V má právě q−1

ordq(±1) ∈
{
q − 1, q−1

2

}
přátel. �

V př́ıpadě, že komponenta obsahuje body v nekonečnu, pak předch̊udci prvku (0,∞)
jsou (±a,∓a), tedy tato komponenta má q−1

2
přátel. Poznamenejme, že ve zdánlivé většině

graf̊u AHFq se vyskytuj́ı komponenty s q − 1 přáteli, stejně jako jiné komponenty, které
maj́ı přátel pouze q−1

2
.

Definice 3.1.11. At’ H ⊆ AHFq je komponenta souvislosti roje a H1, . . . , Hk jsou všichni
jej́ı přátelé. Pak H ∪H1 ∪ · · · ∪Hk nazvěme hejnem.

3.2 Struktura graf̊u

AH posloupnost se od AG posloupnosti na několika mı́stech principiálně lǐśı, přesto se na
jednom mı́stě shoduj́ı. Jejich grafy maj́ı pozoruhodně pravidelnou strukturu. V pozděǰśıch
částech práce tuto strukturu do jisté mı́ry vysvětĺıme. Bez daľśıho otáleńı proto pojd’me
opravdu dokázat, že grafy AHFq maj́ı tu strukturu, kterou jim připisujeme. Nejprve klasi-
fikujeme, kdy má prvek předch̊udce.

Lemma 3.2.1. Afinńı vrchol (a, b) ∈ AHFq má předch̊udce, právě pokud φq(a
2 − ab) = 1.

D̊ukaz. Nejprve předpokládejme, že (a, b) má předch̊udce (c, d), plat́ı tedy:

a =
c+ d

2
, b =

2cd

c+ d
.

Potom:

a(a− b) =
c+ d

2

(
c+ d

2
− 2cd

c+ d

)
=

(
c− d

2

)2

je čtverec. Naopak at’ a(a− b) je čtverec a x je nějaká jeho odmocnina. Podle definice roje
nemůže platit a2 6= a(a− b), tedy v AHFq lež́ı vrchol (a− x, a+ x). Jeho následńık je:(

a− x+ a+ x

2
,
2(a− x)(a+ x)

a− x+ a+ x

)
= (a, b) .

�
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Poznámka. Lemma 3.2.1 pro a = −b nám ř́ıká, že vrchol (a,−a) ∈ AHFq má předch̊udce,
právě pokud plat́ı φq(2) = 1.

Dı́ky tomuto tvrzeńı dokážeme poskytnout parciálńı odpověd’ na otázku, jak vypadaj́ı
komponenty souvislosti v AHFq . Prozat́ım se zaměř́ıme na př́ıpady q ≡ 3, 5 (mod 8), lemma
3.2.1 nám rozděĺı práci pro tyto dva př́ıpady.

Důsledek 3.2.2. Uvažme afinńı vrchol (a, b) ∈ AHFq . Potom:

(i) pokud φq(−ab) = −1, tak má právě jeden z vrchol̊u (a, b) a (b, a) v AHFq předch̊udce,

(ii) pokud φq(−ab) = 1, tak maj́ı v AHFq předch̊udce bud’ oba vrcholy (a, b) a (b, a), nebo
ani jeden.

D̊ukaz. Pokud φq(−ab) = −1, tak součin č́ısel:

a(a− b) · b(b− a) = −ab(a− b)2

čtverec neńı, tak je právě jedno z č́ısel a(a − b) a b(b − a) čtvercem, tedy d́ıky lemmatu
3.2.1 má právě jeden z vrchol̊u předch̊udce. Pokud naopak φq(−ab) = 1, tak jsou bud’ obě
č́ısla čtverci, nebo ani jedno, což koresponduje s počty předch̊udc̊u př́ıslušných vrchol̊u. �

V př́ıpadě q ≡ 3 (mod 8) neńı −1 v Fq čtvercem, a proto a, b s φq(ab) = 1 má právě
jeden z vrchol̊u (a, b), (b, a) předch̊udce. Pokud ab neńı čtverec, tak bud’ oba vrcholy maj́ı
předch̊udce, nebo ani jeden. Pro q ≡ 5 je tato situace prohozena.

Jádro celé charakterizace grafu AHFq pro q ≡ ±3 (mod 8) spoč́ıvá v následuj́ıćım tvrzeńı:

Lemma 3.2.3. At’ q ≡ 3, 5 (mod 8) je mocnina prvoč́ısla. Připust’me, že v AHFq máme
sled afinńıch vrchol̊u A 7−→ B 7−→ C 7−→ D, kde B = (a, b) je bod splňuj́ıćı φq(−ab) = 1.
Potom každý jiný sled vrchol̊u v AHFq splňuj́ıćı X 7−→ Y 7−→ Z 7−→ D také splňuje Z = C.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti pǐsme B = (1, b), pak požadujeme φq(−b) = 1. Fakt, že
B má předch̊udce (j́ımž je A), d́ıky lemmatu 3.2.1 znamená, že existuje x ∈ Fq splňuj́ıćı
1− b = x2. Nyńı si spoč́ıtejme body C,D:

(1, b) 7−→
(
b+ 1

2
,

2b

b+ 1

)
︸ ︷︷ ︸

C

7−→
(
b2 + 6b+ 1

4(b+ 1)
,

4b(b+ 1)

b2 + 6b+ 1

)
= D.

Předch̊udce D r̊uzný od C je roven:

E :

(
2b

b+ 1
,
b+ 1

2

)
.

Tento bod má sám předch̊udce podle d̊usledku 3.2.2. At’ (X, Y ) a (Y,X) jsou dva předch̊udci
D, ti splňuj́ı soustavu:

X + Y

2
=

2b

b+ 1
,

2XY

X + Y
=
b+ 1

2
⇒ XY = b.
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Č́ısla X, Y jsou tedy kořeny kvadratické rovnice U2 − 4b
b+1

U + b = 0 nad Fq. Tyto kořeny
spoč́ıtáme explicitně:

{X, Y } =

{
2b+

√
−b(b− 1)

b+ 1
,
2b−

√
−b(b− 1)

b+ 1

}
,

při nějaké volbě odmocniny z −b, která dle předpoklad̊u lež́ı v Fq. Konečně ukážeme, že
(X, Y ) nemá předch̊udce, z toho podle d̊usledku 3.2.2 plyne, že i (Y,X) nemá předch̊udce.
K tomu nám d́ıky lemmatu 3.2.1 stač́ı ověřit, že č́ıslo X(X − Y ), které je rovno:

2b+
√
−b(b− 1)

b+ 1
·
(

2b+
√
−b(b− 1)

b+ 1
− 2b−

√
−b(b− 1)

b+ 1

)
=

2b+
√
−b(b− 1)

(b+ 1)2
· 2
√
−b(b− 1) =

2(b− 1)

(b+ 1)2
· [2
√
−bb− b(b− 1)] =

2b(b− 1)

(b+ 1)2
· [2
√
−b− (b− 1)] =

2b(b− 1)

(b+ 1)2
(1−

√
−b)2,

neńı v Fq čtvercem. Dı́ky existenci x ∈ Fq splňuj́ıćıho x2 = 1− b, pǐsme:

φq(2b(b− 1)) = φq(2) · φq(b) · φq(b− 1) = −1 · φq(b) · φq(−x2)
= −1 · φq(−b) · φq(x2) = −1 · 1 · 1 = −1.

Dohromady máme φq(X(X − Y )) = 1 · (−1) = −1, tedy oba předch̊udci E nemaj́ı
předch̊udce. Pokud proto existuje sled čtyř prvk̊u konč́ıćıch v D, pak předposledńı člen
nutně muśı být C. �

Poznámka. Nad tělesy, kde φq(2) = 1, lemma neplat́ı, viz např. obrázek 3.2.

Nyńı dokážeme hlavńı větu této sekce.

Věta 3.2.4. At’ q ≡ 3, 5 (mod 8) je mocnina prvoč́ısla. Pak roj AHFq vypadá následovně:

(i) Pokud q ≡ 3 (mod 8), tak:

� sjednoceńı komponent souvislosti obsahuj́ıćıch prvky (a, b) splňuj́ıćı φq(ab) = 1
je tvořeno medúzami,

� sjednoceńı komponent souvislosti obsahuj́ıćıch prvky (a, b) splňuj́ıćı φq(ab) = −1
je tvořeno vulkány hloubky 2.

(ii) Pokud q ≡ 5 (mod 8), tak:

� sjednoceńı komponent souvislosti obsahuj́ıćıch prvky (a, b) splňuj́ıćı φq(ab) = 1
je tvořeno vulkány hloubky 2,
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� sjednoceńı komponent souvislosti obsahuj́ıćıch prvky (a, b) splňuj́ıćı φq(ab) = −1
je tvořeno medúzami.

D̊ukaz. Ukážeme, že komponenty souvislosti obsahuj́ıćı body (a, b) splňuj́ıćı φq(−ab) = −1
tvoř́ı medúzy a komponenty souvislosti obsahuj́ıćı (a, b), pro něž je naopak φq(−ab) = 1,
tvoř́ı vulkány hloubky 2.

Pokud plat́ı φq(−ab) = −1, tak podle d̊usledku 3.2.2 má právě jeden z vrchol̊u (a, b) a
(b, a) předch̊udce. Jako v př́ıpadě AG posloupnosti tedy vyberme libovolný vrchol (a, b),
a 6= b, a hledejme daľśı členy posloupnosti (a1, b1), (a2, b2), . . . , dokud nedojdeme do cyklu.
At’ (c, d) je členem cyklu a jeho předch̊udci jsou vrcholy (C,D), (D,C). Vı́me, že jeden
z těchto dvou nemá předch̊udce a ten druhý proto muśı být členem cyklu. Komponenta
souvislosti obsahuj́ıćı (c, d) je tedy medúzou.

Nyńı přijde ta zaj́ımavěǰśı část, tedy že pokud φq(−ab) je rovno jedné, tak komponenta
souvislosti obsahuj́ıćı libovolný vrchol W = (a, b) je vulkán. Stejně jako v př́ıpadě AG,
posloupnosti pǐsme sled následńık̊u vrcholu V:

(a, b) 7−→ (a1, b1) 7−→ (a2, b2) 7−→ . . .

Máme nekonečně definovanou posloupnost na konečné množině vrchol̊u, jednou proto
vstouṕı do cyklu, který má délku větš́ı než jedna. Dejme tomu, že (c, d) je člen cyklu,
potom mu můžeme psát nekonečnou posloupnost předk̊u lež́ıćıch v cyklu. At’ je tedy
(C,D) předch̊udce (c, d) nelež́ıćı v cyklu. V d̊ukaze lemmatu 3.2.3 jsme si ukázali, že
(C,D) má dva předch̊udce a ti již předch̊udce nemaj́ı. Toto plat́ı pro každý člen (c, d)
libovolného cyklu. T́ım tedy źıskáváme, že každá komponenta souvislosti v tomto př́ıpadě
tvoř́ı vulkány hloubky 2. �

Tato charakterizace byla poměrně pracná, přesto je pouze polovina války vyhrána. Za-
prvé, co když uváž́ıme konečná tělesa Fq, kde q = pk a p ≡ 1, 7 (mod 8)? Nebo je charak-
teristika tělesa p ≡ 3, 5 (mod 8), ale q = pk je čtverec? V takových př́ıpadě plat́ı φq(2) = 1,
a nav́ıc každý list v grafu AHFpt má v grafu AHpk = AHp2t předch̊udce. Např́ıklad rozšǐrme

komponentu obsahuj́ıćı (1, 3) z př́ıkladu 3.1.4 nad tělesem F112 , pak źıskáme komponentu
v obrázku 3.4.

Vulkán má tedy o jedna vyšš́ı hloubku. V př́ıpadě rozš́ı̌reńı lichého stupně jsou grafy
shodné. Při rozš́ı̌reńı sudého stupně můžeme źıskat alespoň jednoduché odhady na hloubku
binárńıho stromu, který je připojen ke členu cyklu. Důkaz, že všechny listy maj́ı stejnou
hloubku přes všechny takové stromy, tedy že graf je opět vulkánem, je již nad možnosti
základńı teorie č́ısel.

Důsledek 3.2.5. Bud’ q = pm a V ⊆ AHFq vulkán hloubky h a (a, b) nějaký jeho prvek.
V grafu AHF

qk
lež́ı (a, b) ve stromu zakořeněném v cyklu. Potom výška tohoto stromu je

alespoň h+ v2(k).

D̊ukaz. Postupujme indukćı podle v2(k). Př́ıpad k lichého pokrývá věta 3.2.4. At’ nyńı
věta plat́ı pro nějaké ` > 0 a všechna k s v2(k) = `. Pokud (a, b) je list v Fqk pro nějaké
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2, 7

10, 8

9, 4

4, 9

3, 1

7, 2

8, 10

4+3i,
4−3i

4−3i,
4+3i

3+4i,
3−4i

3−4i,
3+4i

8+7i,
8−7i

8−7i,
8+7i

7+8i,
7−8i

7−8i,
7+8i

Obrázek 3.4: Rozš́ı̌reńı př́ıkladu 3.1.4 nad F112 = F11[i]

k, pak plat́ı φqk(a(a− b)) = −1 a tedy a(a− b) je čtvercem v Fq2k . Vrchol (a, b) má proto
dva předch̊udce (a ± x, a ∓ x) ∈ AHF

q2k
a výšla stromu obsahuj́ıćıho (a, b) má v AHF

q2k

hloubku alespoň o jedna deľśı, než v AHF
qk

. Snadno pak źıskáme dokazované tvrzeńı. �

Uved’me si zde známé lemma z olympiádńı matematiky, tzv. Lifting the Exponent lemma,
které hodnotu v2(k) ukotv́ı k č́ıslu pk − 1.

Věta 3.2.6. (LTE lemma) At’ a je liché a k sudé. Pak plat́ı:

v2(a
k − 1) = v2(a− 1) + v2(a+ 1) + v2(k)− 1.

D̊ukaz. Využijeme vzorec ak − 1 = (a − 1)(ak−1 + · · · + 1). Pokud je k dělitelné lichým
prvoč́ıslem a a liché, tak ve druhé závorce sč́ıtáme lichý počet lichých člen̊u, źıskáme tedy
liché č́ıslo a plat́ı v2(a

k − 1) = v2(a − 1). Stač́ı nám tedy uvažovat př́ıpad, kdy k = 2t je
mocnina dvojky. Pak rozlož́ıme:

a2
t − 1 = (a2

t−1

+ 1) · · · (a2 + 1)(a+ 1)(a− 1).
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Kvadratické zbytky modulo 4 jsou pouze 0 a 1, tedy každá až na posledńı dvě závorky je
sudá a nedělitelná čtyřmi. Tyto závorky proto do 2-valuace č́ısla ak− 1 přisṕıvaj́ı po jedné
a jelikož jich je t− 1 = v2(k)− 1, jsme hotovi. �

Důsledek výše spolu s větou 3.2.4 pak ukazuje, že hloubka vulkánu je určitým zp̊usobem
spojena s v2(q − 1).

3.3 Vlastnosti graf̊u

I v př́ıpadě AH posloupnosti se můžeme d́ıvat na empirická data ohledně jednotlivých
parametr̊u. Ukázali jsme, že pro q ≡ 3, 5 (mod 8) jsou komponenty souvislosti v roji AHFq
vulkány hloubky 1 a 2. V kapitole 5 ukážeme, že i pro ostatńı mocniny prvoč́ısel q tvoř́ı
komponenty souvislosti roje AHFq vulkány. Jakou hloubku maj́ı tyto vulkány pro kompo-
nenty obsahuj́ıćı body (a, b) splňuj́ıćı φq(ab) = 1, resp. φq(ab) = −1? Ukažme si malou
tabulku těchto hloubek.

p hloubka vulkán̊u obsahuj́ıćı
prvky (a, b) s φq(ab) = 1

hloubka vulkán̊u obsahuj́ıćı
prvky (a, b) s φq(ab) = −1

3 − 2
5 2 1
7 1 3
11 1 2
13 2 1
17 4 1
19 1 2
23 1 3
29 2 1
31 1 5
37 2 1

Obrázek 3.5: Tabulka hloubek vulkán̊u pro p < 40.

Všimneme si dvou věćı, nejprve zdárně vždy bud’ komponenty souvislosti obsahuj́ıćı body
(a, b) s φq(ab) = 1 nebo komponenty obsahuj́ıćı body (a, b) s φq(ab) = −1 jsou vulkány
hloubky 1, tj. medúzy. Kv̊uli hloubkám vulkán̊u pro po řadě p = 17 a p = 31 se můžeme
dovt́ıpit, jaká hloubka nastane v obecném př́ıpadě.

Domněnka 3.3.1. Komponenty souvislosti roje AHFp obsahuj́ıćı body (a, b) splňuj́ıćı
φp(ab) = 1 jsou vulkány hloubky v2(p − 1). Komponenty souvislosti obsahuj́ıćı body (a, b)
splňuj́ıćı φp(ab) = 1 jsou vulkány hloubky v2(p+ 1).
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V kapitole 5 tuto domněnku dokážeme a urč́ıme hloubku vulkán̊u pro libovolné konečné
těleso Fq liché charakteristiky. Vzhledem k tomu, že hloubky graf̊u se mohou prvoč́ıslo od
prvoč́ısla zásadně lǐsit, tak se nebudeme v této sekci věnovat heuristikám ohledně počtu
komponent, resp. počtu hejn. Pod́ıváme se ale, jak tato dvě č́ısla souviśı spolu.

Definice 3.3.2. At’ q je mocnina prvoč́ısla. Pak označme D(Fq) počet všech souvislých
komponent v grafu AHFq , které obsahuj́ı alespoň jeden afinńı prvek. Nav́ıc, označme S(Fq)
počet všech hejn v grafu AHFq , které obsahuj́ı alespoň jeden afinńı prvek.

Věta 3.3.3. Plat́ı řetězec nerovnost́ı:

q − 1 >
D(Fq)
S(Fq)

>
q − 1

2
.

D̊ukaz. Tato věta je př́ımým d̊usledkem věty 4.3.3, jelikož každé hejno přisṕıvá bud’ q−1
2

nebo q − 1 medúzami do počtu D(Fq). �

Silněǰśı odhady zdánlivě nenajdeme. Pro např́ıklad p = 11 plat́ı D(F11) = 10 a S(F11) =
2, tj. D(F11) = S(F11) · 11−12

. Obdobné vztahy plat́ı pro p = 19, 67, 107, 131, . . . . Na druhou
stranu rovnost D(Fp) = (p − 1)S(Fp) nenastane pro p < 105. Pro p = 11243 nastane

D(Fp) = 753214 a S(Fp) = 68, tj. S(Fp)·(p−1)
D(Fp) = 1.015 . . . .

Obrázek 3.6: Č́ıslo S(Fp)·(p−1)
D(Fp) pro p < 104

3.4 Dynamické systémy

AH posloupnost se od dvou, které jsme studovali před chv́ıĺı, lǐśı také t́ım, že nemuśıme
nijak vyb́ırat tu

”
správnou“ odmocninu. Tato posloupnost je t́ım mnohem jednodušeji

studovatelná, protože je udaná zobrazeńımi, která jsou pouze lomenými funkcemi.
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V AH posloupnosti zobraźıme prvek (x, 1) na
(
x+1
2
, 2x
x+1

)
. Jaké poznatky můžeme vytěžit,

kdybychom i tento prvek znovu normalizovali na
(

(x+1)2

4x
, 1
)

? Poté se zabýváme iteraćı

zobrazeńı:

x 7−→ (x+ 1)2

4x

a jej́ım chováńım na P1(Fq). Toto je přesně úkolem oblasti matematiky studuj́ıćı dynamické
systémy lomených funkćı nad konečnými tělesy.

Dynamické systémy byly přes posledńı dekády hojně zkoumány, i přesto se o nich v́ı
poměrně málo. Přehledový článek z roku 2013 [4] dává do kontextu, kolik jejich struktury
je nám zat́ım neznámo, dokonce i pouhé očekávané chováńı dynamického systému.

Vyřešené dynamické systémy se zabývaj́ı aditivńı strukturou Fq a nebo pouze jeho mul-
tiplikativńı strukturou. Př́ıklady takových systémů jsou tvaru x 7−→ ax či x 7−→ x + b,
př́ıpadně systém x 7−→ ax+b. My se zabýváme systémem, kde obě struktury kombinujeme,
a proto se nemůžeme divit, že znalosti o této posloupnosti nepřijdou zdarma. Př́ıkladem
takového systému je x 7−→ x2 + c [9] – zobrazeńı, které nad komplexńımi č́ısly studoval
Mandelbrot a je spojen s fraktály. Studium tohoto systému nad konečnými tělesy vedlo
mimo jiné na tvorbu Pollardova-Rho algoritmu na rozkládáńı celých č́ısel [13].

Jak přesně ale souviśı náš systém s AH posloupnost́ı?

Definice 3.4.1. Mějme x ∈ P1(Fq) \ {1}. Pak definujme orbitu O(x) jako množinu:

{x, f(x), f(f(x)), f(f(f(x))), . . . },

kde f ≡ (x+1)2

4x
. Dynamický systém Df = (P1(Fq), E) definujeme jako orientovaný graf

takový, že pro a, b ∈ P1(Fq) plat́ı (a, b) ∈ E, právě pokud f(a) = b.

Uvažme surjektivńı zobrazeńı g : AHFq −→ P1(Fq) dané g(a, b) = a
b
. Potom se na každý

nenulový prvek x ∈ Fq zobraźı právě q − 1 prvk̊u AHFq , konkrétně body (ax, a) ∈ AHFq
pro a ∈ F×q . Prvky 0 a ∞ maj́ı každý právě jeden předobraz. Každé hejno v grafu AHFq se
pak pod g zobraźı na jednu komponentu souvislosti v Df . Nav́ıc rozděleńı graf̊u na body
(a, b) podle φq(ab) je zachováno. To proto, že pro bod (a, b) ∈ AHFq plat́ı φq(ab) = 1, právě
pokud plat́ı φq

(
a
b

)
= 1.

Jelikož je Df systém daný kvadratickou lomenou funkćı, každý prvek (vyjma 1) má bud’

žádného, nebo dva předch̊udce. Vı́me, že prvky AHFq chod́ı v párech - pokud (a, b) je
předch̊udce bodu (x, y), tak je j́ım i (b, a). Tento fakt koresponduje s t́ım, že funkce f je
fixovaná pod involućı x 7−→ 1

x
. Pokud tedy x je předch̊udcem y, tak druhým předch̊udcem

y je 1
x
. Zkoumejme daľśı pouta mezi oběma grafy.

Věta 3.4.2. Bod (a, b) ∈ AHFq lež́ı v cyklu, právě pokud bod a
b
∈ Df lež́ı v cyklu.

D̊ukaz. Dokážeme obměnu tvrzeńı. Dejme tomu, že bod (a, b) nelež́ı v cyklu grafu AHFq ,
poté dle symetrie v něm nelež́ı ani bod (−a,−b). Podle věty 3.1.7 jsou (a, b) a (−a,−b)
jedińı možńı kandidáti na body (x, y) lež́ıćı v komponentě souvislosti obsahuj́ıćı (a, b),
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které splňuj́ı x
y

= a
b
. Tj. tyto body jsou jedińı kandidáti na body, které se zobraźı na prvek

a
b
∈ Df . Nejsou-li oba body periodické, pak a

b
nemůže být periodický též.

Naopak je-li bod (a, b) zobrazen na bod mimo cyklus, tak je (−a,−b) též. To znamená,
že se v orbitě O

(
a
b

)
již nebude znovu prvek a

b
vyskytovat, takže ani v posloupnosti

AHFq(a, b) se bod (a, b) znovu nevyskytuje. Bod (a, b) proto lež́ı mimo cyklus. �

Pokud máme posloupnost AHFq(a, b):

(a, b) 7−→ (a1, b1) 7−→ · · · 7−→ (ak, bk) 7−→ . . . ,

kde (ak, bk) je prvńı prvek cyklu, pak v orbitě:

O
(a
b

)
=

{
a

b
,
a1
b1
,
a2
b2
, . . . ,

ak
bk
, . . .

}
,

je ak
bk

prvńı periodický bod. Z toho můžeme d́ıky větám 3.2.4 a 3.4.2 odvodit následuj́ıćı.

Důsledek 3.4.3. At’ (x, y) ∈ AHFq je členem cyklu a V ⊆ AHFq je orientovaný binárńı
strom zakořeněný v (x, y). Dále označme W ⊆ Df orientovaný binárńı strom zakořeněný
v prvku a

b
∈ P1(Fq). Potom plat́ı V ∼= W .

Důsledek 3.4.4. At’ q ≡ 3, 5 (mod 8) je mocnina prvoč́ısla. Pak graf Df vypadá
následovně:

(i) Pokud q ≡ 3 (mod 8), tak:

� sjednoceńı komponent souvislosti obsahuj́ıćıch prvky x splňuj́ıćı φq(x) = 1 je
tvořeno medúzami,

� sjednoceńı komponent souvislosti obsahuj́ıćıch prvky x splňuj́ıćı φq(x) = −1 je
tvořeno vulkány hloubky 2.

(ii) Pokud q ≡ 5 (mod 8), tak:

� sjednoceńı komponent souvislosti obsahuj́ıćıch prvky x splňuj́ıćı φq(x) = 1 je
tvořeno vulkány hloubky 2,

� sjednoceńı komponent souvislosti obsahuj́ıćıch prvky x splňuj́ıćı φq(x) = −1 je
tvořeno medúzami.

Jediný rozd́ıl tak nastává v ohledu cykl̊u - stejně jako v př́ıpadě AG posloupnosti.
Konkrétně, je-li (a, b) ∈ AHFq je členem cyklu, tak bud’ prvek (−a,−b) lež́ı v tom samém
cyklu, potom je délka cyklu v Df je polovičńı, nebo lež́ı v naprosto odlǐsném cyklu, pak je
délka cyklu zachována.

Pomoćı dynamických systémů můžeme znovu dokázat některé výsledky ohledně AH po-
sloupnosti, které jsme dokázali v předchoźıch sekćıch. Vlastnosti konečných těles poskytnou
nový d̊ukaz odhad̊u, které jsou předmětem d̊usledku 3.2.5. Stač́ı nám ukázat, že pro z ∈ Fq
lež́ı každý předch̊udce prvku z ∈ Df v Fq2 .
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Věta 3.4.5. At’ q ≡ ±3 (mod 8) je mocnina prvoč́ısla a x ∈ Fq je prvek splňuj́ıćı:

(x+ 1)2

4x
∈ Fq.

Potom x ∈ Fq2.

D̊ukaz. Č́ıslo z ∈ Fq lež́ı v tělese Fq, právě pokud je kořenem polynomu zq − z ∈ Fq[x].
Protože q je mocninou charakteristiky tělesa Fq, tak pro libovolná a, b ∈ Fq plat́ı kv̊uli
binomické větě (a+ b)q = aq + bq. Speciálně:

(x+ 1)2

4x
=

(
(x+ 1)2

4x

)q
=

(x2 + 2x+ 1)q

4xq
=
x2q + 2xq + 1

4xq
,

xq+1 + 2xq + xq−1 = x2q + 2xq + 1,

0 = (xq+1 − 1)(xq−1 − 1).

Bud’ tedy plat́ı xq+1 = 1 nebo xq−1 = 1. Umocněńım těchto dvou vztah̊u na exponent po
řadě q − 1 a q + 1 źıskáme, že v každém př́ıpadě plat́ı xq

2−1 = 1, tj. x ∈ Fq2 . �

Dokázali jsme, že list (a, b) ∈ AHFq má v grafu AHFq2 dva předch̊udce. Bohužel ukázat,
že tyto dva vrcholy již předch̊udce nemaj́ı, je obt́ıžněǰśı. Abychom ukázali, že pro q ≡ 1, 7
(mod 8) tvoř́ı komponenty souvislosti grafu AHFq hlubš́ı vulkány, využijeme v kapitole 5
teorii spojenou s eliptickými křivkami.

Nyńı se věnujme otázce délek cykl̊u v Df . Nejprve si všimněme, že rovnice:

(x+ 1)2

4x
= a

s parametrem a má nad Fq řešeńı, právě pokud diskriminant výsledné kvadratické rovnice
x2+(2−4a)x+1 = 0, tedy 4(1−a)2−4 = 4a(a−1), je nad Fq čtvercem. Toto koresponduje
s lemmatem 3.2.1. Můžeme určit, kolik prvk̊u v Df neńı listy.

Věta 3.4.6. Počet a ∈ Fq takových, že φq(a
2 − a) = 1, je q−3

2
.

D̊ukaz. Urč́ıme součet: ∑
a

φq(a(a− 1)) =
∑
a

φq(a)φq(a− 1).

Bez újmy na obecnosti sč́ıtejme přes Fq \{1}. Protože pro libovolné a 6= 1 plat́ı φq(a−1)2 =
1, tak d́ıky multiplikativitě φq máme φq(a− 1) = φq(a− 1)−1. T́ım źıskáme:∑

a

φq(a)φq(a− 1) =
∑
a

φq(a)φq(a− 1)−1

=
∑
a

φq

(
a

a− 1

)
.
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Nyńı přejdeme na proměnnou x = a
a−1 , které splňuje a = x

x−1 . Pro každé x 6= 1 existuje
unikátńı a 6= 1 splňuj́ıćı vztahy výše, takže:∑

a

φq(a
2 − a) =

∑
a6=1

φq(a).

Vı́me ale, že v Fq lež́ı stejně kvadratických zbytk̊u jako nezbytk̊u, takže součet výše je
roven −φq(1) = −1.

Legendreho symbol nabývá pouze hodnot 0, 1 a −1, přičemž v našem součtu figuruje
q − 1 sč́ıtanc̊u, jeden z nich nulový. To znamená, že právě q−3

2
z nich je rovno jedné, což

jsme chtěli. �

Poznámka. Tento součet a ostatně i trik, kde poděĺıme výraz φq(a−1)2, je inspirován teoríı
obklopuj́ıćı tzv. Jacobiho sumy multiplikativńıch charakter̊u nad Fq. Konkrétně součet∑
φq(a(a − 1)) je roven φq(−1)

∑
φq(a)φq(1 − a), což je Jacobiho suma φq(−1)J(φq, φq).

Tyto sumy jsou intimně spojené s počtem řešeńı rovnic typu a1x
b1
1 + · · · + anx

bn
n = k nad

konečnými tělesy. Pro excelentńı úvod do jejich studia doporučuji [10].

Důsledek 3.4.7. Je-li x ∈ Df periodický bod, pak jeho perioda má délku nejvýše q−1
4

.

Jinak řečeno, každý cyklus v AHFq má délku nejvýše q−1
2

.

Tento výsledek je však zjevný při pohledu na p̊uvodńı problém. Totiž každá komponenta
souvislosti obsahuje podle věty 3.1.8 nejvýše q − 1 afinńıch bod̊u a nav́ıc obsahuje jediný
cyklus. Nav́ıc ke každému prvku cyklu je připojen alespoň jeden daľśı prvek, proto každý
cyklus má délku nejvýše q−1

2
. Můžeme ale ohraničit největš́ı cyklus v grafu i jinak. Ohledně

spodńıch odhad̊u na největš́ı cyklus v grafu Df již pochod́ıme lépe.

Dı́vejme se na v́ıcenásobné aplikace lomené funkce f ≡ (x+1)2

4x
stupně dva, jej́ı n-násobná

aplikace má stupeň 2n, přičemž stupeň čitatele je ostře větš́ı, než stupeň jmenovatele.
Pod́ıvejme se na následuj́ıćı rovnici:

f (n)(x) := f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸
n

(x))) = x.

Pokud vynásob́ıme rovnici jmenovatelem, źıskáme polynom stupně 2n roven 0. Jelikož
Fq je oborem integrity, rovnice má nejvýše 2n kořen̊u.

Věta 3.4.8. Bud’ q ≡ ±3 (mod 8) mocnina prvoč́ısla. Potom pro d ∈ {1, 2} existuje v Df

vulkán hloubky d, jehož cyklus má délku alespoň log2((q − 1) · (q − 3))− d− 2.

D̊ukaz. Označme f : Fq −→ Fq : f(x) = (x+1)2

4x
lomenou funkci stupně dva. Potom n-

násobná aplikace f (n)(x) = f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸
n

(x))) má stupeň 2n. Prvek x ∈ Df tak lež́ı v cyklu

délky D | n, právě pokud f (n)(x) = x.
Představme si, že vynásob́ıme lomenou funkci f (n)(x) − x jmenovatelem f (n)(x), poté

źıskáme polynom lež́ıćı v Fq[x] stupně 2n, který má nad Fq nejvýše 2n kořen̊u. Existuje
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proto nejvýše 2n prvk̊u x ∈ Df lež́ıćıch v cyklu délky n. Počet prvk̊u Df lež́ıćıch v cyklu
délky nejvýše n je proto roven nejvýše:

2 + 22 + · · ·+ 2n < 2n+1. (3.1)

Zvolme nyńı d ∈ {1, 2} a uvažme komponentu V ⊆ Df složenou ze všech vulkán̊u hloubky
d. Ke každému členu cyklu v ∈ V je připojen binárńı strom hloubky d s 2d prvky, proto ve
V je právě |V |/2d prvk̊u lež́ıćıch v cyklech. Dı́ky větě 3.1.6 je toto č́ıslo alespoň:

(q − 1)(q − 3)

2d+1
.

Označme konečně N nejvyšš́ı délku cyklu, který ve V najdeme. Podle nerovnosti (4.3.3)
muśı platit:

2N+1 >
(q − 1)(q − 3)

2d+1
,

což jsme chtěli. �
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Kapitola 4

Propojeńı s eliptickými křivkami

Je pozoruhodné, že tak jednoduchá věc, jako AG či HG posloupnost, generuje nad
konečnými tělesy tak pravidelné grafy jako medúzy. Toto neńı v̊ubec náhoda, podobné
grafy totiž popisuj́ı mnohem složitěǰśı struktury, konkrétně grafy isogeníı eliptických
křivek nad konečnými tělesy.

4.1 Rychlý úvod do eliptických křivek

V této sekci rychle a svižně probereme základy teorie eliptických křivek nad konečnými
tělesy. Pro podrobněǰśı text mohu doporučit svou SOČ [12], excelentńı cizojazyčné zdroje
jsou např́ıklad [16, 21, 14].

Po celou dobu se pohybujeme v tzv. projektivńı prostoru Pn(K), tedy množině tř́ıd ne-

nulových vektor̊u (a0 : · · · : an) ∈ K
n+1

, kde dva vektory považujeme za shodné, pokud
jsou vzájemně skalárńımi násobky. Tyto tř́ıdy nazveme body.

Definice 4.1.1. At’ A,B, λ ∈ Fq jsou taková, že 4A3+27B2 6= 0 a λ 6= 0, 1. Pak definujeme
eliptickou křivku ve Weierstrassově tvaru jako množinu bod̊u (x : y : z) ∈ P2(Fq) splňuj́ıćıch
vztah:

Y 2Z = X3 + AXZ2 +BZ3,

spolu s tzv. bodem v nekonečnu O. Dále definujeme eliptickou křivku v Legendrově tvaru
jako množinu (x : y : z) ∈ P2(Fq) splňuj́ıćıch:

Y 2Z2 = X(X − Z)(X − λZ),

opět s bodem v nekonečnu. Znač́ıme E/Fq, je-li E definovaná nad tělesem Fq.

Můžeme přej́ıt na tzv. afinńı souřadnice, kde body (X : Y : Z) sjednot́ıme s body (X/Z :
Y/Z : 1). Jediný bod v nekonečnu (0 : 1 : 0) nemá afinńı vyjádřeńı. Na eliptické křivce
můžeme definovat sč́ıtáńı viz obrázek 4.1. S t́ımto sč́ıtáńım tvoř́ı body na eliptické křivce
abelovskou grupu. Definujeme pak n-násobek bodu [n]P = P + · · ·+ P︸ ︷︷ ︸

n

, kde [0]P = O.
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Obrázek 4.1: Sč́ıtáńı na eliptické křivce.

Označme E(Fq) množinu bod̊u na E definovaných nad Fq spolu s O. Zmiňme pak
d̊uležitou Hasseho větu, která tvrd́ı, že počet bod̊u na křivce ne př́ılǐs lǐśı od q.

Věta 4.1.2. (Hasse) Bud’ q mocnina lichého prvoč́ısla a E eliptická křivka nad Fq. Potom
plat́ı:

|q + 1−#E(Fq)| 6 2
√
q.

Důležité pro nás jsou zobrazeńı mezi křivkami, která zachovaj́ı jejich grupovou strukturu.

Definice 4.1.3. At’ E1, E2 jsou eliptické křivky nad tělesem K. Surjektivńı homomorfismus
grup φ : E1(K) −→ E2(K) tvaru φ : (x : y : z) 7−→ (u(x, y, z) : v(x, y, z) : w(x, y, z)) pro
polynomy u, v, w ∈ K[x] nazveme isogeníı. Označme nav́ıc kerφ jádro isogenie φ.

Př́ıklady isogeníı jsou např́ıklad právě skalárńı násobeńı [n] a nebo tzv. Frobeni̊uv au-
tomorfismu daný předpisem π : (X : Y : Z) 7−→ (Xp : Y p : Zp). Obzvláště d̊uležité
isogenie jsou isomorfismy, tzn. invertibilńı isogenie - isogenie dané lineárńımi zobrazeńımi
(x, y) 7−→ (ax+ by+ c, dx+ey+f). Je jednoduché ukázat, že pro křivky ve Weierstrassově
tvaru jsou isomorfismy dané zobrazeńım (X : Y : Z) 7−→ (u2X : u3Y : Z) pro u ∈ K.

I když ne všechny isogenie jsou invertibilńı, ke každé isogenii φ : E −→ E ′ najdeme jej́ı
duálńı isogenii φ̂ : E ′ −→ E. Můžeme proto ř́ıci, že

”
být isogenńı“ je relace ekvivalence na

množině křivek nad daným tělesem. Jak ale zjistit, kdy jsou dvě křivky isogenńı? Částečný
výsledek nám může poskytnout věta připisovaná Sato a Tatovi :

Věta 4.1.4. (Sato-Tate) Bud’te E,E ′ eliptické křivky nad Fq. Pak jsou tyto křivky isogenńı
nad Fq, právě pokud plat́ı #E(Fq) = #E ′(Fq).
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4.2 Okruhy endomorfismů

Endomorfismus na křivce E definujme jako isogenii φ : E −→ E, přičemž připust’me, že [0]
je na E endomorfismem. Můžeme definovat součet resp. složeńı dvou isogeníı jako isogenii,
která pro každé P ∈ E splňuje (φ + ψ)(P ) = φ(P ) + ψ(P ), resp. (φ ◦ ψ)(P ) = φ(ψ(P )).
S takto definovaným sč́ıtáńım a skládáńım tvoř́ı endomorfismy na křivce okruh.

Definice 4.2.1. Bud’ E eliptická křivka definovaná nad Fq. Pak označme End(E) okruh
všech endomorfismů na E definovaných nad Fq s operacemi sč́ıtáńım a skládáńım.

Dá se ukázat, že každý endomorfismus φ ∈ End(E) je kořenem kvadratického polynomu
x2 + ax + b ∈ End(E)[x]. Nás bude obzvláště zaj́ımat Frobeni̊uv automorfismus, který je
kořenem polynomu:

x2 − [t]x+ [q] ∈ End(E)[x],

kde t = q + 1 − #E(Fq) ∈ [−2
√
q, 2
√
q] je stopa Frobenia. Legendreho křivky jsou tzv.

obyčejné křivky, což znamená, že okruh endomorfismů Legendreho křivky můžeme umı́stit
do kvadratického tělesa [16, Thm. 13.17.].

Věta 4.2.2. Bud’ E Legendreho křivka a t jako výše. Označme K = Q(π) ∼= Q(
√
t2 − 4q)

imaginárńı kvadratické těleso. Poté okruh End(E) je pořádek1 v K.

Věta 4.2.2 ř́ıká, že endomorfismy na dané Legendreho křivce E můžeme ztotožnit s prvky
pořádk̊u O v jistém č́ıselném tělesem K. Přesněji je můžeme sjednotit s hlavńımi ideály
v tomto pořádku [12, Lemma 4.3.3]. Isogenie φ : E −→ E ′, které nejsou endomorfismy,
můžeme přǐradit nehlavńım ideál̊um v O [12, Def. 4.3.1].

Důležitou strukturou spojenou s okruhy celých algebraických č́ısel a pořádky v č́ıselném
tělese je grupa tř́ıd ideál̊u Cl(O) pořádku O. Tu zde nebudeme precizně definovat, berme
ji jako faktorgrupu jistých grup ideál̊u v pořádku O s operaćı násobeńı ideál̊u. Neutrálńı
prvek grupy tř́ıd ideál̊u je podgrupa obsahuj́ıćı právě hlavńı ideály pořádku O. Tato grupa
je konečná, jej́ı řád označme hO, tzv. tř́ıdové č́ıslo. Grupa tř́ıd ideál̊u a tř́ıdové č́ıslo jsou
propojené s jednoznačnost́ı rozkladu v O, viz [12, Věta 3.6.10].

Grupa tř́ıd ideál̊u nám pomůže bĺıže popsat korespondenci isogeníı vycházej́ıćıch z E
a ideál̊u pořádku O ∼= End(E). Konkrétně všechny ideály z jedné tř́ıdy Cl(O) jsou v ko-
respondenci se tř́ıdou isogeníı vycházej́ıćıch z E, které jsou všechny shodné až na složeńı
s endomorfismem [12, Věta 4.3.9]. Toto propojeńı využijeme při studiu AG posloupnosti.

4.3 Aplikace na AG posloupnost

Ukážeme, že medúzy, které tvoř́ı AG posloupnosti, můžeme propojit s grafy isogeníı Le-
gendreho křivek. Uvažme nějakou dvojici (a, b) ∈ AGFq . Tuto dvojici ztotožńıme s dvo-
jicemi (ka, kb) pro k ∈ F×q pomoćı pod́ılu b

a
= λ. Budeme se dále zabývat pouze t́ımto

1Volný Z-modul ranku n O ⊆ OK v č́ıselném tělese K stupně n nazveme pořádkem.
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pod́ılem. Kv̊uli př́ıtomnosti odmocniny se budeme d́ıvat na druhou mocninu tohoto pod́ılu
při přechodu z jedné dvojice na druhé:

λ2 =

(
b

a

)2

7−→

(
2
√
ab

a+ b

)2

=
4ab

(a+ b)2
=

4λ

(λ+ 1)2
.

Chceme naj́ıt nějaké médium, ve kterém bude toto zobrazeńı přirozené. Autoři článku
[1], na kterém je práce založena, našli velmi elegantńı pohled na posloupnost pomoćı Le-
gendreho křivek. Konkrétně, pro každý pod́ıl λ = b

a
definujeme Legendreho křivku:

E(a,b) = Eλ2 : y2 = x(x− 1)

(
x− b2

a2

)
.

Definice 4.3.1. Označme Ell(Fq) = (V, F ) orientovaný graf, kde V = {Eλ2|λ ∈ F×q \{±1}}
a (E,E ′) ∈ F , právě pokud existuje vrchol (a, b) ∈ AGFq splňuj́ıćı E = E(a,b) a E ′ = E(a1,b1).

Definice 4.3.2. Definujme zobrazeńı Ψ : AGFq −→ Ell(Fq) dané Ψ : (a, b) 7−→ E(a,b).

Následuj́ıćı věta nám ukáže, jak přesně souviśı grafy AGFq a Ell(Fq).

Věta 4.3.3. At’ V ⊆ AGFq je medúza obsahuj́ıćı vrchol (a, b), jej́ı̌z cyklus má délku d. Dále
at’ V ∈ W ⊆ AGFq je hejno, které č́ıtá N medúz. Poté Ψ(W ) je medúza, jej́ı̌z cyklus má
délku:

dN

q − 1
.

D̊ukaz. Zjevně Ψ(W ) je medúza. At’ (aj, bj) ∈ AGFq(a, b) je prvńı vrchol roje AGFq splňuj́ıćı
(aj, bj) = (ka, kb), tj. délka cyklu Ψ(W ) je j. Délka cyklu medúzy V je rovna d = j ordq(k)
a podle věty 2.1.11 plat́ı:

N =
q − 1

ordq(k)
,

tedy délka medúzy Ψ(W ) je rovna:

j =
dN

q − 1
.

�

Jak pro danou křivku E ∈ Ell(Fq) urč́ıme, zda lež́ı v cyklu medúzy? Ukáže se, že tato
vlastnost záviśı právě na tom, jaký je okruh endomorfismů E. Jelikož t2−4q ≡ 1 (mod 4),
tak d́ıky větě 4.2.2 a [12, Věta 3.2.10] je okruh celých algebraických č́ısel tělesa K z věty
4.2.2 OK ∼= Z

[
1+π
2

]
. Můžeme ř́ıci, že plat́ı Z[π] ⊆ End(E), jelikož všechny skalárńı násobky

[n] a Frobeni̊uv automorfismus π lež́ı v End(E). Plat́ı proto Z[π] ⊆ End(E) ⊆ Z
[
1+π
2

]
.

Následuj́ıćı věta odpov́ıdá na to, kdy nastane který z př́ıpad̊u.

Věta 4.3.4. At’ V ⊆ Ell(Fq) je medúza. Poté křivka E ∈ V splňuje End(E) = Z
[
1+π
2

]
,

právě pokud E je členem cyklu ve V .
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Důkaz je podán v [14, Lemma 98].
Můžeme přesně konstruovat isogenii, která na sebe převád́ı křivky E(a,b) a E(a1,b1).

Věta 4.3.5. Mějme vrchol (a, b) ∈ AGFq . Pak existuje mezi křivkami E(a,b) a E(a1,b1)

isogenie stupně dvě definovaná nad Fq. Tato isogenie má předpis:

φ(x, y) =

(
(ax+ b)2

x(a+ b)2
, y
a(ax+ b)(ax− b)

x2(a+ b)3

)
.

D̊ukaz. φ je opravdu isogeníı, protože je daná lomenými funkcemi nad Fq (a tedy i po-
nechává bod v nekonečnu), postač́ı nám tedy ukázat, že zobrazuje jednotlivé křivky na
sebe. Pokud (x, y) ∈ E(a,b) splňuje (a, b) 6= (0, 0), tak nám stač́ı ukázat, že φ(x, y) ∈ E(a1,b1).
To je pouze otázka výpočtu:

(ax+ b)2

x(a+ b)2
·
(

(ax+ b)2

x(a+ b)2
− 1

)(
(ax+ b)2

x(a+ b)2
− b21
a21

)
=

(ax+ b)2

x(a+ b)2
·
(

(ax+ b)2

x(a+ b)2
− 1

)(
(ax+ b)2

x(a+ b)2
− 4ab

(a+ b)2

)
=

(ax+ b)2

x(a+ b)2
· (x− 1)(a2x− b2)

x(a+ b)2
· (ax− b)2

x(a+ b)2
=

x(x− 1)

(
x− b2

a2

)
· a2 · (ax− b)2(ax+ b)2

x2(a+ b)6
=

(
y · a(ax− b)(ax+ b)

x(a+ b)3

)2

.

Isogenie φ proto zobraźı E(a,b) na E(a1,b1). �

Jádro takové isogenie (ve smyslu homomorfismu grup) je grupa {(0, 0), O}. To potvrzuje,
že AG posloupnost nezobraźı žádnou dvojici na jinou dvojici s nulovou složkou.

Pojd’me nyńı využ́ıt tento nový náhled na AG posloupnost a osvětleme zdánlivě náhodné
velikosti a počty medúz v roji AGFq .

Věta 4.3.6. Bud’ V ⊆ Ell(Fq) medúza. Označme d délka cyklu V a O ∼= Z
[
1+π
2

]
pořádek

v tělese K. Pak existuje ideál a ⊆ O takový, že řád tř́ıdy [a] v Cl(O) je roven d.

Důkaz je podán v [22, Thm. 4.5].
Věta 4.3.6 tvrd́ı, že délka cyklu každé medúzy děĺı tř́ıdové č́ıslo hO, kde O ∼= Z

[
1+π
2

]
je pořádek v kvadratickém tělese K = Q(

√
t2 − 4q). Určeńı velikost grupy tř́ıd ideál̊u je

známý a těžký problém a jej́ı velikost se lǐśı divoce od tělesa k tělesu.
AG posloupnost sama o sobě nenab́ıźı žádný zjevný invariant, který by mohl být sd́ılený

mezi prvky stejné medúzy. V přechodu na grafy isogeníı hledáme veličinu, která by byla
sd́ılena křivkami na obou stranách jedné hrany. Jinak řečeno veličina, kterou sd́ıĺı isogenńı
křivky. Sato-Tateova věta 4.1.4 poskytuje takový invariant – počet prvk̊u na křivce.

Věta 4.3.7. At’ V ⊆ Ell(Fq) je medúza. Pak existuje t ∈ N takové, že pro všechny křivky
E ∈ V plat́ı #E(Fq) = q + 1− t.
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Věta 4.3.7 vede na hlavńı výsledek článku [1], odhad počtu hejn medúz v grafu AGFq .

Věta 4.3.8. (Griffin, Ono, Saika, Tsai) Pro každé ε > 0 a dostatečně velké q ≡ 3 (mod 4)
plat́ı:

s(Fq) >
(

1

2
− ε
)
√
q.

Nástin d̊ukazu. Důkaz podaný v [1] postupuje tak, že autoři hledaj́ı s ∈ [q + 1− 2
√
q, q +

1 + 2
√
q] taková, že existuje Legendreho křivka v Ell(Fq) maj́ıćı právě s prvk̊u. Ukazuj́ı, že

mohou sestrojit Legendreho křivky, jejichž počet prvk̊u #E(Fq) = s splňuje s ∈ [q + 1 −
2
√
q, q + 1 + 2

√
q] a plat́ı s ≡ q + 1 (mod 8). Každá z těchto přibližně

(
1
2
− ε
)√

q křivek
lež́ı podle věty 4.3.7 v jiné medúze v grafu Ell(Fq) a tedy podle věty 4.3.3 plat́ı:

s(Fq) >
(

1

2
− ε
)
√
q.

�

Tento odhad zdánlivě neńı optimálńı, jak jsme si ukázali v sekci 2.2. Ne vždy totiž
dvě křivky se stejným počtem prvk̊u lež́ı ve stejném vulkánu v graf̊u isogeníı. Obecně
určit, zda dvě eliptické křivky lež́ı ve stejném vulkánu záviśı na tzv. modulárńım polynomu
a i algoritmicky to v̊ubec neńı snadný problém. Pro v́ıce informaćı se odkazujeme na [15].
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Kapitola 5

Eliptické křivky a AH posloupnost

AG posloupnost má kořeny v teorii eliptických křivek, proto jsem hledal propojeńı i mezi
eliptickými křivkami a AH posloupnost. Př́ımo adaptovat postup uvedený v kapitole 4
podle nejlepš́ıho mı́něńı autora neńı možné. Totiž komponenty AHFq maj́ı nejvýše q prvk̊u,
viz věta 3.1.8, oproti AG posloupnosti, kde může být až mnohonásobně v́ıce prvk̊u, jak
jsme viděli u př́ıkladu 2.1.9. AH posloupnost se mi podařilo propojit s teoríı stoj́ıćı za
eliptickými křivkami, tentokrát ale velmi odlǐsně.

5.1 Motivace

Pro tuto sekci sledujme trochu pozorněji časovou osu studia dynamických systémů, mnohé
z nich vedly směrem isogeníı φ : E −→ E, tzv. endomorfism̊u.

Vrat’me se hned čtyři dekády nazpět, kdy Miller a Koblitz stáli u zrodu kryptografie po-
moćı eliptických křivek. Efektivita takového šifrováńı je založena na jednoduchosti vzorc̊u
pro skalárńı násobeńı, hlavně pak [2]P a [3]P . Jednoduché a efektivně implementovatelné
vzorce pro tyto isogenie maj́ı Koblitzovy křivky a použ́ıvaj́ı se např́ıklad v zabezpečeńı
kryptoměny Bitcoin [2]. Jedna taková křivka je křivka:

E : y2 + xy = x3 + 1

definovaná nad konečným tělesem charakteristiky 2. Tuto křivku můžeme využ́ıt při studiu
dynamického systému daného funkćı x+ 1

x
nad tělesy F2n . Pro bod P = (x, y) ∈ E a plat́ı:

P + π(P ) =

(
x+

1

x
, x2 + y + 1 +

1

x2
+

y

x2

)
.

Pokud se tedy zaob́ıráme čistě x-ovou souřadnićı, endomorfismus [1]+π zobraźı x na prvek
x + 1

x
. Ugolini [17, 18, 19, 20] hojně studoval podobná propojeńı jistých dynamických

systémů a eliptických křivek, nejprominentněji právě zobrazeńı x 7−→ x + 1
x

nad tělesy
s charakteristikou 2, 3 a 5. V těchto př́ıpadech grafy asociované s t́ımto zobrazeńım též tvoř́ı
vulkány a pomoćı vlastnost́ı okruh̊u endomorfismů eliptických křivek dokážeme podrobněji
určit vlastnosti těchto graf̊u. Tyto články byly hlavńı inspiraćı pro tuto kapitolu.
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5.2 Singulárńı Montgomeryho křivka

Ve snaze adaptovat postupy popsané výše jsem hledal křivky, na nichž existuje endomor-

fismus φ zobrazuj́ıćı bod P : (x, y) na bod s x-ovou složkou (x+1)2

4x
. Hledaný endomorfismus

jsem nakonec nalezl u křivek v Montgomeryho tvaru By2 = x3 + Ax2 + x pro A,B ∈ Fq.
Tyto křivky maj́ı několik praktických výhod, proto se např́ıklad použ́ıvaj́ı v šifrovaćım
protokolu CSIDH, v́ıce informaćı o tomto a daľśıch protokolech založených na isogeníıch
naleznete v [12].

Prvńı z takových výhod je, že tř́ıda isomorfismů Montgomeryho křivky záviśı pouze na
hodnotě parametru A. Daľśı výhodou je, že lomené funkce udávaj́ıćı zobrazeńı [2] a [3] maj́ı
na Montgomeryho křivkách jednodušš́ı tvary, což umožňuje rychleǰśı výpočty. Konkrétně
pro bod P = (x, y) je jeho dvojnásobek roven:

[2]P =

(
(x2 − 1)2

4x(x2 + Ax+ 1)
, y

(x2 − 1)(x4 + 2Ax3 + 6x2 + 2Ax+ 1)

8x2(x2 + Ax+ 1)2

)
,

viz [11]. Co by se stalo, pokud bychom zvolili A = −2? Pro takovou hodnotu A dostaneme
pro x 6= 1:

[2]P =

(
(x+ 1)2

4x
, y
x2 − 1

8x2

)
. (5.1)

x-ová souřadnice dvojnásobku bodu (x, y) se chová jako dynamický systém založený na AH
posloupnosti! Toto pozorováńı otev́ırá cestu studiu AH posloupnosti pomoćı eliptických
křivek.

Problém ale nastává právě s hodnotou A = −2, pro ni je totiž křivka rovna:

E : y2 = x(x− 1)2.

Tuto křivku budeme ve zbytku sekce studovat. Ve skutečnosti neńı křivka E eliptická,
v bodě (1, 0) je singulárńı a nelze v něm spoč́ıtat tečnu. Všechny ostatńı body při klasicky
definovaném sč́ıtáńı opět tvoř́ı grupu, tentokrát je ale opravdu jednodušš́ı, než na klasické
eliptické křivce.

Definice 5.2.1. Uvažme křivku E : y2 = x(x−1)2 nad tělesem Fq. Definujeme E(Fq) jako
grupu bod̊u (x, y) ∈ F2

q splňuj́ıćıch y2 = x(x− 1)2 a x 6= 1 spolu s bodem v nekonečnu O,
kde operace je sč́ıtáńı na křivce.

Ihned vid́ıme, že pokud (x, y) lež́ı na E, tak x je čtvercem v Fq. Dı́ky tomuto pozorováńı
můžeme parametricky vyjádřit všechny body na E a charakterizovat, kdy tři body lež́ı
na př́ımce.

Lemma 5.2.2. Prvky grupy E(Fq) m̊užeme vyjádřit parametricky jako:

E(Fq) = {(t2, t3 − t)|t ∈ Fq \ {±1}} ∪ {O}.
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D̊ukaz. Pokud (x, y) patř́ı do E(Fq), tak x 6= 1 a plat́ı x =
(

y
x−1

)2
, tedy bud’ (x, y) = (0, 0),

nebo je φq(x) = 1. At’ x 6= 0, potom existuje t ∈ F×q takové, že x = t2. Potom y splňuje:

y2 = x(x− 1)2 =
[
t(t2 − 1)

]2
.

Tomuto vztahu vyhovuj́ı právě dvě hodnoty y ∈ {t3− t, (−t)3 + t}. Všechny body lež́ıćı na
E(Fq) jsou proto tvaru (t2, t3 − t). Pro t = ±1 źıskáme bod, který nelež́ı na křivce. Nyńı
ukážeme, že pro t 6∈ {±1} je každý takový bod unikátńı. Opravdu, dejme tomu, že r̊uzné
prvky s, t ∈ Fq splňuj́ı (s2, s3 − s) = (t2, t3 − t). Plat́ı:

s(s2 − 1) = t(t2 − 1) = t(s2 − 1).

Jistě plat́ı st 6= 0, proto plat́ı s2 = 1 = t2, což je spor. Docháźıme k tomu, že prvky
E(Fq) \ {O} můžeme jednoznačně přǐradit prvk̊um Fq \ {±1}. �

Okamžitým d̊usledkem lemmatu 5.2.2 je, že počet prvk̊u na E je #E(Fq) = q − 1.
Pod́ıvejme se, kdy v grupě E(Fqk) lež́ı bod s x-ovou souřadnićı a ∈ F×q . Lež́ı-li bod (a,−)
v E(Fq), potom podle lemmatu 5.2.2 plat́ı φq(a) = 1. Je-li naopak a čtvercem v Fq, tak
podle lemmatu 5.2.2 existuje bod P ∈ E(Fq), jehož x-ová souřadnice je a. Speciálně pro
a ∈ Fq, které neńı čtvercem, lež́ı bod (a,−) ∈ E(Fq2), ale takový bod už nenajdeme
v E(Fq). Tyto poznatky shrnuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 5.2.3. Necht’ a ∈ Fq. Potom:

� pokud φq(a) = 1 nebo a = 0, pak existuje bod (a,−) ∈ E(Fq),

� pokud φq(a) = −1, pak existuje bod (a,−) ∈ E(Fq2).

Abychom se bĺıže seznámili s křivkou E, pod́ıvejme se právě jak vypadá součet dvou
bod̊u.

Věta 5.2.4. Uvažme dva body P = (a2, a3−a), Q = (b2, b3−b) ∈ E(Fq) takové, že P 6= ±Q.
Potom:

P +Q =

((
ab+ 1

a+ b

)2

,

(
ab+ 1

a+ b

)3

− ab+ 1

a+ b

)
.

D̊ukaz. Dle předpokladu je −(P + Q) afinńı bod, označme jej R = (c2, c3 − c) pro c ∈ Fq.
Potom P +Q+R = O a tak P,Q a R lež́ı na př́ımce. Proto plat́ı:

0 =

∣∣∣∣∣∣
a2 a3 − a 1
b2 b3 − b 1
c2 c3 − c 1

∣∣∣∣∣∣ = (a− b)(b− c)(c− a)(ab+ ac+ bc+ 1),

tedy jelikož a, b, c jsou po dvou r̊uzná, tak plat́ı ab + ac + bc = −1. Proto plat́ı c = −ab+1
a+b

a tedy P +Q = (c2,−c3 + c). �

Důkaz výše neplat́ı pro P = Q, tento př́ıpad je pokryt rovnićı (5.1). Dı́ky této charakte-
rizaci můžeme přesně zjistit, jak vypadá grupa bod̊u na E.
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Věta 5.2.5. At’ q je lichá mocnina prvoč́ısla. Potom plat́ı:

E(Fq) ∼= F×q .

D̊ukaz. Z lemmatu 5.2.2 implicitně plyne, že obě grupy maj́ı stejný počet prvk̊u, totiž q−1.
Definujme nyńı zobrazeńı ψ : E −→ F×q dané ψ(O) = 1 a pro bod (a2, a3 − a) ∈ E(Fq):

ψ(a2, a3 − a) =
a+ 1

a− 1
.

Ukážeme, že jde o homomorfismus grup. Nejprve, pokud pro afinńı body P,Q ∈ E plat́ı
P +Q = O, tak existuje a ∈ Fq takové, že P = (a2, a3 − a) a Q = (a2,−a3 + a). Pak:

φ(a2, a3 − a) · φ(a2,−a3 + a) · φ(O) =
a+ 1

a− 1
· −a+ 1

−a− 1
· 1 = 1.

Dále, at’ P = (a2, a3 − a), Q = (b2, b3 − b) a R = (c2, c3 − c) jsou ne všechny stejné afinńı
body lež́ıćı na př́ımce. Podle věty 5.2.4 a rovnice (5.1) plat́ı vztah ab+ ac+ bc = −1. Stač́ı
nám ověřit, že za této podmı́nky plat́ı:

a+ 1

a− 1
· b+ 1

b− 1
· c+ 1

c− 1
= 1,

což je triviálńı. Konečně, ψ je invertibilńı, jelikož můžeme definovat inverzńı homomorfis-
mus s předpisem:

a 7−→

((
a+ 1

a− 1

)2

,

(
a+ 1

a− 1

)3

− a+ 1

a− 1

)
.

Funkce x+1
x−1 je involuce, tak ψ bod výše zobraźı na a. Zobrazeńı ψ proto definuje isomor-

fismus mezi oběma grupami. �

5.3 Aplikace na AH posloupnost

Studium iteraćı zobrazeńı x 7−→ (x+1)2

4x
na konečném tělese nás zavedlo k jedné singulárńı

křivce. Jelikož grupa bod̊u na takové křivce má velmi jednoduchou strukturu, źıskáme
mnoho informaćı o AH posloupnosti.

Definice 5.3.1. Označme GFq = (E(Fq), F ) orientovaný graf takový, že pro libovolné body
P,Q ∈ E plat́ı (P,Q) ∈ F , právě pokud [2]P = Q.

Nejprve studujme předch̊udce vrchol̊u ve grafu GFq . Nejprve ukážeme, že pokud pro daný
bod P ∈ GFq existuje bod Q ∈ GFq splňuj́ıćı [2]Q = P , pak již existuj́ı dva. Dı́ky tomu pak
urč́ıme, kdy vlastně má daný bod předch̊udce.

Věta 5.3.2. At’ P,Q ∈ E(Fq) jsou afinńı body takové, že [2]Q = P . Potom existuje unikátńı
bod R 6= Q splňuj́ıćı [2]R = P a je to právě bod splňuj́ıćı Q−R = R−Q = (0, 0).
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D̊ukaz. Nejprve zmiňme, že protože P 6= O, tak Q 6∈ {O, (0, 0)}, jelikož jediný netriviálńı
bod splňuj́ıćı [2]P = O je (0, 0). Proto body Q, (0, 0), Q−(0, 0) a O jsou si navzájem r̊uzné.

Nyńı ukážeme, že bod R = Q + (0, 0) splňuje [2]R = P . Opravdu, jelikož bod (0, 0)
splňuje vztah [2](0, 0) = O, tak:

[2]
(
Q+ (0, 0)

)
= [2]Q+O = P.

Konečně dokážeme, že Q a Q + (0, 0) jsou jediné body splňuj́ıćı [2]X = P . Naopak
připust’me, že bod R 6= Q splňuje [2]R = P = [2]Q. Plat́ı pak [2](R−Q) = O. Jelikož bod
R−Q neńı O, tak lež́ı ve 2-torzi a je proto roven (0, 0). �

Věta 5.3.3. Uvažme bod P = (x, y) ∈ E(Fq). Pak existuje bod Q ∈ E(Fq) splňuj́ıćı
[2]Q = P , právě pokud plat́ı v2(ordP ) < v2(q − 1).

D̊ukaz. Dejme tomu, že existuje bod Q splňuj́ıćı [2]Q = P . Vysvětleme, proč bod Q splňuj́ıćı
[2]Q = P pro v2(ordP ) > 0 muśı splňovat ordQ = 2 ordP . Plat́ı [2 ordP ]Q = [ordP ]P =
O, tj. ordQ | 2 ordP . Pokud označ́ıme r libovolný prvodělitel č́ısla 2 ordP , pak:[

2 ordP

r

]
Q =

{
(0, 0), pokud r = 2,[
ordP
r

]
P 6= O, pokud r > 2.

Je proto ordQ = 2 ordP . To znamená, že:

v2(ordP ) + 1 = v2(ordQ) 6 v2(#E(Fq)) = v2(q − 1).

Nyńı předpokládejme, že plat́ı v2(ordP ) < v2(q − 1). Využijeme větu 5.2.5. Je známé
[10, Ch.7 Thm. 1], že grupa F×q je cyklická, tj. existuje prvek g ∈ F×q , který ji generuje. To
znamená, že pokud nejvyšš́ı mocnina dvojky děĺıćı řád P je ostře menš́ı, než v2(q − 1),
pak má P předch̊udce. �

Věta 5.3.2 nám ř́ıká, že každý afinńı vrchol P ∈ GFq má bud’ dva předch̊udce, nebo
ani jednoho. Bod O má dva předch̊udce, (0, 0) a sama sebe. Zamysleme se nyńı, jak může
souvislá komponenta grafu GFq vypadat – podle př́ıklad̊u uvedených v kapitole 3 se můžeme
domńıvat, že grafy vždy tvoř́ı vulkány. Jak ale rozlǐśıme, v jakém stupni vulkánu daný bod
lež́ı?

Předpokládejme, že komponenta souvislosti V ⊆ GFq je vulkán. Vrchol P ∈ Vi má
následńıka [2]P lež́ıćıho ve Vi−1. Pokud tedy bod vynásob́ıme dvěma, bud’ již lež́ı v cyklu
komponenty, nebo se přesune o stupeň výše. Veličina, kterou můžeme pomoćı endomorfismu
[2] vhodně kontrolovat, je řád bodu P , přesněji jeho 2-valuace. Abychom ověřili domněnku,
že úrovně vulkánu jsou dané 2-valuaćı řád̊u bod̊u v nich lež́ıćıch, pod́ıvejme se na těleso
Fq splňuj́ıćı q ≡ 3 (mod 8), podle věty 3.2.4 tvoř́ı body (a, b) s φq(ab) = 1 medúzy. To
koresponduje s t́ım, že v2(q − 1) = 1 a proto neexistuje bod, jehož řád je dělitelný čtyřmi.

Podle postupu zmı́něného v d̊ukaze věty 3.2.4 v́ıme, že každá posloupnost AHFq(a, b)
obsahuje cyklus, to muśı platit i pro posloupnost bod̊u P 7−→ [2]P 7−→ . . . . Pod́ıvejme se,
jakou výšku budou mı́t stromy zakořeněné ve členech cyklu.
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Věta 5.3.4. At’ P ∈ E(Fq) je členem cyklu v grafu GFq . Potom strom zakořeněný v P je
dokonale vyvážený binárńı strom hloubky v2(q − 1).

D̊ukaz. Fakt, že P je členem cyklu, je synonymem pro fakt, že řád P v E(Fq) je lichý.
Pokud by totiž byl řád P sudý, tak opakovanými aplikacemi endomorfismu [2] źıskáme
posloupnost bod̊u, které maj́ı ostře menš́ı řád. Postupujme nyńı ve stromu zakořeněném
v P směrem k list̊um a sledujme vždy všechny vrcholy ve vzdálenosti k od P . Ukážeme,
že 2-valuace řádu těchto bod̊u je rovna k. Pro k = 0 tvrzeńı plat́ı.

Nyńı předpokládejme, že pro nějaké nezáporné k < v2(q − 1) tato skutečnost nastane.
Potom uvažme libovolný bod Q s v2(ordQ) = k + 1. Podle vět 5.3.3 a 5.3.2 má Q v grafu
GFq právě dva předch̊udce R1 a R2. Ty pro i ∈ {1, 2} splňuj́ı [2]Ri = Q a proto plat́ı
v2(ordRi) = v2(ordQ) + 1. Tento postup selže až při k = v2(q − 1) = v2(#E(Fq)), kdy
již podle věty 5.3.3 źıskáme, že žádný bod Q ∈ GFq splňuj́ıćı v2(ordQ) = v2(q − 1) nemá
v grafu předch̊udce. Dohromady máme, že strom zakořeněný v P je dokonale vyvážený
a jeho hloubka je rovna v2(q − 1). �

Důsledek 5.3.5. At’ P ∈ GFq je libovolný bod na E. Potom komponenta souvislosti grafu
GFq obsahuj́ıćı P je vulkán hloubky v2(q − 1).

Tato věta plat́ı v př́ıpadě, kdy jsou ve hře body v nekonečnu - poté je cyklus vulkánu
smyčka ∞ 7−→ ∞. Pomoćı věty 5.2.3 se můžeme vrátit zpět do roje AHFq .

Věta 5.3.6. At’ q = pk je mocnina prvoč́ısla. Potom roj AHFq vypadá následovně:

(i) komponenty souvislosti obsahuj́ıćı prvky (a, b) splňuj́ıćı φq(ab) = 1 jsou vulkány
hloubky v2(q − 1),

(ii) komponenty souvislosti obsahuj́ıćı prvky (a, b) splňuj́ıćı φq(ab) = −1 jsou vulkány
hloubky v2(q + 1).

D̊ukaz. V př́ıpadě komponent souvislosti grafu AHFq obsahuj́ıćıch body (a, b) splňuj́ıćı
φq(ab) = 1. Podle věty 5.2.3 v́ıme, že binárńı stromy zakořeněné v prvćıch cykl̊u jsou
isomorfńı se stromy zakořeněnými v prvćıch cykl̊u grafu GFq . To znamená, že komponenty
souvislosti tvoř́ı vulkány a jejich hloubka je podle d̊usledku 5.3.5 rovna v2(q − 1).

Nyńı se pod́ıvejme na komponenty souvislosti v AHFq obsahuj́ıćı list (a, b) s φq(ab) = −1.
Všimněme, že pokud k = 2t je sudé, tak vždy plat́ı:

φq(a(a− b))φq(b(b− a)) = φq(−ab)φq((a− b)2) = φq(−ab) = −1.

Podle věty 3.2.2 jsou komponenty obsahuj́ıćı body (a, b) s φ(ab) = −1 medúzy. Opravdu,
−1 neńı kvadratický zbytek modulo 4, proto q+1 = p2t+1 ≡ 2 (mod 4). Jediný netriviálńı
př́ıpad proto nastane, pokud stupeň rozš́ı̌reńı [Fq : Fp] je lichý a pokud nastane φq(−1) =
−1. To nastane, právě pokud q = pk ≡ −1 (mod 4).

Podle věty 5.2.3 lež́ı v E(Fq2) bod P =
(
a
b
,−
)
. Nav́ıc d́ıky lemmatu 3.2.1 a faktu, že

φq2(−1) = 1, tak P má v grafu GFq2 předch̊udce Q. Protože stupeň rozš́ı̌reńı [Fq2 : Fq] je
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roven dvěma, tak neexistuje y ∈ Fq takové, že f(f(y)) = a
b
, kde f = (x+1)2

4x
. Proto Q je

v GFq2 listem a hloubka P v GFq2 je:

v2(q
2 − 1)− 1 = v2(q + 1) + v2(q − 1)− 1 = v2(q + 1),

jelikož uvažujeme q ≡ −1 (mod 4). Vrchol (a, b) ∈ AHFq je tak list ve stromu hloubky
v2(q + 1). Dı́ky d̊usledku 3.2.2 je tento strom dokonale vyvážený. �

Poznámka. Pomoćı LTE lemmatu zjǐst’ujeme, že odhady, které byly předmětem d̊usledku
3.2.5 jsou pro p ≡ −1 (mod 4) těsné.

Konečně jsme splnili slib z kapitoly 3 – pomoćı eliptických křivek plně charakterizovat,
jaký tvar maj́ı komponenty souvislosti v roji AHFq . Pojd’me toto propojeńı maximálně
využ́ıt ve zkoumáńı daľśıch vlastnost́ı roje AHFq .

Lemma 5.3.7. Necht’ jsou q mocnina prvoč́ısla a liché č́ıslo k | q − 1. Potom počet bod̊u
P ∈ E(Fq) takových, že P má řád k, je φ(k).

D̊ukaz. Podle věty 5.2.5 plat́ı E(Fq) ∼= F×q . Vzpomeňme si nyńı na fakt, že multiplikativńı
grupa konečného tělesa je cyklická, tj. existuje primitivńı kořen v Fq, viz [10, Ch.4 Thm.2].
To jistě znamená, že se v F×q a následně v E(Fq) nacháźı právě φ(k) prvk̊u lichého řádu
k | q − 1. �

Věta 5.3.8. Necht’ jsou q mocnina prvoč́ısla a liché č́ıslo k | q − 1. Potom počet vulkán̊u
V ⊆ GFq obsahuj́ıćı body s řádem P rovným k, je:

φ(k)

ordk(2)
.

D̊ukaz. Uvažme bod P ∈ GFq s řádem k. Pak je členem cyklu:

P 7→ [2]P 7→ · · · 7→ [2t]P = P,

kde t = ordk(2). Spolu s větou 5.3.7 pak źıskáme dokazované. �

Věta 5.3.8 má jeden roztomilý d̊usledek, můžeme totiž pomoćı ńı dokázat novým
zp̊usobem jedno známé tvrzeńı. Pokud sečteme počty prvk̊u v cyklech délky k přes
všechna lichá k | q − 1, źıskáme následuj́ıćı.

Důsledek 5.3.9. Označme t = v2(q − 1) nejvyšš́ı mocninu děĺıćı q − 1. Pak plat́ı:

q − 1

2t
=
∑
k| q−1

2t

φ(k).
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Tento vztah plat́ı bezpodmı́nečně pro libovolné n:

n =
∑
k|n

φ(k). (5.2)

Důkaz tohoto obecného tvrzeńı lze vést např́ıklad pomoćı tzv. Möbiovy inverzńı formule
[10, Ch.3 Thm 2.]. O něco d̊uležitěǰśı d̊usledek věty 5.3.8 je následuj́ıćı.

Důsledek 5.3.10. Uvažme komponentu roje H ⊆ AHFq obsahuj́ıćı všechny komponenty
souvislosti, jejichž prvky jsou body (a, b) ∈ AHFq splňuj́ıćı φq(ab) = 1. Dále označme
{d1, . . . , ds} multimnožinu1 délek cykl̊u vulkán̊u V ⊆ H. Potom existuj́ı εi ∈ {1, 2} splňuj́ıćı:

{
d1
ε1
, . . . ,

ds
εs

}
=

ord1(2), . . . , ordk(2), . . . , ordk(2)︸ ︷︷ ︸
φ(k)

ordk(2)

, . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣ k | q − 1

 .

D̊ukaz. Věta je d̊usledkem věty 4.3.3, jelikož vulkán v AHFq je v GFq vulkán s bud’ stejnou
nebo polovičńı délkou cyklu. �

Dı́ky větě 5.3.8 můžeme podat netriviálńı odhady na č́ısla S(Fq) a D(Fq).

Věta 5.3.11. Plat́ı: ∑
k|q2−1
2-k

φ(k)

ordk(2)
> S(Fq) >

∑
k|q−1
2-k

φ(k)

ordk(2)
.

D̊ukaz. Pravý součet je počet všech hejn vulkán̊u obsahuj́ıćıch body (a, b), jejichž součin
splňuje φq(ab) = 1. Všechny body a

b
s φq(ab) = −1 se vyskytuj́ı jako x-ové souřadnice bod̊u

v E(Fq2) a tak źıskáme odhad levý.
Toto vyjádřeńı můžeme využ́ıt na nalezeńı netriviálńıch odhad̊u na č́ıslo S(Fq). Mnoho

ohledně obecného chováńı řádu 2 modulo libovolné č́ıslo k neńı známé, dokonce ani zda exis-
tuje nekonečně mnoho prvoč́ısel, pro které 2 generuje grupu Z×p . Tato otázka je předmětem
známé Artinovy domněnky. Budeme tedy použ́ıvat poměrně slabé odhady.

Věta 5.3.12. Označme t = v2(q − 1) a s = v2(q + 1). Plat́ı řetězec nerovnost́ı:

q2 − 1

2s+t
> S(Fq) >

q − 1

2t ordX(2)
,

kde X = q−1
2t

.

1Multimnožinu definujeme jako množinu, kde povolujeme v́ıcero výskyt̊u stejného prvku.
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D̊ukaz. Jistě pro každé k plat́ı ordk(2) > 1, proto:

S(Fq) 6
∑
k|q2−1
2-k

φ(k)

ordk(2)
6
∑
k|q2−1
2-k

φ(k) =
q2 − 1

2v2(q2−1)
=
q2 − 1

2s+t
,

kde využ́ıváme vztah (5.2). Pro druhou stranu nerovnosti použijeme nerovnost
ordk(2) 6 ord q−1

2t
(2) platnou pro libovolné k | q − 1 liché a poté znovu využijeme

vztah (5.2). �

Důsledek 5.3.13. Označme t = v2(q − 1) a s = v2(q + 1). Plat́ı řetězec nerovnost́ı:

(q − 1)2(q + 1)

2s+t
> D(Fq) >

(q − 1)2

2t+1 ordX(2)
,

kde X = q−1
2t

.

D̊ukaz. Př́ımý d̊usledek vět 5.3.12 a 3.3.3. �
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Závěr

Závěr

V této práci poskytujeme v̊ubec prvńı ucelený pohled do studia posloupnost́ı pr̊uměr̊u
nad konečnými tělesy. Zavád́ıme nové struktury, které přesněji popisuj́ı komponenty sou-
vislosti v grafu daných těmito pr̊uměry, a experimentálně i teoreticky oblast jejich studia
posouváme. Nejpodstatněji otev́ıráme dveře studiu posloupnosti s pr̊uměry aritmetickým
a harmonickým. Pomoćı propojeńı s eliptickými křivkami źıskáváme hluboký vhled do
teorie stoj́ıćı za studovanými posloupnostmi. Posloupnost aritmetického a geometrického
pr̊uměru přes stolet́ı jej́ı existence byla spojena s mnoha krásnými a složitými oblastmi
matematiky, můžeme se proto pouze domńıvat, jaká využit́ı ještě čekaj́ı na AG a AH
posloupnosti nad konečnými tělesy.

Odpověděli jsme uspokojivě na článek [1] ohledně heuristických odhad̊u na počty medúz
v roji AGFq . Jeden otevřený problém ale přetrvává. Jak přesně urč́ıme velikost daného
hejna v roj́ıch AGFq , resp. AHFq? Jak přesně je spojená AH posloupnost s dynamickým
systémem Df? Tyto otázky z̊ustávaj́ı úkolem daľśıho výzkumu.
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Použitá značeńı

N,Z,Q,R,C množina přirozených, celých, racionálńıch, reálných, komplexńıch č́ısel

Zd,Fq okruh zbytk̊u modulo d, konečné těleso s q prvky

a | b a děĺı b

vp(n) p-adická valuace n

ordq(k) řád prvku k ∈ Fq(
a

p

)
, φq(x) Legendreho symbol a vzhledem k p, zobecněný Legendreho symbol na Fq

Im(x) imaginárńı složka komplexńıho č́ısla x

K algebraický uzávěr tělesa K

K× multiplikativńı podrupa tělesa K

Pn(K) projektivńı prostor nad K o dimenzi n+ 1

E(K) množina bod̊u křivky E nad K

#E(K) počet bod̊u na křivce E nad konečným tělesem K

End(E) okruh endomorfismů E

R[x] okruh polynomů s koeficienty nad okruhem R

[K : L] stupeň rozš́ı̌reńı tělesa K nad L

OK okruh celých algebraických č́ısel tělesa K

Cl(O) grupa tř́ıd ideál̊u pořádku O
hO řád grupy Cl(O)

(a) hlavńı ideál generovaný prvkem a

G/H faktorgrupa G podle H

AG(a, b) AG pr̊uměr č́ısel a a b

K(x), I(a, b) eliptický integrál

AGFq(a, b) AG posloupnost prvk̊u a a b

AGFq roj generovaný AG posloupnost́ı

d(Fq), s(Fq) počet medúz, resp. hejn, v roji AGFq

D(Fq), S(Fq) počet komponent souvislosti, resp. hejn, v roji AHFq

deg f stupeň polynomu, lomené funkce f

f ∈ O(g) f roste asymptoticky nejvýše stejně rychle jako g

arctan arkus tangens
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