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Abstrakt

V préci podavame prvni systematické pojednani o posloupnostech prumeéru nad koneénymi
télesy. Nejprve se zaobirame posloupnostmi prumeéru nad redlnymi ¢isly, jejichz studium se
tahne az ke Carlu Gaussovi. V nésledujici kapitole navazujeme na aktudlni ¢ldnek [1] a stu-
dujeme tti posloupnosti prumért nad koneénymi télesy. Nejprve zkoumame posloupnost da-
nou aritmetickym a geometrickym priumeérem a experimentalné ovétrujeme odhady podané
v [1]. Pozdéji v praci tuto posloupnost propojime s teorif isogenif eliptickych kiivek. Hlavn{
piinos préace spociva ve formulaci dvou novych posloupnosti prumeéru a jejich nasledného
studia. Zejména v zavéru prace propojime posloupnosti dané aritmetickym a harmonickym
prumérem se singularni eliptickou kiivkou, diky ¢emuz kompletné uréime strukturu grafu
generovanych aritmetickym a harmonickym priumeérem.

Klicova slova

Aritmeticko-geometricky  prumér, Aritmeticko-harmonicky prumér, Harmonicko-
geometricky prumeér, eliptické kiivky, isogenie, grupa tiid idedlu, Vulkany, Meduzy

Abstract

We present the first systematic paper discussing sequences of means over finite fields. First,
we consider sequences of means over the real numbers, a construction already known to
Carl Gauss. In the next couple chapters, we follow up on a recent paper [1] and study three
sequences of means over finite fields. Firstly, we study the sequence given by the arithmetic
and harmonic means and experimentally verify bounds and conjectures made in [1]. Later
in the thesis, we connect this sequence with the theory of elliptic curve isogenies. In the
remainder of the thesis, we formulate and study two new sequences of means over finite
fields. The main results of this thesis are the subject of chapter 5, where we connect the
arithmetic harmonic sequence with a certain singular elliptic curve and this allows us to
completely determine the structure of these graphs.
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Arithmetic-Geometric Mean, Arithmetic-Harmonic Mean, Harmonic-Geometric Mean, El-
liptic Curves, Isogeny, Ideal Class Group, Volcanoes, Jellyfish
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Uvod

Uvod

S aritmetickym a geometrickym prumeérem se setkavame uz od zakladni skoly. Pro libovol-
nou dvojici (a,b) kladnych ¢isel muzeme spocitat tuto dvojici pruméru jako:

a+b
( + ,\/ab).
2
Tato prace stavi na jednoduché mysSlence — na opakované aplikaci téchto prumeéru.

Ptesnéji definujme posloupnost ((a,,b,))22, s pocatetnim ¢lenem (ag,by) = (a,b) a pro
kazdé nezaporné n plati:

a, + by,
(an—i-lybn—l-l) - ( 9 sV anbn> .

Velci matematici jako Gauss, Legendre a Lagrange tuto tzv. AG posloupnost studovali.
Proc se vsak ti nejlepsi z nejlepsich zabyvali tak zdanlivé jednoduchou posloupnosti? Carl
Friedrich Gauss ukazal, ze AG posloupnost vzdy konverguje ke spoleéné hodnoté. O co vic,
posloupnost mé koreny hluboko v oblasti eliptickych integréli. O tomto propojeni napsal

» This [...] will surely open up an entirely new field of analysis. “

Ptes nasledujici stoleti riuzni autoti studovali AG posloupnost a ukazali mj., ze ji 1ze vyuzit
k rychlym vypoctu elementarnich funkei jako je e ¢i arcsin(x), ale i Ze je spojend s mo-
dularnimi funkcemi a modularnimi formamsi. Gauss mél proto pravdu.

V na8i praci se na posloupnost divame v jiném svétle, konkrétné v oboru konec¢nych
téles. V tomto ohledu reagujeme na a rozsifujeme neddvny clanek [1]. Nad koneénym
oborem je AG posloupnost vzdy periodicka, muzeme se proto zabyvat orientovanymi grafy
generovanymi AG posloupnosti. Vsechny komponenty slabé souvislosti, které ziskame, maji
typicky tvar cyklu, kde ke kazdému prvku cyklu je pripojena jedina hrana. Takovy graf
nazveme medizou.

Pii pohledu na medtzy obsazené v takovych grafech pro riznd p zjistime, ze se jejich
pocty i velikosti chovaji zdanlivé nahodné. Pomoci efektivni implementace v jazyku Sage
poskytujeme rozsahlé grafy hodnot spojenych s AG posloupnosti. Déle experimentédlné
ovérujeme a navrhujeme odhady polozené v [1] a zavadime nové struktury, které nam
pomohou ve studiu posloupnosti.

Ve ¢tvrté kapitole osvétlime sporadické chovani AG posloupnosti nad koneénymi télesy.
Ukazeme totiz, ze posloupnost popisuje tzv. vulkany eliptickych krivek nad koneénymi
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télesy a ze velikosti mediz jsou tzce spojené s grupou tiid idealu jistych imaginarnich
kvadratickych téles.

Hlavni ptinos prace spada do kapitol 3 a 5. Ve treti kapitole definujeme predtim nestudo-
vanou AH posloupnost nad koneénym télesem a teoreticky i experimentalné urcéime jejich
vlastnosti, zejména pozoruhodné jsou tvary grafu, které generuje. Krom meduz totiz grafy
udéavajici AH posloupnost tvori i hlubsi vulkany a pro néktera télesa presné urcéime jejich
hloubku. Vyvrcholeni nastane v paté kapitole, kde ukazeme, ze posloupnost muzeme po-
psat pomoci skalarnich nasobku na jisté singularni eliptické kiivce. Diky tomuto propojeni
urcime plnou strukturu komponent souvislosti a poskytneme tésné odhady na jejich pocty.



Kapitola 1. AG posloupnost nad redlnymi cisly

Kapitola 1

A G posloupnost nad realnymi cisly

Nejprve se budeme zabyvat posloupnosti dvojic kladnych realnych ¢éisel, ptricemz kazda
dalsi je tvorena aritmetickym a geometrickym prumérem té predchozi. I v tomto jedno-
duchém prostiedi narazime na posloupnost v mistech, kde bychom ji viubec nehledali.
Predpokladame zakladni znalosti ohledné mocninnych prameéru.

1.1 Seznameni s posloupnosti

Definice 1.1.1. At a > b jsou dvé kladn4 realnd ¢isla. Pak definujme AG posloupnost jako
posloupnost ((ay, b,))>2, tak, ze (ag, bo) = (a,b) a

a, + by,
(an—i-lybn—l-l) - ( 9 sV anbn> .

Jednotliva éisla a; a b; nazveme slozkami prvku (a;, b;) této posloupnosti.

Toto znaceni ponechme po zbytek sekce. Prvni vlastnosti, které si vSimnéme, je mono-
tonie obou slozek (a,)2, a (b,)22,. Z AG nerovnosti je totiz platné a, > b,, a proto

bn+1 =V anbn > bn;

posloupnost (b,,)°, je proto neklesajici (pokud ag # by, tak je rostouci). Obdobné muzeme
psat

ay, + b,

2

posloupnost (a,)5, je tedy naopak klesajici. Protoze aritmeticky a geometricky prumeér
dvou cisel lezi mezi nimi, jsou obé posloupnosti shora svirané prvkem a a zdola b. Libovolna
ohrani¢end monoténni posloupnost konverguje, vime tedy, ze obé posloupnosti (a,)%,
a (b,)5e, konverguji. Abychom ziskali néjakou predstavu o jejich limitach, ukdzeme si par
prikladi.

Ap4+1 = < An,

Priklad 1.1.2. Pokud si zvolime a = b = 5, tak jsou obé hodnoty konstantni, to prilis
zajimavé neni. Zvolme si tedy naptiklad trochu zazivnéjsi dvojici a = 8, b = 2. Pak muzeme
psat:
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a; b;
8 2
5) 4
4.5 4.472135955000. . .
4.486067977500. .. 4.486046343664 . . .
4.486057160582 . .. 4.486057160569 . ..
4.486057160575 . .. 4.486057160575 . ..
4.486057160575 . . . 4.486057160575 ...

4.486057160575 . ..

4.486057160575 . ..

T T
0 1

T
2

T T T
3 4 5

(b:)

Obrazek 1.1: slozka (a;) Obrazek 1.2: slozka (b;)

V tomto pripadé prvky AG posloupnosti zdarné konverguji ke spolecné hodnoté.
Spoéitejme si jesté pro jistotu jednu posloupnost, tentokrat pro dvojici a = v2 a b = 1.

Slozky AG posloupnosti vzdy konverguji ke spoleéné hodnoté. Na prikladu 1.1.2 vidime,
ze konverguji ,,velmi rychle“, jak ale takovou rychlost muzeme meérit?

a;

bi

1.414213562373 . ..
1.207106781187 . ..
1.198156948095.. . .
1.198140234794 . ..
1.198140234736 . ..
1.198140234736 . . .
1.198140234736 . . .

1

1.189207115003.. . .
1.198123521493 . ..
1.198140234677 . ..
1.198140234736 . . .
1.198140234736 . . .
1.198140234736 . . .




Kapitola 1. AG posloupnost nad redlnymi cisly

Definice 1.1.3. At (z,,)%°, je konvergentn{ posloupnost. Poté rdd konvergence o této
posloupnosti k limité L je ¢islo splnujici pro vSechna n € N a néjakou konstantu C"

|$n+1 _Ll
<L C.
|z — L|° h

Pro o = 2 ziskame kvadraticky konvergentni posloupnost.

U kvadraticky konvergujici posloupnosti se tak v kazdém dalsim kroku obé ¢isla priblizne
rovnaji limité na dvakrat vice desetinnych mist. Na druhé posloupnosti zminéné v prikladu
1.1.2 pozorujeme, ze tieti iterace AG posloupnosti ¢isel 2 a 8 se s limitou shoduje uz na
¢tyTech desetinnych mistech. Ta nasledujici dokonce na desiti. Opravdu, AG posloupnost
konverguje a konverguje kvadraticky.

Véta 1.1.4. At ((an,b,))2%, je AG posloupnost. Pak limity sloZek (a,)°%q a (b,)2, pro
n jdouci do nekonecna existuji a jsou si navzdjem rovné. Navic tyto slozky konverguji ke
spolecné limité kvadraticky.

Diikaz. Existenci limit slozek jsme si ukazali vyse. Jelikoz plati:

ap, + by,
2

Oéan—bn:2(an ) = 2(a, — apy1),

a navic lim,, o (a, — an41) = 0, plati lim,,_,(a, —b,) = 0. Limity posloupnosti (a,) a (b,)
jsou proto shodné.

Zavedme nyn{ pomocné posloupnosti (,,)%, a (&;)°, spliujici z; = i =1+¢ pro
kazdé i. Chceme ukézat, ze posloupnost (z,) konverguje kvadraticky k 1. Plati ¢; > 0 pro

kazdé i. Pak pro libovolné n plati:

aq

T by
ayn + by, b TV e VInt \/%
$n - = =
T 2Vanb, 2 2
e
Tntl = ——5—
/ 1
. 1 + gn + Vi4en
14 Entl1 = 5 .

Taylorova fada funkce \/z v bodé 1 je 1+ § — % + O(2*) a Taylorova fada funkce \/z '

jel—=%2+ % + O(2?). Proto pro n dostatecné velké a tedy e, dostatetné malé plati:
2
Lt enpn =1+ 2 +0(e),

fdd konvergence * — 1 je tedy kvadraticky. O
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Definice 1.1.5. At ((ay,,b,))5%, je AG posloupnost. Spolecnou limitu slozek (a,), (by)
nazvéme aritmeticko-geometrickym prumeérem, zkracené AG prumérem, ¢isel a, b. Toto ¢islo
znacme AG(a,b).

Nasledujici véta shrnuje zakladni vlastnosti AG prumeéru.
Véta 1.1.6. M¢jme a > b,k € RT. Pro AG prumeér plati:
(1) AG(a,a) =
(ii) AG(ka, kb) = k AG(a,b),
(11i) AG(a,b) = AG(ay,b) = AG(ag, by) =
(iv) AG(1 —z,1+z) = AG(a,b), kde x = 2v/a? — 12!

Prozatim muze vypadat, ze AG posloupnost lezi na uzavieném ostruvku, vzdalena od
jinych oblasti matematiky. Toto zdani vSsak nemuze byt dal od pravdy. Zamysleme se nad
samotnym AG prumérem. Pro ¢isla 2 a 8 ziskavame prumeér 4.48605716 ... Jak takové ¢islo
urcit uzaviené? K nalezeni odpovédi budeme muset nakouknout do sféry tzv. ,eliptickych
integralu*.

1.2 Eliptické integraly

Definice 1.2.1. Definujme elipticky integral proniho druhu jako nasledujici urcity integral:

B / do
o 1-—2sin0
Tento integral a tzv. elipticky integral ,,druhého druhu® maji mnoho vyuziti, naptiklad
v pocitani délky oblouku na elipse, ve svété fyziky zase napiiklad pomahaji najit periodu
kmitu kyvadla [6].
My eliptické integraly zminujeme, jelikoz jsou tzce spojené s AG posloupnosti, umozni
nam totiz presné vyjadiit hodnotu AG(a,b). Mlady Karl Friedrich Gauss si jiz ve svych
dvaadvaceti letech do svého deniku poznacil, Ze se hodnoty:

1 2 (V2
wrg e (3)

shoduji na 11 desetinnych mistech [3]. O trochu pozdéji dokdzal obecny vztah, ktery tyto
dva koncepty spojuje.

ITato vlastnost ndm piijde vhod v nésledujici sekci.

10
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Véta 1.2.2. (Gauss) Pro x < 1 plati:

g ' AG(11,x) =k <m> (L)

Nyni nepatrné pozménme integral napravo, abychom mohli obecné popsat ¢islo AG(a, b).
Definujme:
do

w/2
I(a,b ::/ .
(a,0) o Va2cos2h + b2sin’ 6

Pomoci goniometrické jednicky sin? @ + cos? § = 1 vidime, ze plati vztah:

1
I(a,b) = —=K(x),
a
kde = = %\/ a? — b?. Takové x jsme uz ale nékde vidéli, konkrétné v ¢asti iv) véty 1.1.6.
Gaussovu vétu poté muzeme diky ¢asti iz) véty 1.1.6 prepsat na:

Veéta 1.2.3. ]
T
2AG@y ~ @)

Piiklad 1.2.4. Pojd'me ovéfit, ze opravdu véta 1.2.3 plati. Nejprve, pokud zvolime a = b,

tak mame: p
Edo w 7r
_I — _——— =
(a,0) /0 a 2a 2AG(a,a)

Podivejme se nyni znovu na volbu a = 8 a b = 2. Ur¢ime ptiblizné hodnotu (8, 2) pomoci
Simpsonova pravidla pro numerickou integraci:

2 /2 do 2
1(8,2)-—:/ __ 2
m 0  V64cos2h +4sin20 T

s 1 4 1 2
12 (\/64 cos20 +4sin?0  \/64cos2 /4 +4sin’m/4 /64 cos? /2 + 4sin’ 7r/2> T

1 /1 4 1
=~ =+ ==+ | = 0.2184990567617 .. ..
6 (8 V32 +2 2)

Prevracend hodnota tohoto cisla je:

— - ——— ~ 4.576678795876 . . .,

coz pii porovnani s AG(8,2) = 4.486057160575 ... neni daleko od opravdové hodnoty.

11
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Obdobné muzeme oveérit:

/2
[<¢§,1>.2:/ do 2
m 0 V2cos260 + 1sin?6 T

T 1 4 1
~ o + +
12 <\/2cos20+sin20 V2cos2 /4 +sin®n /4 \/2cos2 /2 4 sin® 7/2

1( 1 4
= | =+ —=+1
6<\/§ 1+1/2

Pievracend hodnota tohoto ¢isla je ~ 1.2064925939 - - - > AG(y/2,1) = 1.198140234736 . . . .

) = (.8288488508162. . .

Eliptické integraly nedokazeme nijak ,hezky* vyjadrit, muzeme ale vyuzit numerické
techniky, abychom je aproximovali. Obecné Simpsonova metoda dava nasledujici odhad.

Véta 1.2.5. Bud'te a,b kladnd ¢isla. Pak plati:

-1
1 442 1
AG(a,b) =6 | — + —— .
(a’7 ) <a+ /—a2+b2+b>
Nastinme, jakym zpusobem Gauss vlastné dokazal rovnost (1.1). Jeho dukaz spociva
v dukaze mezivysledku I(a,b) = I(aj,b;). K nému lze dojit po nékolika bolestivych
vypocetnich krocich. Jak Gauss sam pravil, k tomuto vysledku dojdeme:

. After the development has been made correctly.

Podrobnosti jsou k nalezeni na [3, Ch. 2 Sec. 3|. Plati pak I(a,b) = I(a;,b) = --- =
I(ag,by) = .... V limitnim piipadé ziskame:
1 1 T
I(a,b) = I(AG(a,b),AG(a,b) = ——I(1,1) = ———— - —.
(a7 ) ( ((I, )7 <a7 )) AG(CI/,b) ( ) ) AG(G,b) 2

Jak muzeme propojeni AG posloupnosti a eliptickych integralt vyuzit? Daéle si ukdzeme,
ze eliptické integrély jsou svazané s nékolika elementarnimi funkcemi, nacez je dokédzeme
efektivné pocitat diky rychlé konvergenci AG posloupnosti.

1.3 Rychlé vypocty elementarnich funkci

Motivace pro pouziti rekurzivné definovanych posloupnosti pii poéitani znamych funkei
muze poskytnout Newtonova metoda pro poc¢itani odmocniny s kvadratickych radem kon-
vergence:

Véta 1.3.1. (Newton) At N > 1 je dané. Pak posloupnost (x,,)5>, spliujici zg = N:

1 N
xn+1:§ xn+x_

konverguje kvadraticky k v/N.

12
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Kapitola 1. AG posloupnost nad redlnymi cisly

Dukaz existence i hodnoty limity a fadu konvergence je jednoduchy. Neslo by obdobné
vyuzit i AG posloupnost? Ukaze se, ze ano.

D4 se totiz ukazat spolu s vétou 1.2.2, ze logaritmicka funkce ma spojeni s eliptickymi
integraly:

Véta 1.3.2. At x < 1. Plati:

G = KVI=2) = (1406 n (ﬁ) -

Zde onen chybovy ¢len lze jednoduse odhadnout [3, Ch 1, Sec 3, Exc. 4]. Zndme-1li hodnotu
7, tak nam kvadraticky konvergujici AG posloupnost umozni spocitat s velkou presnosti
logaritmus ¢isla 4/x pro dostateéné malé x (nebo vhodné velky argument logaritmu).

Chtéli bychom vyuzit rychly algoritmus pro logaritmus pro pocitani ostatnich ele-
mentarnich funkci. K tomu zminime, ale pouze okrajové, ze Gauss, Legendre a dalsi
nestudovali AG posloupnost pouze nad oborem realnych ¢éisel, ale i ¢isel komplexnich.
V takovém oboru neni trividlni volit spravnou odmocninu z ¢&isla, v kladnych ¢éislech
jsme jednoduse brali tu kladnou. Lze ukazat [5], ze pouze nékteré, tzv. sprdvné, volby
vyusti v netrividlni konvergence a pravé ty nas zajimaji. Dokazeme pak pocitat efektivné
logaritmus komplexnich cisel.

Pomoci algoritmu pro pocitani logaritmu komplexnich ¢isel muzeme vyjadrit inverzni
funkce ke klasickym goniometrickym funkeim. D4 se totiz jednoduse ukazat [3, Ch. 7], ze
plati vztahy:

arctan(z) = Im(log(1 + ix)),

)

arccos(x) = arctan (
x

Po spocitani inverze k témto funkcim pak dokdzeme pomoci AG posloupnosti pocitat
kvadraticky funkce jako napfiklad sinus ¢i cosinus. Diky AG posloupnost téz dokazeme
pocitat v kvadratickém case ¢isla jako 7 ¢i e. V prvnim pripadé ndm staci spocitat cislo
4tan(1) = 7 pomoci komplexni AG posloupnosti. Cislo e spocitdme jako kofen funkce
In(z) — 1, coz dokazeme efektivné s pomoci Newtonovy metody tecen a algoritmu pro In(z)
diky AG posloupnosti.

1.4 Posloupnosti s ostatnimi prameéry

Aritmeticky a geometricky prumér nam vygenerovaly posloupnost, kterd skytd prekvapivé
praktické aplikace. S takovym tuspéchem pro jednu dvojici pruméru se pak jenom nabizi
vzit v potaz i néjaké dalsi. Zapojime proto do prace i harmonicky prumeér, ktery je pro dvé
kladnd cisla definovan néasledovné:

2 2ab

+3 a+b

Q=
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Kapitola 1. AG posloupnost nad redlnymi cisly

Definice 1.4.1. At a,b jsou dvé kladnd redlnd cisla. Pak definujme HG posloupnost
((an, by))22, tak, ze (ag,by) = (a,b) a:

2a,b,
(an—l—lybn—l-l) - ( V anbn> .

a, + b,’

Obdobné definujeme AH posloupnost ((an,by))o2, tak, ze (ag, bo) = (a,b) a:

n bn 2 nbn
(Ant1,bng1) = (& ha = ) .

2 a,+b,

Kvuli nerovnostem panujicim mezi pruméry muzeme imitovat dukaz veéty 1.1.4, ¢imz
ziskame, Ze obé posloupnosti konverguji k hodnotam HG(a, b), resp. AH(a,b).

Véta 1.4.2. At ((an, b,)), je HG, resp. AH posloupnost. Potom limity ¢isel a,,, by, pro
n — 00 a existuji a jsou Si navzdjem rovné.

Abychom tyto posloupnosti porovnali s AG posloupnosti, spocitejme prumeéry pro a = 2
a b= 8. Prvni z nich, HG posloupnost, vypada nasledovneé:

a; bz
8 2
3.2 4

3.595555555555 . . .
3.566597760054 . . .
3.566606359943 . . .
3.566606359948 . . .
3.566606359948 . . .
3.566606359948 . . .

3.577708763999. ..
3.566614959874 . . .
3.566606359954 . . .
3.566606359948 . . .
3.566606359948 . . .
3.566606359948 . . .

Dokézeme propojit AG a HG posloupnosti. Vynasobme hodnoty AG(8,2) a HG(8,2):
AG(8,2)-HG(8,2) = 4.486057160575 - - - x3.566606359948 - - - = 15.999999999997 - - - ~ 8-2.

Vzhledem k tomu, ze AG(a, a)-HG(a, a) = a?, vypad4 to, Zze by mohl platit vztah AG(a, b)-
HG(a,b) = ab. To opravdu plati - viimnéme si totiz, ze muzeme psat:

~1
2, b L4 2 1
n 7b7’L = - ) nbn - dnOn y T )
(@nt1s bnia) <an+bn @ > ( 9 i1

1 1
<1’1): b fahT ).
Ant1 bnyi 2

14



Kapitola 1. AG posloupnost nad redlnymi cisly

HG posloupnost je pouze AG posloupnost s prevracenymi cleny! Limita této posloupnosti
je proto s pouzitim ¢&sti iz) 1.1.6:

Véta 1.4.3. Pro libovolnd a,b € R™ plati:

1 ab

HG(e.0) = S0 ~ AGa)

Nyni prichéazi ¢as pro AH posloupnost. Bude mit néco spoletného s predchozimi dvéma
posloupnostmi? Podivejme se, jak se posloupnost chova pro pocateéni prvky ag = 8 a by =

2:
a; bz
8 2
5) 3.2
4.1 3.902439024390 . . .

4.001219512195. ..
4.000000185845 . ..

3.998780859494 . . .
3.999999814155.. . .

4.000000000000. . . 4.000000000000. . .
4.000000000000. . . 4.000000000000. . .

4.000000000000. . .

4.000000000000. . .

AH posloupnost 2 a 8 tedy konverguje zjevné k ¢islu 4. Tento tkaz vysvétli jednoduché
pozorovani, totiz ze soucin obou slozek je pres vSechny prvky posloupnosti konstantni.

Plati:
a+b 2ab

2 a+b
Jelikoz opét obé slozky posloupnosti konverguji ke stejné hodnoté AH(a, b), ta musi splnovat
AH(a,b)? = ab, tedy AH(a,b) = v/ab. Tento trend, kdy se AH drasticky lisf od predchozich
dvou, bude v jistém smyslu drzet i v pozdéjsich c¢astech prace, kdy posloupnosti uvazujeme
nad konecnymi télesy. Adaptace AG a HG posloupnosti budou velmi spriznéné, zatimco
AH s nimi ma velmi malo spole¢ného.

Véta 1.4.4. Pro libovolnd a,b € R™ plati:
AH(a, b) = Vab.

Samoziejmé muzeme misto téchto ttech pruméru uvazit libovolné mocninné priméry
a vSechny takové posloupnosti budou konvergovat, to diky platnym nerovnostem mezi
témito prumeéry. Pro vice o teorii spojené s témito posloupnostmi doporucuji knihu [3].

Na konec této sekce jesté zminme, ze se nemusime zastavit pouze na dvou prumérech. Zo-
becnénd AG H posloupnost pro tii proménné byla zbézné studovand v [7] a byla uvazovana
jejich spojeni s tzv. elipsoiddinimi plosnymi integrdly. Nyni ale obratme list a podivejme
se vice na vlastnosti AG posloupnosti v kontextu teorie ¢isel.

ab.

arby =
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Kapitola 2. AG posloupnost nad koneénymi télesy

Kapitola 2

AG posloupnost nad koneénymi
télesy

Kdyz jsme nyni zodpovédné prozkoumali AG posloupnost nad redlnymi ¢isly, zamysleme
se, jaké informace nam AG muze poskytnout z pohledu teorie ¢isel — podivame se na po-
sloupnost nad konec¢nymi télesy. I v kone¢ném pripadé tato posloupnost skyta hluboka pro-
pojeni se zdanlivé nesouvisejicimi odvétvimi matematiky, konkrétné s eliptickymi krivkams.
O nich ale az pozdéji v kapitole 4. Pro nasledujici kapitoly je predpokladana znalost teorie
kone¢nych téles.

2.1 Zakladni poznatky

Hned ze zacatku narazime na prvni uiskali pti adaptaci posloupnosti. Ne vzdy totiz je soucin
prvki a,b € F, ¢tvercem v F,, tj. mizeme narazit na piipad, kdy nemuzeme psat dalsi
prvek. Navic i pokud je ab ¢tverec, v I, z néj existuji dvé odmocniny. Jak rozlisime tu
spravnou odmocninu? Kvuli tomuto problému se zaméiime na télesa F, s ¢ = p* = —

(mod 4), kde p je prvocislo, pak v F, neexistuje odmocnina z —1. Diky tomu, ze pro
nenulové x je pravé jeden z prvku x, —z ¢tverec, si vzdy muzeme zvolit korektni odmocninu,

aby byla posloupnost korektné definovand i déle.

Poznamka. Ve skutec¢nosti jsme na tento problém narazili i nad redlnymi ¢isly, tehdy
ale byla vSechna kladna ¢isla ¢tverci. Volime tedy odmocninu kladnou, jelikoz nasledujici
prvek je opét kladnym cislem.

Definice 2.1.1. Definujme ,zobecnény Legendreho symbol“ ¢, nad F, tak, ze ¢,(0) =0
a pro « nenulové je ¢,(x) rovno 1, pokud z je v IF, ¢tvercem, a —1 jinak.

Tento zobecnény Legendreho symbol je, podobné jako ten klasicky, multiplika-
tivnim charakterem na F, [10, Ch. 8], tj. plati ¢,(a)¢,(b) = ¢,(ab) pro a,b € F,.
Pro kazdé » € F, plati ¢,(x) = 27 . Kazdy prvek F, je totiz kofenem polynomu

! —x = :c(x% —1) (:cq%l+1) € F,[z]. Pro kazdy z %+ nenulovych &tverci
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Kapitola 2. AG posloupnost nad koneénymi télesy

qg—1

y = a® € F, je ¢islo y kofenem polynomu z 2 — 1 € F [z]. Konecné téleso F, je oborem
integrity, proto ma polynom 2T 1€ F,[z] prave % kotent - vSechny nenulové ¢tverce

;- . g—1 . P o
A% Fq. To znamena, ze koreny polynomu rz +1 Jsou prave nectverce v Fq.

Definice 2.1.2. At a,b jsou ruzné prvky F) spliujici ¢4(ab) = 1. Pak definujeme
AGy,(a,b) jako posloupnost (ay,b,)rZq s (ao,bo) = (a,b) a:

a, + by,
(an+lybn+1) = ( 2 s 'V anbn> 5

pticemz b, volime tak, ze ¢g(ant1bpt1) = 1.

Vysvétleme, proc je nase posloupnost dobie definovana. Nejprve si vSimnéme, zZe a,, a tedy
i b, je vzdy nenulové. Pokud by totiz bylo a,,; = 0, tak musi byt a, + b, = 0, a tedy by
platilo ¢,(anb,) = ¢,(—a2) = —1, jelikoz predpokladame ¢,(—1) = —1. To je vsak spor
s konstrukci posloupnosti.

Vzdy si téz muzeme zvolit hodnotu b, tak, aby b,.;1 bylo definované. Je-li ¢,(a,b,) = 1,
tak jedna z navzdjem opacnych odmocnin z a,b, je v F, nenulovym ctvercem, opét diky
predpokladu ¢,(—1) = —1. Muzeme pak zvolit b,y takové, ze plati ¢,(an4+1b,4+1) = 1.

Sjednoceni vsech posloupnosti AGg, (a,b) budeme reprezentovat jako orientovany graf.

Definice 2.1.3. Definujme roj (angl. swarm) AGg, = (V, E) jako orientovany graf, kde
(a,b) € V, pravé pokud plati ¢4(ab) = 1, a ((a,b), (c,d)) € E, pravé pokud plati (c,d) =
(al,bl), kde (ao,bo) = (a,b).

Umluva. U orientovanych grafu rozlisujeme komponenty slabé a silné souvislosti. My
se v textu budeme zabyvat pouze komponentami slabé souvislosti. Pro stru¢nost a lepsi
c¢itelnost budeme tyto komponenty nazyvat jednoduse komponenty souvislosti.

Piiklad 2.1.4. Pojdme si udélat piedstavu o grafu, se kterym pracujeme, konkrétné se
podivejme na AGg,. Zvolme dvojici (1,2) € AGg, a pisme posloupnost AGg,(1,2):

(1,2) — (5,3) — (4,1) — (6,5) — (2,4) — (3,6) — (1,2),

vrchol (1,2) je proto ¢lenem cyklu délky 6. Pokud mame v grafu orientovanou hranu
(a,b) — (c,d), tak jisté vede hrana i mezi (b, a) a (¢, d), proto napiiklad vede hrana z (2, 1)
do (5,3) a podobné. Vypoctem lze ovérit, ze prvky mimo cyklus - (2,1), (3,5) a podobné,
jiz. predchiidce nemaji. Toto je jedina komponenta souvislosti grafu AGy..

Podivejme se nyni na graf AGg,,. Zvolme dvojice (1,3), (1,5) a (10,6) a piSme jejich
posloupnosti:

(1,3) — (2,6) — (4,1) — (8,2) — (5,4) — (10,8) — (9,5) — (7,10) — (3,9) — (6,7) — (1, 3),
(1,5) = (3,4) = (9,1) — (5,3) — (4,9) — (1,5),
(10,6) — (8,7) — (2,10) — (6,8) — (7,2) — (10,6).
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Opét plati, ze v kazdém z téchto pripadu maji vSechny prvky cyklu pravé jednoho
predchudce mimo cyklus. Tito predchudci jsou uz listy. Tyto tfi komponenty souvislosti
tvorii cely graf AGg,,. Vsimnéme si, ze pokud vezmeme druhou posloupnost a vynasobime
kazdy prvek —1, tj. 1 — 10,2 —— 9, tak ziskdme ptfesné posloupnost tieti. Komponenty
souvislosti obsahujici prvky (1,5) a (10,6) jsou proto isomorfni.

Obrézek 2.1: Roj AGy,.

e
e o N /\o\

Obrazek 2.2: Neisomorfni komponenty souvislosti roje AGp,, .

Nyn{ se podivdme na vlastnosti grafu AGy,. Zacnéme zlehka, konkrétné z kolika vrcholu
a hran je vlastné nas graf tvoren.

Véta 2.1.5. Graf AGy, ¢itd w vrcholi a stejny pocet hran.

Diikaz. Usporddand dvojice (a,b) nélezi do AGg,, pravé pokud plati ¢4(ab) = 1, tedy bud
jsou a, b obé ¢tverci v IF, nebo ani jedno. Pocet usporddanych dvojic ruznych nenulovych
¢tvercu je roven % . % a stejny pocet prispivaji dvojice nec¢tvercu. Dohromady ziskdme

2. w vyhovujicich dvojic. Protoze z kazdého vrcholu vychazi pravé jedna orientovand
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hrana, pocet hran je roven poctu vrcholu. O

Grafy z prikladu jsou tvoreny z nékolika komponent souvislosti, které maji vsechny velmi
specificky tvar, tj. cyklus, kde z kazdého jeho vrcholu vychazi jedina hrana. Tento tvar je
typicky a libovolnad komponenta jej tvori.

Definice 2.1.6. Souvisly orientovany graf G' nazveme medizou, pokud je tvofen jedinym
cyklem H, a navic pro kazdy vrchol W € H existuje unikdtni pifedchidce’ mimo cyklus,
ktery sdm nemad predchudce a zadného jiného naslednika.

Ukdzeme si, Ze komponenty souvislosti grafu AGg, jsou medtizami. Nejprve si charakte-
rizujme, které vrcholy maji v AGy, piedchudce.

Lemma 2.1.7. Virchol (a,b) € AGg, md predchidce, pravé pokud plati ¢4(a® — b*) = 1.

Diikaz. Nejprve piedpokladejme, ze vrchol (a,b) € AGp, mé piedchidce (c, d), plati tedy:

a:c;rd, b=ed.

2P c+d 2—cd— c—d\?
N 2 N 2

je ¢tverec. Naopak at a? — b? je ¢tverec a x je néjakd jeho odmocnina. Pak uvazme vrchol
(a — x,a + x), jeho naslednik je:

Potom:

(a—x+a+x

5 , a2—x2):(a,b).

Véta 2.1.8. Roj AGy, je tvoren z nékolika mediiz.

Diikaz. Graf ma koneény pocet vrcholu, proto kazdy nekoneény sled (u,v) — (ug,v1) —
(ug,v9) — ... obsahuje cyklus délky vétsi nez 1.

Dejme tomu, Ze (¢, d) je clenem néjakého cyklu a jeho predchudce v cyklu je (C, D). Plati
vztahy C'+ D = 2c a CD = d?, tedy {C, D} jsou kofeny polynomu x? — 2¢ + d?. Takovy
polynom ma nad [, pravé dva kofeny — C' a D. Vsichni pfedchidci vrcholu (c,d) v AGg,
jsou proto (C, D) a (D, C).

Jedno z ¢fsel ¢,(C? — D?) a ¢y(D? — C?) je kvili ¢y(—1) = —1 rovno 1 a to druhé —1.
Podle lemmatu 2.1.7 proto mé pravé jeden z vrcholu (C, D) a (D, C) predchudce, ten je
jisté také soucasti cyklu. Kazdy vrchol, ktery neni clenem cyklu, proto nemé piedchudce
a kazdd komponenta souvislosti AGp, je proto medizou. O

LOznaéme G = (V, E). Piedchtidce vrcholu X € V je libovolny vrchol W € V spliujici (W, X) € E.
V tomto pfipadé je X néaslednikem W.
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Priklad 2.1.9. Délky cyklu mediz se mohou pfes ruznd prvocisla drasticky lisit. Z prikladu
2.1.4 vime, Ze pro p = 7 nalezneme v grafu AGp, medizu s délkou cyklu rovnou 6 a pro
p = 11 jsou délky cyklu rovné po fadé 5 a 10. Napiiklad v grafu AGp,, madme mimo jiné
meduzy s délkami cyklu po fadé 9 a 198.

(1,17) = (9,33) 5 (21,37) = (29,24) — - -- > (65, 15) — (40,29) — (1,17),
(1,9) — (5,33) = (4,22) — (13,50) > - - - 5 (21,26) — (57,12) — (1,9).

V grafu AGy,, jsou jediné piipustné délky cyklu velké, po fadé 205 a 410.

Pojd'me si charakterizovat, jaké rizné mediizy muZeme v celém grafu najit. Podle analo-
gie bodu 7) véty 1.1.6 muzeme pfendsobit vSechny vrcholy dané medizy néjakym k € I,
a ziskat novou meduizu, kterou nazveme jejim pritelem. Priklady takovych mediz jsou
medizy v AGy,, obsahujici vrcholy (1,5) a (10,6) = (—1,—5) z piikladu 2.1.4.

Definice 2.1.10. At M C AGy, je mediza a v ni lezi vrchol (a,b). Potom nazveme
libovolnou medizu obsahujici vrchol (ka, kb) pro k € F, pritelem medizy M.

Kolik pratel ma dana meduza? Na to zodpovida nasledujici tvrzent:

Véta 2.1.11. At (a,b) € AGy, lezl v cyklu medizy M a (a;,b;) € AGg,(a,b) je proni
vrchol takovy, Ze existuje k € Fy spliujici (a;,b;) = (ka, kb). Pak pocet prdtel medizy M
je prdave:

qg—1

ord, (k)

Diikaz. Je ziejmé, ze vsechny ostatni prvky cyklu (a;, b;) spliwjici a;/b; = a/b jsou ve tvaru
(ai, b;) = (k"a;, kb;). Oznacme Oy podgrupu grupy F,* generovanou k. Pokud piendsobime
M libovolnym prvkem z Oy, ziskame opét M.

Presnéji, mdme danou akci grup Fy x AGy, — AGp,, kterd pro k € F zobrazi prvek
(a,b) na (ka, kb). Podgrupa Oy je pak stabilizatorem pro libovolny prvek meduzy M. To

znamend, Ze existuje bijekce mezi mnozinou prvku k € Fy, které zobrazi M na jejtho

q—1
ordg (k)

piftele, a faktorgrupou F) /Oy, kterd ma prvki. O

Je-li jediné vyhovujici k rovno 1, tak mediza ma g — 1 ptatel a pro (a;, b;) € AGg,(a, b)
plati a;/b; = a;/b;, praveé pokud (a;, b;) = (a;,b;). Pro taxonomické icely se ndm hodi tyto
spiatelené mediizy uskupit dohromady, zaved me proto pojem hejno.

Definice 2.1.12. At H C AGr, je mediza a Hy,..., Hy jsou vsichni jeji pratelé. Pak
HUH;U---U Hj nazvéme hejnem mediz.

2.2 Vlastnosti grafa

Ohledné meduz je hned nékolik hodnot, které méa cenu zkoumat. Kolik je pro dané p

dohromady meduz? Kolik existuje ruznych hejn? A na jaké délky cykli muzeme narazit?
Pojd'me se na tyto hodnoty podivat trochu podrobnéji.

20



Kapitola 2. AG posloupnost nad koneénymi télesy

~ v

Tyto hodnoty studovali autofi puvodniho ¢lanku [1] a pomoci eliptickych kiivek budeme
moci na tato ¢isla uvést odhady.

Definice 2.2.1. At ¢ =3 (mod 4) je mocnina prvoéisla. Pak oznatme d(F,) pocet vSech
mediz v grafu AGg,. Dale oznacme s(IF;) pocet vSech hejn v grafu AGg, .

V clanku, ze kterého vychdzime, se d(IF,) nazyva jellyfish number, ¢islo s(F,) neni
zminéno vubec a obecné hejna mediz nejsou nijak znacena a jsou zminéna pouze okrajove.
Protoze vime z piikladu 2.1.9, ze délky cyklu se ptfes prvocisla mohou hodné lisit, tak nas
neptekvapi, Ze i celkovy pocet mediiz se chovd pomérné riuznorodé. Pro pfedstavu uvedme
malou tabulku pro prvocisla p < 100.

p

3

7

11
19
23
31
43
47
99
67
71
79 18
83 6

Obrazek 2.3: Tabulka hodnot d(F,) a s(IF,) pro p < 100

SS9
—~

=]
S
~—

V2)
=
]
~

e B

w
e}
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ot
B~ T R W W W N RO

Tato ndhodnd povaha d(IF,) se nese i ddl, na obrézcich 2.4 a 2.5 vidime jednotlivé hodnoty
pro prvocisla p < 10* a p < 10°.

Nékteré hodnoty d(FF,) jsou mnohem vyssi nez ostatni, napiiklad pro p = 99859 mame
d(F,) = 406954. I po sobé jdouci prvocisla mohou mit disproporciondlné ruzné pocty
mediz. Napiiklad pro prvoécislo 1619 je poc¢et meduz roven d(Fi419) = 56 a hned o dum dal u
prvocisla 1627 nalezneme v grafu enormni pocet d(Fig97) = 2227 mediiz, skoro ctyficetkrat
vice. Na grafu vyse tak vidime chovani extrémnich ptipadu, zadné zjevné trendy se nevy-
skytuji.

Cislo s(F,) se chovd mnohem rozumnéji. Piipady, kdy d(F,) je velké, jsou praveé ty, kdy
jsou hejna mald, a proto mezi hodnotami s(IF;) nenachdzime odlehlé hodnoty. Na obrézku
2.6 vidime chovani{ s(F,) pro p < 10°.
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Obrézek 2.4: Cislo d(F,) pro p < 10* Obrézek 2.5: Cislo d(F,) pro p < 10°
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Obrézek 2.6: Cislo s(F,) pro p < 10°

Autofi ¢lanku [1] propojili AG posloupnost s teorii eliptickych kiivek, tém se budeme
vénovat v kapitole 4. Pomoci této teorie dokdzali netrividlni dolni odhad na ¢islo d(F,),
resp. jejich postup ohrani¢i dokonce ¢éislo s(F,). Hlavnim vysledkem jejich ¢ldnku je tvrzeni,
ze pro libovolné malé € > 0 a ¢ dostatecné velké plati:

o(F,) > (% _ g) Vi

V zavéru prace spekuluji, zda je tento odhad asymptoticky optimélni a navrhuji odhad
d(F,) > O(\/qloglogq). Tento odhad neni nijak podlozen. Pojdme se témto odhadim
vénovat.

Nejprve, jak optimalni opravdu je odhad s(F,) (resp. d(FF,))? Porovnejme cislo s(F,)
s funkef /q:

Tésnéjsi odhad ziskdme, pokud uvazime funkce f € O(,/qloglog q), podle navrhu v [1].
I kdyz se autofi hornim odhadum na ¢islo s(F,) nevénovali, zdanlivé jej muzeme téz od-
hadnout funkef tvaru c,/qloglogg.
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700 1 oo

600 7

500 4

400

300 1

200 ] %»-"’?loglog(:r:}

vV L
100 A

T T T T T T
20000 40000 60000 80000 100000 120000

Obrézek 2.7: Porovndni s(F,) s funkcemi /p, \/ploglogp a $./ploglogp.

Domnénka 2.2.2. Ezistuje ¢ € RT takové, Ze pro dostatecné velké q plati:

1
cy/qloglogq > s(F,) > 1\/(_]10?’ log q.

Spocitali jsme hodnoty d(F,) a s(F,) pro vybrané hodnoty p < 10°. Pro tato prvocisla
plati s(F,) > 4\/_log log p, pro p = 350431 plati s(IF,) = 1571 > ,/ploglogp ~ 1507.6.

Dalsi otazkou muze byt, jak spolu souvisi ¢isla d(F,) a s(F,). Zjevné plati nerovnost

d(F,) = s(F,). Co lepsiho muzeme fici? Pokud se podivame, jak se plosné chova (31slo d(]Fqi,

ziskdme velmi zajimavy graf, viz obrdzek 2.8. Vidime, Ze pro p > 7 se ¢islo > ) driz pod

d(IF
hodnotou 0.75 (maximalni podil nastane pro p = 47). To naznacuje, ze libovolny horni

odhad na ¢islo s(F,) nemuze mit jako dusledek asymptoticky silnéjsi odhad na ¢islo d(FF,).

20000 40000 60000 80000 100000 120000

Obrazek 2.8: Hodnoty s(F,)/d(F,) pro p < 1.2 - 10°
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2.3 HG posloupnost

V prvni kapitole jsme si ukéazali, ze pokud misto aritmetického a geometrického primeéru
zvolime jinou dvojici prumeéru, ziskame posloupnosti tzce propojené s AG posloupnosti.
Co tedy se podivat na jejich obdoby v konecnych télesech? Nejprve zapojme do préace
geometricky a harmonicky prumeér, kde definujeme harmonicky prumeér dvou nenulovych
¢isel s nenulovym souctem jako:

2 2ab

+3 a+b

Q=

kde % je multiplikativni inverze ¢isla a. Definujme pak HG-posloupnost nad konecnym
télesem.

Definice 2.3.1. Af a,b jsou ruzné prvky Fx spliujici ¢q(ab) = 1. Pak definujeme
HGr,(a,b) jako posloupnost ((an,bn))slq s (ao,bo) = (a,b) a:

2
(an+17 bn+1) =\ 1T 1> anbn s
an T by

pticemz b, volime tak, ze ¢,(ani1bnt1) = 1.

Definice 2.3.2. Definujme roj HGr, = (V, E) jako orientovany graf, kde (a,b) € V, pravé
pokud plati ¢,(ab) = 1, a ((a,b),(c,d)) € E, pravé pokud plati (¢,d) = (a1,b;), kde
(a07 bO) = <a7 b)

Priklad 2.3.3. Podivejme se na roje HGy, pro p = 7 a 11. Pro p = 7 je jedind komponenta
mediza, jejiz cyklus je nasledujict:

(2,1) = (6,3) = (4,2) = (5,6) — (1,4) — (3,5) — (2,1),
V roji HGy,, zvolme dvojice (3,1) a (5,1) a pisme jejich posloupnosti:

(3,1) — (7,6) — (9,3) — (10,7) — (5,9) — (8,10) — (4,5) — (2,8) — (1,4) — (6,2) — (3,1),
(5,1) = (9,4) — (3,5) — (1,9) — (4,3) — (5, 1),
(6,10) — (2,7) — (8,6) — (10,2) — (7,8) — (6, 10).

Tyto tti cykly jsou cykly vsech mediz v HGg,. Druhé dvé z téchto mediz jsou pratelé,
stejné jako v piipadé roje AGy,,.

Z prikladu 2.3.3 se muzeme dovtipit, ze tato posloupnost je pouze prestrojend AG po-
sloupnost. V tomto presvédceni nas muze utvrdit poc¢et hran a vrcholu i kritérium, kdy
vrchol méa predchudce.

Véta 2.3.4. Graf HGy, citd w vrcholi a stejny pocet hran.

Diikaz. Analogicky k dukazu véty 2.1.5. U
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Lemma 2.3.5. Virchol (a,b) € HGg, md predchidce, prdvé pokud plati ¢,(b* — a®) = 1.

Diikaz. Nejprve predpoklddejme (a,b) mé predchudce (¢, d), plati tedy:

a:2—Cd, b=ecd.
c+d

2¢d \ 2 c—d\*
2— 2: —_ —
oo =d (c+d) ed <c+d)

je ¢tverec, protoZe pracujeme pouze s dvojicemi, jejichZz soucin je ¢tvercem. Naopak at

. . . " ;. . . 2 2_ .
b?> — a? je étverec a z je néjakd jeho odmocnina. Pak uvazme vrchol (%, M), jeho

2b2(b + l’)(b — q:) bz(b2 _ 1’2) 202 . a2
a2 (bQLba: + b2—b$)’ P = m,b = (a,b).

Potom:

naslednik je:

Disledek 2.3.6. Graf HGy, je tvoren z nékolika mediz.

Diikaz. Analogicky k dukazu véty 2.1.8. O

Rozdil mezi obéma grafy je ten, ze vrchol (a,b) pro a, b je soucasti cyklu v prdvé jednom
z grafi AGyp, a HGp,, diky lemmatim 2.1.7 a 2.3.5. To a nebo véta 1.4.3 ndm napovidaj,
jaké bude konkrétni propojeni téchto dvou grafu.

Véta 2.3.7. Plati isomorfismus grafi. AGp, = HGp, .

Diikaz. Uvazme zobrazeni ¢ : AGy, — HGy, uréené predpisem ¢((a,b)) = (1,1).
Ukazeme, ze toto zobrazeni definuje mezi grafy isomorfismus. Opravdu, uvazme orien-

tovanou hranu v grafu AGg,:

(a,b)l—><a—2'—b,\/%>,

poté v grafu HGp, ma ¢((a, b)) hranu:

o= () (2B ()~ ((549)

Jelikoz 9 se zjevné bijekce mezi AGy, a HGp,, definuje mezi grafy isomorfismus. U
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Kapitola 3. AH posloupnost

Kapitola 3

AH posloupnost

Zatim jsme pracovali s dvéma dvojicemi pruméru z trojice — aritmeticky, geometricky
a harmonicky. V této kapitole se proto podivame i na tu posledni — aritmeticky a har-
monicky prumeér. K této, ani HG posloupnosti, nad koneénymi télesy neexistuje podle
nejlepsiho svédomi autora zadna literatura. Stravime néjaky cas nad tvary grafu — pripad
AH posloupnosti je totiz na dvakrat tolik zajimavy, jako ty predchozi.

3.1 Zakladni poznatky

Tentokrat jiz ze zacatku nebudeme pracovat pouze nad koneénym télesem, ale i s bodem
v nekonecnu.

Definice 3.1.1. Af K je téleso. Pak definujeme projektivni primku P!'(K) jako mnozinu
ttid nenulovych vektori (a; : a) € K? s relaci ekvivalence (a : b) ~ (c : d), pravé pokud
existuje A € K spliujici (a,b) = (¢, d).

Pro tiidu (a : b) pro b # 0 zvolime reprezentanta (% : 1) a identifikujeme tifdu (a : b)
s cislem § € [F,. Jedind tiida, kterd takto neni pokryta, je tiida (1 : 0), tu ztotoznime

s bodem v nekonecnu oo. Ten pro m € I, spliuje:

Pomoci projektivni piimky muzeme v plném rozsahu definovat a studovat AH posloup-
nost nad konecnym télesem.
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Kapitola 3. AH posloupnost

Definice 3.1.2. At a,b € Fy jsou rizné. Pak definujeme AHp, (a,b) jako posloupnost
((an, bn))nZo s (a0, bo) = (a,b) a

an + by, 2
n 7bn - y .
(a +1 +1) ( 9 1 + 1%)

Vsimnéme si, ze naslednik bodu (a, —a) pro a € F, je (0, 00) a néslednik (0, c0) je (o0, 0).
Bod (00, 0) je naslednik sama sebe.

Pokud ¢,(2) # 1, tak se kazdy afinni* bod zobrazi opét na afinni bod. Pripustme, ze pro
néjakd (ao, bp) a n nezdporné plati =0, pak i ayy1 + b1 = 0. Musi pak byt:

1
an+1 b1

an + by, n 2a,b,
2 a, + b,
(an + bp)? + 4ayb, = 0,

a 2 4a
" 4+1 — =0
(1) +52=0

a,\? 6a
n "] =
(bn> #3041

=0,

Poznamenejme, ze b,, # 0. Tato kvadratickd rovnice mé kofen nad F,, pravé pokud 2 je v I,
ctvercem. Pro télesa, kde 2 je ¢tvercem, mohou nékteré posloupnosti AHg, (a, b) obsahovat
body v nekonec¢nu a musime jiz pracovat s projektivni ptimkou. Budeme vzdy pracovat
pouze s posloupnostmi, které obsahuji alespon jeden afinni prvek. Nejprve se podivame na
telesa F, s ¢ = +£3 (mod 8).

Definice 3.1.3. Definujme roj AHg, = (V, E) jako orientovany graf, kde (a,b) € V, pravé
pokud a,b € F, nebo {a, b} = {0, 00}. Pro libovolnd a, b, ¢, d € P*(F,) plat{ ((a, b), (c, )) €
E, pravé pokud (c,d) = (ay,b1), kde (ag,by) = (a,b).

Umluva. Kazdy afinni bod ma v grafu zjevné nejvyse dva predchudce. Toto je poruseno
pro body v nekoneénu, kde bod (0,00) ma predchudcti hned ¢ — 1 — body (a, —a), viz
pifklad 3.1.4. Cisté z divodu elegance, ktera se prokéze v kapitole 5, budeme uvazovat =2
bodu (0,00) a (00,0), kazdy piislusici jedné dvojici bodu (a, —a) a (—a, a). Domluvime se
tedy, ze pro a,b € F spliwjici a # +b body (a, —a) a (b, —b) nelezi ve stejné komponenté
souvislosti grafu AHg, . Naopak uvazujme, ze body (a, —a) a (—a, a) ve stejné komponenté
souvislosti lezi.

Piiklad 3.1.4. Podivejme se na graf AHp,, a dva prvky, (1,3) a (3,2). Komponenta
souvislosti obsahujici (1,3) je mediza, komponenta obsahujici (3,2) je tvorena z cyklu, ke
kazdému prvku cyklu je piipojen vyvazeny binarni strom hloubky 2.

Dale se podivejme na graf AHp,,. Zde pro nas jsou zajimavé dvé komponenty souvislosti,
konkrétné ty obsahujici body (1,5) a (1, —1) € AHg,. Ty vypadaji nasledovné.

'Bod (a,b) € AHp, takovy, ze a,b € F,, nazveme afinnim.
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6
5@ e G- @
= o3
@

Obrazek 3.1: Komponenty souvislosti grafu AHp,,.

/
\

Obrazek 3.2: Komponenta roje AHp,, obsahujici (1,5).

Na piikladu 3.1.4 vidime, Ze pro ¢ = +3 (mod 8) pfi vizualizaci AH posloupnosti ziskdme
krom meduz i tzv. vulkdny hloubky 2. V piipadé ¢ = +1 (mod 8) jsou tyto vulkdny dokonce
jesté hlubsi a nékteré obsahuji (oo, 0). Tato terminologie neni vybranéd autorem, setkame
se s ni v kontextu eliptickych kiivek [14].
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¢

Obrazek 3.3: Komponenta roje AHp,, obsahujici (1, —1).

Definice 3.1.5. Souvisly orientovany graf V' nazveme vulkdnem hloubky k, pokud lze jeho
vrcholy rozdélit do k£ 4 1 disjunktnich mnozin Vg, ..., V; a:

(i) Podgraf grafu V' indukovany prvky Vj je cyklus, kde kazdy jeho ¢len mé unikétniho
predchudce mimo cyklus,

(ii) pro 0 < i < k méa kazdy vrchol W € V; unikdtniho néslednika ve V;_; a dva
predchudce ve V4,

(iii) kazdy prvek Vj je listem.

Vsimnéme si, ze mediza je pouze vulkdnem hloubky 1. Predtim, nez ukazeme, ze grafy
AH posloupnosti pro ¢ = 3 (mod 8) nabyvaji téchto tvart, se pozastavme nad spojenim
AH posloupnosti s dvéma ptredchozimi posloupnostmi, které jsme studovali. I kdyz vetsi
vulkdny AG posloupnost nikdy netvori, pro napiiklad p = —1 (mod 4) ziskdme v nékterych
pripadech AH posloupnosti téz medizy. Klicové rozdéleni bude podle ¢(ab) pro jednot-
livé dvojice. Hned uvidime, ze toto ¢islo je pro jednotlivé komponenty souvislosti stejné,
a dokazeme silnéjsi tvrzendi.

Véta 3.1.6. Bud q = p* mocnina prvocisla. Pak:
(i) pocet afinnich vrcholii (a,b) € AHg, takouvijch, Ze ¢q4(ab) =1, je w,
(ii) pocet afinnich vrcholii (a,b) € AHg, takovijch, Ze dpq(ab) = —1, je @,

(#i) pocet hran v celém grafu vychdzejicich z afinnich vrcholu je (¢ — 1)(q — 2).
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Diikaz. V piipadé, kdy ab je v F, nenulovym ¢tvercem, lezi v roji AHp, prave dvojice (a, b),
az na pifpad, kdy a = b. Pokud je sou¢in dvou prvku &tverec, tak jsou bud oba étverce,
nebo ani jeden. Pocet dvojic nenulovych prvku (a,b), jejichz soucin je ¢tverec, spocitame
tedy souctem poctu dvojic ruznych ¢tvercu, resp. nectvercu. Toto je q;21 . % + q;21 . q;;’ =
(qfl)g(qf?»)_

V piipadé, kdy ab neni v F, nenulovym ctvercem, lezi v roji AHg, vSechny dvojice (a, b).
Takové dvojice maji jednu slozku, kt(;zré, je ¢tvercem, a druhou, ktera neni. Vyhovujici pocet

=1 _ (¢=1)

. 1 1 1 . . <1, , ., ;o
je proto &= - &= 4 4= . 4= = ¥~ Konecné, z kazdého afinntho vrcholu vychdzi pravé

jedna hrana, proto pocet hran je:

(q—1)(q—3) , (¢g—1)
9 T

=(¢—1)(g—2).
O

Grafy AHp, a AGp, jsou velmi odlisné. Na piikladu 2.1.9 vidime, Ze komponenty roje
AGr, mohou mit mnohondsobné vice prvki, nez je q. Zato v pifpadé AH posloupnosti
pocet prvku znacné omezi stejny invariant jako v redlném piipadé — soucin jednotlivych
slozek prvku.

Lemma 3.1.7. Uvazme roj AHg, a néjakou jeho komponentu souvislosti V. Pak je pres
vSechny afinni vrcholy (a,b) € V' soucin ab invariantni.

Dukaz. Staci ndm ukazat, ze pro vrchol (a,b) a jeho néaslednika plati a1b; = ab, jelikoz
(ay,b) ma pravée dva predchudcee, (a,b) a (b,a). A opravdu:

a+b 2ab
2 a+b

= ab.

a by =

g

Dusledek 3.1.8. Kazdd komponenta souvislosti v roji AHg, obsahuje nejvyse g—1 afinnich
vrcholi.

Diikaz. Pro dané nenulové k € Fy je nad F, jisté ¢ — 1 dvojic se soucinem k, konkrétné
(a, S) pro a € F7. Podle predchoziho lemmatu 3.1.7 maji vSechny prvky jedné souvislé
komponenty stejny soucin prvku, je jich proto nejvyse ¢ — 1. U

Poznamenejme, ze ze vSech ¢ — 1 dvojic prvku s danym souc¢inem ne nutné vSechny lezi
v r0ji, napiiklad v télese Fy;, pro soucin roven étyfem, nevyhovuje dvojice (2,2). Lemma,
které jsme zminili pfed chvili, nam téz umozni adaptovat vétu 2.1.11, tentokrat je totiz
pocet pratel grafu k dané souvislé komponenté velmi omezeny.

Definice 3.1.9. At (a,b) € AHg, lezi v souvislé komponenté V. Potom nazveme libovolnou
souvislou komponentu obsahujici prvek (ka, kb) pro k € F, piitelem V.
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Véta 3.1.10. At (a,b) € AHg, lezi v komponenté souvislosti V, kterd obsahuje pouze afinni
vrcholy. Pak pocet pratel V' je roven:

(i) q — 1, pokud (—a,—b) nelezi ve V,
(i) S, pokud (—a,—b) lezi ve V.

Diikaz. Dukaz je prakticky stejny, jako dukaz véty 2.1.11, tentokrat ale pokud pro k& # 1
lezi (a,b) a (ka, kb) ve stejné komponenté, podle lemmatu 3.1.7 mus{ platit ab = k?ab,
tj. k = —1. Nosna mnozina grupy Oy sestrojené analogicky k dikazu véty 2.1.11 je proto
podmnozinou {1, —1} a dojdeme k tomu, ze V' ma prave #(:ltl) e{q—1, ‘1;—1} pratel. O

V piipadé, ze komponenta obsahuje body v nekonecnu, pak predchudci prvku (0, 00)
jsou (+a, Fa), tedy tato komponenta ma q;21 pratel. Poznamenejme, Ze ve zdanlivé vétsiné
grafii AHp, se vyskytuji komponenty s g — 1 prateli, stejné jako jiné komponenty, které
maji pratel pouze q;21.

Definice 3.1.11. At H C AHjp, je komponenta souvislosti roje a Hy, ..., Hy jsou vsichni
jejl pratelé. Pak H U Hy U - - - U Hy nazvéme hejnem.

3.2 Struktura grafu

AH posloupnost se od AG posloupnosti na nékolika mistech principidlné 1isi, presto se na
jednom misté shoduji. Jejich grafy maji pozoruhodné pravidelnou strukturu. V pozdéjsich
¢astech prace tuto strukturu do jisté miry vysvétlime. Bez dalstho otdleni proto pojdme
opravdu dokézat, ze grafy AHp, majf tu strukturu, kterou jim piipisujeme. Nejprve klasi-
fikujeme, kdy ma prvek predchudce.

Lemma 3.2.1. Afinnd vrchol (a,b) € AHg, md predchidce, prdvé pokud ¢q(a* — ab) = 1.
Diikaz. Nejprve predpoklddejme, Ze (a,b) mé predchudce (¢, d), plati tedy:
c+d b 2cd

2 e+ d

( b)_c—i-d c+d 2cd\  (c—d 2

WV E T T2 T erd) T (T2

je ¢tverec. Naopak at a(a — b) je ¢tverec a x je n&jakd jeho odmocnina. Podle definice roje
nemuze platit a® # a(a — b), tedy v AHp, lezi vrchol (a — z,a + z). Jeho néslednik je:

(a—x;raﬁtx’ 2(§a_—xxl(zj:z)) ~(ab).

Potom:
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Poznamka. Lemma 3.2.1 pro a = —b ndm fik4, ze vrchol (a, —a) € AHp, mé ptredchudce,
pravé pokud plati ¢,(2) = 1.

Diky tomuto tvrzeni dokdZzeme poskytnout parcidlni odpovéd na otdzku, jak vypadaji
komponenty souvislosti v AHg,_ . Prozatim se zaméfime na piipady ¢ = 3,5 (mod 8), lemma
3.2.1 nam rozdéli praci pro tyto dva pripady.

Disledek 3.2.2. UvaZme afinni vrchol (a,b) € AHg,. Potom:
(i) pokud pg(—ab) = —1, tak md prdvé jeden z vrcholii (a,b) a (b,a) v AHp, predchidce,

(ii) pokud ¢4(—ab) = 1, tak maji v AHg, predchidce bud oba vrcholy (a,b) a (b,a), nebo
ani jeden.

Diikaz. Pokud ¢,(—ab) = —1, tak soucin ¢isel:
a(a —b)-b(b—a) = —ab(a — b)*

¢tverec neni, tak je pravé jedno z ¢isel a(a — b) a b(b — a) ¢tvercem, tedy diky lemmatu
3.2.1 m4 prévé jeden z vrcholu predchudce. Pokud naopak ¢,(—ab) = 1, tak jsou bud obé
¢isla ¢tverci, nebo ani jedno, coz koresponduje s pocty predchudctu prislusnych vrcholu. [

V piipadé ¢ = 3 (mod 8) nenf —1 v F, ¢tvercem, a proto a,b s ¢,(ab) = 1 ma pravé
jeden z vrcholu (a,b), (b,a) predchudce. Pokud ab nenf ¢tverec, tak bud oba vrcholy maji
predchudce, nebo ani jeden. Pro ¢ = 5 je tato situace prohozena.

Jédro celé charakterizace grafu AHg, pro ¢ = £3 (mod 8) spocivé v nasledujicim tvrzent:

Lemma 3.2.3. Af ¢ = 3,5 (mod 8) je mocnina prvocisla. Pripustme, Ze v AHg, mdme
sled afinnich vrcholi A — B +—— C —— D, kde B = (a,b) je bod spliiujici ¢,(—ab) = 1.
Potom kazdy jiny sled vrcholi v AHg, splriujici X w—— Y —— Z —— D také spliiuje Z = C.
Diikaz. Bez djmy na obecnosti pisme B = (1,b), pak pozadujeme ¢,(—b) = 1. Fakt, ze
B ma predchudce (jimz je A), diky lemmatu 3.2.1 znamen4, ze existuje x € F, spliujici
1 — b= 22. Nyni si spocitejme body C, D:
b+1 2b V> +6b+1 4b(b+1)
(L) r— | —, —— , =
2 "b+1 4b+1) "2 4+6b+1

S

~~

c
Piedchudce D ruzny od C' je roven:

B 2b | b+1 .
b+1 2
Tento bod m4 sdm piedchudce podle dusledku 3.2.2. At (X,Y) a (Y, X) jsou dva predchudci
D, ti splnuji soustavu:

X+Y 2
2 b+l
2XY 1
_br = XY =b.

X+Y 2
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Cisla X,Y jsou tedy kofeny kvadratické rovnice U? — bi—blU + b = 0 nad F,. Tyto kofeny
spocitame explicitné:

20 ++/—b(b—1) 2b—+/—b(b—1)
{X’Y}:{ b+ 1 ’ b+ 1 }

pii néjaké volbé odmocniny z —b, kterd dle predpokladii lezi v IF,. Konecné ukdzeme, ze
(X,Y) nemd predchudce, z toho podle dusledku 3.2.2 plyne, ze i (Y, X') nemé predchudce.
K tomu nam diky lemmatu 3.2.1 staci ovéfit, ze ¢islo X (X —Y), které je rovno:

20 +/=b(b—1) <2b+\/—_b(b—1) _2b—\/—_b(b—1))

b+1 b+1 b+1
2b +v/=b(b— 1) B
prap VTS
2(b—1)

m~[2\/—_bb—b(b—1)]:

2b(b — 1) (-1,
W-[2\/—_—(b—1)]——(b+1)2 (1—V=b),

neni v F, ¢tvercem. Diky existenci « € F, splitujictho 22 = 1 — b, pisme:

Bq(2b(b = 1)) = 94(2) - Bg(b) - Dg(b — 1) = =1 &, (b) - By(—2?)
= =1 (=) - py(2*) = =1-1-1=—1.

Dohromady mame ¢,(X(X —Y)) = 1-(—-1) = —1, tedy oba pfedchudci E nemaji
predchudce. Pokud proto existuje sled ¢tyr prvku koncicich v D, pak ptredposledni clen
nutné musi byt C. U

Poznamka. Nad télesy, kde ¢,(2) = 1, lemma neplati, viz napt. obrazek 3.2.
Nyni dokazeme hlavni vétu této sekce.

Véta 3.2.4. Af ¢ = 3,5 (mod 8) je mocnina prvocisla. Pak roj AHp, vypadd ndsledovne:
(i) Pokud g =3 (mod 8), tak:

e sjednoceni komponent souvislosti obsahujicich prvky (a,b) spliujici ¢,(ab) = 1
je tvoreno mediuzami,
e sjednoceni komponent souvislosti obsahugicich proky (a,b) spliugjici g (ab) = —1
je tvoreno vulkany hloubky 2.
(ii) Pokud ¢ =5 (mod 8), tak:

e sjednoceni komponent souvislosti obsahugjicich prvky (a,b) spliujici ¢,(ab) = 1
je tvoreno vulkany hloubky 2,
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e sjednoceni komponent souvislosti obsahugicich proky (a,b) spliiugici p,(ab) = —1
je tvoreno medizami.

Dikaz. Ukazeme, ze komponenty souvislosti obsahujici body (a, b) spliujici ¢,(—ab) = —1
tvoi{ medizy a komponenty souvislosti obsahujici (a,b), pro néz je naopak ¢,(—ab) = 1,
tvori vulkany hloubky 2.

Pokud plati ¢,(—ab) = —1, tak podle dusledku 3.2.2 ma prave jeden z vrcholu (a,b) a
(b, a) predchudce. Jako v piipadé AG posloupnosti tedy vyberme libovolny vrchol (a,b),
a # b, a hledejme dalsi ¢leny posloupnosti (aq, by), (az, b2), ..., dokud nedojdeme do cyklu.
At (c,d) je ¢lenem cyklu a jeho predchudci jsou vrcholy (C, D), (D,C). Vime, 7Ze jeden
z téchto dvou nema predchudce a ten druhy proto musi byt ¢lenem cyklu. Komponenta
souvislosti obsahujici (¢, d) je tedy medizou.

Nyni ptijde ta zajimavéjsi ¢dst, tedy ze pokud ¢,(—ab) je rovno jedné, tak komponenta
souvislosti obsahujici libovolny vrchol W = (a,b) je vulkan. Stejné jako v piipadé AG,
posloupnosti pisme sled néasledniku vrcholu V:

(CL, b) — (al,bl) — (ag,bg) — ...

Mame nekonecné definovanou posloupnost na koneé¢né mnoziné vrcholu, jednou proto
vstoupi do cyklu, ktery ma délku vétsi nez jedna. Dejme tomu, Ze (c¢,d) je ¢len cyklu,
potom mu muzeme psat nekoneénou posloupnost piedki lezicich v cyklu. At je tedy
(C, D) predchudce (c,d) nelezici v cyklu. V dukaze lemmatu 3.2.3 jsme si ukazali, ze
(C, D) ma dva predchudce a ti jiz pfedchudce nemaji. Toto plati pro kazdy ¢len (c,d)
libovolného cyklu. Tim tedy ziskavame, ze kazda komponenta souvislosti v tomto pripadé
tvori vulkany hloubky 2. O

Tato charakterizace byla pomérné pracna, presto je pouze polovina valky vyhrana. Za-
prvé, co kdyz uvézime konecnd télesa F,, kde ¢ = p¥ a p = 1,7 (mod 8)? Nebo je charak-
teristika télesa p = 3,5 (mod 8), ale ¢ = p* je Etverec? V takovych piipadé plati ¢,(2) = 1,
a navic kazdy list v grafu AHIFpt m4 v grafu AH,» = AH, pfedchudce. Napiiklad rozsifme
komponentu obsahujici (1,3) z piikladu 3.1.4 nad télesem Fiy2, pak ziskdme komponentu
v obrazku 3.4.

Vulkdan mé tedy o jedna vyssi hloubku. V ptipadé rozsiteni lichého stupné jsou grafy
shodné. Pii rozsiteni sudého stupné muzeme ziskat alespon jednoduché odhady na hloubku
bindrniho stromu, ktery je ptripojen ke ¢lenu cyklu. Dukaz, ze vSechny listy maji stejnou
hloubku pfes vSechny takové stromy, tedy ze graf je opét vulkdnem, je jiz nad moznosti
zakladni teorie cisel.

Dusledek 3.2.5. Bud ¢ = p™ a V C AHg, vulkdn hloubky h a (a,b) néjaky jeho prvek.
V grafu AHFqk lezi (a,b) ve stromu zakorenéném v cyklu. Potom vyska tohoto stromu je
alespori h + v (k).

Diikaz. Postupujme indukel podle vo(k). Pripad k lichého pokryva véta 3.2.4. At nyni
véta plati pro néjaké £ > 0 a vSechna k s vy(k) = ¢. Pokud (a,b) je list v F & pro néjaké
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Obrazek 3.4: Rozsiteni piikladu 3.1.4 nad Fyy2 = Fyq[i]

k, pak plati ¢r(a(a — b)) = —1 a tedy a(a — b) je ¢tvercem v F2r. Vrchol (a,b) mé proto
dva predchudce (a + z,a F ) € AHg ,, a vysla stromu obsahujictho (a,b) mé v AHg ,,
hloubku alespon o jedna delsi, nez v AHFqk. Snadno pak ziskame dokazované tvrzeni. [J

Uved'me si zde zndmé lemma z olympiddni matematiky, tzv. Lifting the Exponent lemma,
které hodnotu vy (k) ukotvi k &fslu pF — 1.

Véta 3.2.6. (LTE lemma) At a je liché a k sudé. Pak plati:
ve(a® — 1) = wy(a — 1) +va(a + 1) + v (k) — 1.

Diikaz. Vyuzijeme vzorec a* — 1 = (a — 1)(a*"' 4 --- + 1). Pokud je k délitelné lichym
prvocislem a a liché, tak ve druhé zavorce sc¢itame lichy pocet lichych clenu, ziskame tedy
liché ¢islo a plati va(a® — 1) = wve(a — 1). Staci nam tedy uvazovat pifpad, kdy k = 2 je
mocnina dvojky. Pak rozlozime:

¥ —1=(@"" +1)-(®+1(a+1)(a—1).
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Kvadratické zbytky modulo 4 jsou pouze 0 a 1, tedy kazda az na posledni dvé zavorky je
sud4 a nedélitelnd ¢tyimi. Tyto zdvorky proto do 2-valuace éisla a® — 1 piispivaji po jedné
a jelikoz jich je t — 1 = wy(k) — 1, jsme hotovi. O

Dusledek vyse spolu s vétou 3.2.4 pak ukazuje, ze hloubka vulkanu je urcitym zpusobem
spojena s va(q — 1).

3.3 Vlastnosti grafa

I v pripadé AH posloupnosti se muzeme divat na empirickd data ohledné jednotlivych
parametrii. Ukédzali jsme, ze pro ¢ = 3,5 (mod 8) jsou komponenty souvislosti v roji AHp,
vulkany hloubky 1 a 2. V kapitole 5 ukazeme, Ze i pro ostatni mocniny prvocisel q tvori
komponenty souvislosti roje AHp, vulkdny. Jakou hloubku maji tyto vulkdny pro kompo-
nenty obsahujici body (a,b) splaujici ¢,(ab) = 1, resp. ¢,(ab) = —1?7 Ukazme si malou
tabulku téchto hloubek.

P hloubka vulkanu obsahujici hloubka vulkant obsahujici
prvky (a,b) s ¢,(ab) =1 prvky (a,b) s ¢,(ab) = —1

11
13
17
19
23
29
31
37

l\DHM»—t»—*»&[\D}—‘»—t[\D|
U = W N = = DN W DN

—_

Obrazek 3.5: Tabulka hloubek vulkanu pro p < 40.

Vsimneme si dvou véci, nejprve zddrné vzdy bud komponenty souvislosti obsahujici body
(a,b) s ¢4(ab) = 1 nebo komponenty obsahujici body (a,b) s ¢,(ab) = —1 jsou vulkdny
hloubky 1, tj. medizy. Kvuli hloubkdam vulkanu pro po fadé p = 17 a p = 31 se muzeme
dovtipit, jaka hloubka nastane v obecném piipadeé.

Domnénka 3.3.1. Komponenty souvislosti roje AHg, obsahugici body (a,b) spliugici
dp(ab) = 1 jsou vulkdny hloubky va(p — 1). Komponenty souvislosti obsahujici body (a,b)
spliugici ¢,(ab) = 1 jsou vulkdny hloubky vo(p + 1).
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V kapitole 5 tuto domnénku dokazeme a uréime hloubku vulként pro libovolné konecné
téleso I, liché charakteristiky. Vzhledem k tomu, ze hloubky grafii se mohou prvoéislo od
prvocisla zasadné lisit, tak se nebudeme v této sekci vénovat heuristikam ohledné poctu
komponent, resp. poc¢tu hejn. Podivame se ale, jak tato dvé ¢isla souvisi spolu.

Definice 3.3.2. At ¢ je mocnina prvocisla. Pak ozna¢me D(F,) pocet vsech souvislych
komponent v grafu AHp, , které obsahuji alespon jeden afinni prvek. Navic, oznacme S(IF,)
pocet vSech hejn v grafu AHp, , které obsahuji alespoi jeden afinni prvek.

Véta 3.3.3. Plati retézec nerovnosti:

S(Fq) 2

Diikaz. Tato véta je piimym dusledkem véty 4.3.3, jelikoz kazdé hejno piispiva bud %
nebo ¢ — 1 medizami do poctu D(F,).

O

Silnéjsi odhady zdéanlivé nenajdeme. Pro napiiklad p = 11 plati D(IFy;) = 10 a S(Fy;) =
2, tj. D(Fy1) = S(F11) - 2. Obdobné vztahy plati pro p = 19,67,107,131, . ... Na druhou
stranu rovnost D(F,) = (p — 1)S(F,) nenastane pro p < 10°. Pro p = 11243 nastane
D(F,) = 753214 a S(F,) = 68, tj. 2Fee-D — 1 015

D(Fp)
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. . te .
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Obrézek 3.6: Cislo 2E2-=l) 16 ) < 104
D(Fp)
3.4 Dynamické systémy
AH posloupnost se od dvou, které jsme studovali pred chvili, lisi také tim, ze nemusime

nijak vybirat tu ,spravnou” odmocninu. Tato posloupnost je tim mnohem jednoduseji
studovatelnd, protoze je udana zobrazenimi, ktera jsou pouze lomenymi funkcemi.
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V AH posloupnosti zobrazime prvek (z, 1) na (xTH, f—ﬂ) Jaké poznatky muzeme vytézit,
kdybychom i tento prvek znovu normalizovali na (%, 1)? Poté se zabyvame iteraci
zobrazeni:

(r+1)2
T
4x

a jejim chovéanim na P!(F,). Toto je pfesné tikolem oblasti matematiky studujici dynamické
systémy lomenych funkci nad koneénymi télesy.

Dynamické systémy byly pres posledni dekddy hojné zkoumény, i presto se o nich vi
pomérné mélo. Prehledovy ¢lédnek z roku 2013 [4] davéa do kontextu, kolik jejich struktury
je nam zatim neznamo, dokonce i pouhé ocekavané chovani dynamického systému.

VyfeSené dynamické systémy se zabyvaji aditivni strukturou F, a nebo pouze jeho mul-
tiplikativni strukturou. Priklady takovych systému jsou tvaru z —— ax ¢ © —— x + b,
pripadné systém z — az+b. My se zabyvame systémem, kde obé struktury kombinujeme,
a proto se nemuzeme divit, ze znalosti o této posloupnosti neprijdou zdarma. Ptikladem
takového systému je z — 2?2 + ¢ [9] — zobrazeni, které nad komplexnimi &fsly studoval
Mandelbrot a je spojen s fraktaly. Studium tohoto systému nad konecnymi télesy vedlo
mimo jiné na tvorbu Pollardova-Rho algoritmu na rozklddani celych ¢isel [13].

Jak presné ale souvisi nas systém s AH posloupnosti?

Definice 3.4.1. M¢&jme = € P}(F,) \ {1}. Pak definujme orbitu O(z) jako mnozinu:

{z, f(), f(f (@), F(f(f(2))), ..},

kde f = %. Dynamicky systém D; = (P'(F,), E) definujeme jako orientovany graf

takovy, ze pro a,b € P!(F,) plati (a,b) € E, pravé pokud f(a) = b.

Uvazme surjektivni zobrazeni g : AHg, — P'(F,) dané g(a,b) = ¢. Potom se na kazdy
nenulovy prvek z € [F, zobrazi pravé ¢ — 1 prvki AHp,, konkrétné body (ar,a) € AHg,
pro a € F. Prvky 0 a co maji kazdy pravé jeden predobraz. Kazdé hejno v grafu AHp, se
pak pod g zobrazi na jednu komponentu souvislosti v D;. Navic rozdéleni grafu na body
(a,b) podle ¢4(ab) je zachovano. To proto, ze pro bod (a,b) € AHp, plati ¢,(ab) = 1, prave
pokud plati ¢, (%) =1.

Jelikoz je D; systém dany kvadratickou lomenou funkei, kazdy prvek (vyjma 1) md bud
zadného, nebo dva predchudce. Vime, Ze prvky AHp, chodi v pdrech - pokud (a,b) je
predchudce bodu (z,y), tak je jim i (b,a). Tento fakt koresponduje s tim, ze funkce f je
fixovana pod involuci z — % Pokud tedy z je predchudcem y, tak druhym predchudcem
y je % Zkoumejme dalsi pouta mezi obéma grafy.

Véta 3.4.2. Bod (a,b) € AHy, lezi v cyklu, prdvé pokud bod § € Dy lezi v cyklu.

Diikaz. Dokazeme obménu tvrzeni. Dejme tomu, Ze bod (a,b) nelezi v cyklu grafu AHp,,
poté dle symetrie v ném nelezi ani bod (—a, —b). Podle véty 3.1.7 jsou (a,b) a (—a, —b)
jedini mozni kandidéti na body (z,y) lezici v komponenté souvislosti obsahujici (a,b),
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které splnuji % = 3. Tj. tyto body jsou jedini kandidati na body, které se zobrazi na prvek
7 € Dy. Nejsou-li oba body periodické, pak § nemuze byt periodicky téz.

Naopak je-li bod (a,b) zobrazen na bod mimo cyklus, tak je (—a, —b) téz. To znamena,
ze se v orbite O (%) Jiz nebude znovu prvek % vyskytovat, takze ani v posloupnosti
AHg,(a,b) se bod (a,b) znovu nevyskytuje. Bod (a,b) proto lezi mimo cyklus. O

Pokud mame posloupnost AHp, (a,b):
(a,b) — (a1, by) —> -+ —> (ag, bg) —> ...,

kde (ag, bx) je prvni prvek cyklu, pak v orbité:

o) (1285}

je ‘;—: prvni periodicky bod. Z toho muzeme diky vétam 3.2.4 a 3.4.2 odvodit nasledujici.

Dusledek 3.4.3. At (z,y) € AHg, je clenem cyklu o V' C AHg, je orientovany bindrni
strom zakorenény v (z,y). Ddle oznacme W C Dy orientovany bindrni strom zakorenény
v proku § € PY(F,). Potom plati V =W.

Dusledek 3.4.4. Af ¢ = 3,5 (mod 8) je mocnina prvocisla. Pak graf Dy wvypadd
ndsledovne:

(i) Pokud g =3 (mod 8), tak:

e sjednoceni komponent souvislosti obsahujicich prvky x spliugict ¢,(x) = 1 je
tvoreno medizams,

e sjednoceni komponent souvislosti obsahujicich prvky x spliujici ¢,(x) = —1 je
tvoreno vulkdny hloubky 2.

(ii) Pokud ¢ =5 (mod 8), tak:

e sjednoceni komponent souvislosti obsahujicich proky x spliujici ¢,(x) = 1 je
tvoreno vulkdny hloubky 2,

e sjednoceni komponent souvislosti obsahujicich prvky x spliujici ¢,(x) = —1 je
tvoreno medizami.

Jediny rozdil tak nastava v ohledu cyklu - stejné jako v pripadé AG posloupnosti.
Konkrétne, je-li (a,b) € AHg, je ¢lenem cyklu, tak bud’ prvek (—a, —b) lezi v tom samém
cyklu, potom je délka cyklu v Dy je polovicni, nebo lezi v naprosto odlisném cyklu, pak je
délka cyklu zachovana.

Pomoci dynamickych systémt muzeme znovu dokazat nékteré vysledky ohledné AH po-
sloupnosti, které jsme dokézali v predchozich sekcich. Vlastnosti konecnych téles poskytnou
novy dikaz odhadi, které jsou predmétem dusledku 3.2.5. Sta¢i ndm ukézat, Ze pro z € F,
lezi kazdy piedchudce prvku z € Dy v Fpe.
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Véta 3.4.5. Af ¢ = £3 (mod 8) je mocnina prvocisla a x € E je prvek splnugici:
1 2
Gty
4o
Potom x € Fpe.

Diikaz. Cislo z € Fq lezi v télese Fy, prave pokud je korenem polynomu z¢ — z € F, [z].
Protoze ¢ je mocninou charakteristiky télesa F,, tak pro libovolnd a,b € F, plati kvuli
binomické vété (a + b)? = a? + b?. Specialné:

Y

4x 4x 4x9 n 4x9
20 4 229 4 27 = 220 4 229 41,

0= (2% —1)(297" = 1).

(x+1)7? ((1’+1)2)q_ (2 +2z4+1)7 2% +229+1

Bud tedy plat{ 297! = 1 nebo 297! = 1. Umocnénim téchto dvou vztahti na exponent po
fadé g — 1 a ¢ + 1 ziskame, ze v kazdém ptipadé plati =1, tj. v € Fp. O

Dokézali jsme, ze list (a,b) € AHp, mé v grafu AHg , dva predchudce. Bohuzel ukézat,
ze tyto dva vrcholy jiz pfedchudce nemaji, je obtiznéjsi. Abychom ukazali, ze pro ¢ = 1,7
(mod 8) tvoif komponenty souvislosti grafu AHp, hlubsi vulkdny, vyuzijeme v kapitole 5
teorii spojenou s eliptickymi kiivkami.

Nyni se vénujme otédzce délek cykli v Dy. Nejprve si vSimnéme, Ze rovnice:

(r+1)?
- =q
4x

s parametrem a ma nad IF, feSeni, pravé pokud diskriminant vysledné kvadratické rovnice
2?2+ (2—4a)r+1 =0, tedy 4(1—a)*—4 = 4a(a—1), je nad F, ¢tvercem. Toto koresponduje
s lemmatem 3.2.1. Muzeme ur¢it, kolik prvka v Dy nenf listy.

Véta 3.4.6. Pocet a € F, takovych, zZe ¢y(a® —a) =1, je 2.

Dukaz. Uréime soucet:

Y dulala—1)) = d4(a)g(a—1).

Bez ijmy na obecnosti s¢itejme pies F,\ {1}. Protoze pro libovolné a # 1 plati ¢,(a—1)* =
1, tak diky multiplikativité ¢, mdme ¢,(a — 1) = ¢,(a — 1)~'. Tim ziskdme:

Z Pq(a)dg(a—1) = Z ¢g(a)dy(a—1)7"
= ;% (a — 1) :
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Nynf piejdeme na proménnou r = -+, které splituje a = —*5. Pro kazdé z # 1 existuje
unikatni a # 1 spliujici vztahy Vyse takze:

Z¢q(a2 —a) = Z¢q(a)

a#1

Vime ale, ze v F, lezi stejné kvadratickych zbytku jako nezbytku, takze soucet vyse je
roven —¢,(1) = —1.
Legendreho symbol nabyva pouze hodnot 0,1 a —1, pficemz v nasem souctu figuruje
q

q — 1 sc¢itancu, jeden z nich nulovy. To znamend, ze prave %3 z nich je rovno jedné, coz

jsme chteéli. O

Poznamka. Tento soucet a ostatné i trik, kde podélime vyraz ¢,(a—1)?, je inspirovan teorif
obklopujici tzv. Jacobiho sumy multiplikativnich charakteri nad F,. Konkrétné soucet
Y- dg(ala — 1)) je roven ¢ (—1) > ¢4(a)p,(1 — a), coz je Jacobiho suma ¢,(—1)J (¢, ¢,).
Tyto sumy jsou intimné spojené s poctem feSeni rovnic typu alxlfl + -+ a2’ = k nad
koneénymi télesy. Pro excelentni tivod do jejich studia doporucuji [10].

Disledek 3.4.7. Je-li x € Dy periodicky bod, pak jeho perioda md délku nejvyse %.
Jinak receno, kazdy cyklus v AHy, md délku nejuyse qg—l

Tento vysledek je vsak zjevny pii pohledu na piivodni problém. Totiz kazda komponenta
souvislosti obsahuje podle véty 3.1.8 nejvyse ¢ — 1 afinnich bodu a navic obsahuje jediny
cyklus. Navic ke kazdému prvku cyklu je ptfipojen alespon jeden dalsi prvek, proto kazdy
cyklus ma délku nejvyse Q;zl. Miuzeme ale ohranicit nejvétsi cyklus v grafu i jinak. Ohledné
spodnich odhadt na nejvétsi cyklus v grafu Dy jiz pochodime lépe.

Divejme se na vicenasobné aplikace lomené funkce f = le) stupné dva, jeji n-nédsobna
aplikace ma stupen 2", ptricemz stupen citatele je ostife vétsi, nez stupen jmenovatele.

Podivejme se na nasledujici rovnici:

FO (@) = f(f(.. f(z))) = .

Pokud vynasobime rovnici jmenovatelem, ziskdme polynom stupné 2" roven 0. Jelikoz
IF, je oborem integrity, rovnice ma nejvyse 2" kofenu.

Véta 3.4.8. Bud g = £3 (mod 8) mocnina prvocisla. Potom pro d € {1,2} existuje v Dy
vulkdn hloubky d, jehoz cyklus md délku alespori logy((¢ —1) - (¢ —3)) —d — 2.

Dikaz. Oznacme f : F, — F, : f(z) = (”TH lomenou funkci stupné dva. Potom n-
nasobna aplikace f(™(x ) = f(f ( f(2))) ma stupen 2". Prvek © € Dy tak lezi v cyklu
H_/

délky D | n, pravé pokud f™(z) = x.
Piedstavme si, ze vyndsobime lomenou funkci f™(z) — x jmenovatelem f(™(z), poté
ziskame polynom lezici v F,[z] stupné 2", ktery mé nad F, nejvyse 2" kofenu. Existuje
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proto nejvyse 2" prvku x € Dy lezicich v cyklu délky n. Pocet prvku Dy lezicich v cyklu
délky nejvyse n je proto roven nejvyse:

2422 42" < 2" (3.1)

Zvolme nyni d € {1, 2} a uvazme komponentu V' C Dy slozenou ze vSech vulkanu hloubky
d. Ke kazdému ¢lenu cyklu v € V je pfipojen bindrni strom hloubky d s 2¢ prvky, proto ve
V je prave |V|/2¢ prvki lezicich v cyklech. Diky vété 3.1.6 je toto &islo alespoii:

(¢ =1Dlg=3)
9d+1

Ozna¢me konecné N nejvyssi délku cyklu, ktery ve V najdeme. Podle nerovnosti (4.3.3)
musi platit:

et (@g—=1)(g—3)
2V > S

coz jsme chtéli. O
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Kapitola 4
Propojeni s eliptickymi krivkami

Je pozoruhodné, ze tak jednoduchd véc, jako AG ¢ HG posloupnost, generuje nad
koneénymi télesy tak pravidelné grafy jako meduzy. Toto neni vubec ndhoda, podobné

VVVVVV

kiivek nad konecnymi télesy.

4.1 Rychly tvod do eliptickych krivek

V této sekci rychle a svizné probereme zaklady teorie eliptickych kiivek nad konec¢nymi
telesy. Pro podrobnéjsi text mohu doporucit svou SOC [12], excelentni cizojazytné zdroje
jsou napiiklad [16, 21, 14].

Po celou dobu se pohybujeme v tzv. projektivni prostoru P"(K), tedy mnoziné tiid ne-
nulovych vektoru (ag : +-- : a,) € KHH, kde dva vektory povazujeme za shodné, pokud

jsou vzajemné skalarnimi nasobky. Tyto tiidy nazveme body.

Definice 4.1.1. At A, B, \ € F, jsou takova, ze 443 +27B? # 0 a A # 0, 1. Pak definujeme
eliptickou kiivku ve Weierstrassové tvaru jako mnozinu bodi (z : y : z) € P*(F,) spliiujicich
vztah:

Y?Z = X3+ AXZ? + BZ3,

spolu s tzv. bodem v nekonecnu O. Déle definujeme eliptickou krivku v Legendrové tvaru
jako mnozinu (z : y : z) € P?(F,) spliujicich:

Y27 = X(X - Z)(X — \2),
opét s bodem v nekoneénu. Znacime E/F,, je-li E' definovand nad télesem F,.

Muzeme prejit na tzv. afinni souradnice, kde body (X : Y : Z) sjednotime s body (X/Z :
Y/Z : 1). Jediny bod v nekonecnu (0 : 1 : 0) nema afinni vyjadieni. Na eliptické kiivce
muzeme definovat scitani viz obrazek 4.1. S timto s¢itanim tvori body na eliptické kiivce
abelovskou grupu. Definujeme pak n-nasobek bodu [n]P = P + .-+ P, kde [0]P = O.

—_—

n
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P+Q

Obrazek 4.1: Scitani na eliptické krivce.

Ozna¢me FE(F,) mnozinu bodui na E definovanych nad F, spolu s O. Zminme pak
dulezitou Hasseho vétu, kterd tvrdi, ze pocet bodu na krivce ne prilis lisi od q.

Véta 4.1.2. (Hasse) Bud g mocnina lichého prvocisla a E eliptickd krivka nad F,. Potom
plati:
g+ 1—#E(F,)| < 2\/q.

Dulezité pro nés jsou zobrazeni mezi kiivkami, ktera zachovaji jejich grupovou strukturu.

Definice 4.1.3. At By, E, jsou eliptické krivky nad telesem K. Surjektivni homomorfismus
grup ¢ : B1(K) — E3(K) tvaru ¢ : (x @y : 2) — (u(z,y, 2) : v(z,y,2) : w(z,y, z)) pro
polynomy u, v, w € K[z] nazveme isogenii. Ozna¢me navic ker ¢ jadro isogenie ¢.

Priklady isogenii jsou napiiklad pravé skaldrni ndsobeni [n] a nebo tzv. Frobenitiv au-
tomorfismu dany predpisem 7 : (X : Y : Z) — (X? : YP : ZP). Obzvlastée dulezité
isogenie jsou isomorfismy, tzn. invertibilni isogenie - isogenie dané linearnimi zobrazenimi
(x,y) — (ax+by+c,dr+ey+ f). Je jednoduché ukdzat, ze pro kiivky ve Weierstrassové
tvaru jsou isomorfismy dané zobrazenim (X : Y : Z) — (u*X : u*Y : Z) prou € K.

I kdyZ ne vSechny isogenie jsou invertibilni, ke kazdé isogenii ¢ : £ — E’ najdeme jejf
dudlni isogenii ¢ : E' — E. Muzeme proto fici, ze , byt isogenni* je relace ekvivalence na
mnoziné kiivek nad danym télesem. Jak ale zjistit, kdy jsou dveé kiivky isogenni? Céstecny
vysledek nam muze poskytnout véta pripisovand Sato a Tatovi:

Véta 4.1.4. (Sato-Tate) Budte E, E' eliptické krivky nad F,. Pak jsou tyto krivky isogenni
nad Fy, pravé pokud plati #E(F,) = #E'(F,).
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4.2 Okruhy endomorfismiu

Endomorfismus na ktivee E definujme jako isogenii ¢ : E — E pficemz piipustme, ze [0]
je na E endomorfismem. Muzeme definovat soucet resp. slozeni dvou isogenii jako isogenii,
kterd pro kazdé P € E spliuje (¢ + ¥)(P) = ¢(P) + (P), resp. (¢ o ¥)(P) = ¢p(¢v(P)).

S takto definovanym scitanim a skldadanim tvoii endomorfismy na kiivce okruh.

Definice 4.2.1. Bud E eliptickd kiivka definovand nad F,. Pak ozna¢me End(E) okruh
vSech endomorfismii na £ definovanych nad F, s operacemi s¢itdnim a sklddanim.

D4 se ukézat, ze kazdy endomorfismus ¢ € End(F) je korenem kvadratického polynomu
z? + ax + b € End(FE)[x]. Nés bude obzvlasté zajimat Frobeniuv automorfismus, ktery je
kofenem polynomu:

2* — [t]lz + [¢] € End(E)[x],

kde t = ¢+ 1 - #E(F,) € [-2\/4,2,/q] je stopa Frobenia. Legendreho kiivky jsou tzv.
obycejné krivky, coz znamena, ze okruh endomorfismu Legendreho kfivky muzeme umistit
do kvadratického télesa [16, Thm. 13.17.].

Véta 4.2.2. Bud E Legendreho krivka a t jako vysge. Oznacme K = Q(7) = Q(+/t? — 4q)
imagindrni kvadratické téleso. Poté okruh End(FE) je porddek' v K.

Véta 4.2.2 tika, ze endomorfismy na dané Legendreho kiivce E muzeme ztotoznit s prvky
poradku O v jistém ciselném télesem K. Presnéji je muzeme sjednotit s hlavnimi idedly
v tomto porddku [12, Lemma 4.3.3]. Isogenie ¢ : E — E’, které nejsou endomorfismy,
muzeme piiradit nehlavnim idedlum v O [12, Def. 4.3.1].

Dulezitou strukturou spojenou s okruhy celych algebraickych ¢isel a poradky v ¢iselném
télese je grupa trid idedlu C1(O) poradku O. Tu zde nebudeme precizné definovat, berme
ji jako faktorgrupu jistych grup idealu v poradku O s operaci ndsobeni idealu. Neutralni
prvek grupy tiid idealu je podgrupa obsahujici praveé hlavni idedly poradku O. Tato grupa
je konecna, jeji fad oznacme he, tzv. tridové c¢islo. Grupa tiid idedlu a ttidové ¢islo jsou
propojené s jednoznaénosti rozkladu v O, viz [12, Véta 3.6.10).

Grupa ttid ideali nam pomuze blize popsat korespondenci isogenii vychéazejicich z F
a idedla porddku O = End(FE). Konkrétné vsechny idedly z jedné tiidy C1(O) jsou v ko-
respondenci se tfidou isogenii vychazejicich z E, které jsou vSechny shodné aZ na sloZeni
s endomorfismem [12, Véta 4.3.9]. Toto propojeni vyuzijeme pii studiu AG posloupnosti.

4.3 Aplikace na AG posloupnost

Ukazeme, ze meduzy, které tvori AG posloupnosti, muzeme propojit s grafy isogenii Le-
gendreho kiivek. Uvazme néjakou dvojici (a,b) € AGg,. Tuto dvojici ztotoznime s dvo-
jicemi (ka, kb) pro k € F;* pomoci podilu g = \. Budeme se déle zabyvat pouze timto

Wolny Z-modul ranku n O C Ok v éiselném télese K stupné n nazveme poiddkem.
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podilem. Kvuli pritomnosti odmocniny se budeme divat na druhou mocninu tohoto podilu
pri ptechodu z jedné dvojice na druhé:

2
v §2H 2vab\ dab 4\
- \a a+b)  (a+b)?  (A+1)2
Chceme najit néjaké médium, ve kterém bude toto zobrazeni prirozené. Autori clanku

[1], na kterém je prace zalozena, nasli velmi elegantni pohled na posloupnost pomoci Le-
gendreho kiivek. Konkrétné, pro kazdy podil A = g definujeme Legendreho kiivku:

b2
Eup =Ex 1 y* =z(z—1) <x — —) .

Definice 4.3.1. Oznacme Ell(F,) = (V, F) orientovany graf, kde V' = {Ex2|A € Fy\{£1}}
a (L, E') € F, prave pokud existuje vrchol (a,b) € AGy, spliujici E = Ep) a E' = Eq, 5,)-

Definice 4.3.2. Definujme zobrazeni ¥ : AGy, — Ell(IF,) dané ¥ : (a,b) — E(,4).
Nasledujici véta nam ukdze, jak presné souvisi grafy AGr, a El(F,).

Véta 4.3.3. AtV C AGy, je mediza obsahugici vrchol (a,b), jejiz cyklus md délku d. Ddle
al Ve W C AGg, je hejno, které ¢ita N mediz. Poté W(W) je mediza, jejiz cyklus md

délku:
dN

q—1
Diikaz. Zjevne W(W) je mediza. At (a;,b;) € AGg,(a,b) je prvni vrchol roje AGy, spliujici
(aj,b;) = (ka, kb), tj. délka cyklu W(W) je j. Délka cyklu medizy V' je rovna d = jord, (k)
a podle vety 2.1.11 plati:

q—1
N g
ord,(k)’
tedy délka medizy V(W) je rovna:
. dN
J = -1

g

Jak pro danou kiivku E € Ell(F,) uréime, zda lezi v cyklu medizy? Ukéze se, ze tato
vlastnost zavisi pravé na tom, jaky je okruh endomorfismu E. Jelikoz t? —4g =1 (mod 4),
tak diky vete 4.2.2 a [12, Véta 3.2.10] je okruh celych algebraickych ¢isel télesa K z véty
4.2.2 Og = 7 [H=]. Mizeme Fici, ze plati Z[r] C End(E), jelikoz vechny skaldrn{ ndsobky
[n] a Frobenitv automorfismus 7 lezl v End(E). Plat{ proto Z[r] C End(E) C Z [1Z].

Nasledujici véta odpovida na to, kdy nastane ktery z pripadu.

Véta 4.3.4. A{V C El(F,) je mediza. Poté kiivka E € V spliiuje End(E) = Z [17],
pravé pokud E je ¢lenem cyklu ve V.
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Diukaz je podén v [14, Lemma 98].
MiuZeme piesné konstruovat isogenii, kterd na sebe prevadi kiivky Eqp) a Eq, p,)-

Véta 4.3.5. Méjme vrchol (a,b) € AGg,. Pak existuje mezi krivkami Epy a Eq, b))
isogente stupné dvé definovand nad F,. Tato isogenie md predpis:

~ ((ax+b)* a(ax+ b)(azx — b)
o(@,y) = <x(a+b)2’y 22(a + b)? )

Diikaz. ¢ je opravdu isogenii, protoze je dand lomenymi funkcemi nad F, (a tedy i po-
nechava bod v nekonecnu), postac¢i ndm tedy ukézat, ze zobrazuje jednotlivé kiivky na
sebe. Pokud (z,y) € E(qz) spliiuje (a,b) # (0,0), tak nam staci ukdzat, ze ¢(z,y) € E(a, py)-
To je pouze otazka vypoctu:

(ax +b)* ((ax +b)* (ax +0)* b7 _
z(a+ b)? (x(a +0)? 1) (x(a +b)? a%)
(ax +)* ((ax +b)* (ax +0)*  dab _
2(a+0)? (x<a o) 1) (xm R P
(az +b)? (z— 1)(a*z — b?) (az — b)? _
x(a+b)? z(a+b)? x(a+b)?
0>\, (ax—b)*(ax +b)> a(az —b)(az + b))\’
wle—1) (”"?) T 2av e (y' (a+b)? ) |
Isogenie ¢ proto zobrazi E,p) na Eq, p,)- Ul

Jadro takové isogenie (ve smyslu homomorfismu grup) je grupa {(0,0), O}. To potvrzuje,
ze AG posloupnost nezobrazi zadnou dvojici na jinou dvojici s nulovou slozkou.

Pojd'me nyni vyuzit tento novy ndhled na AG posloupnost a osvétleme zdanlivé ndhodné
velikosti a pocty mediz v roji AGg,.

Véta 4.3.6. Bud' V C El(F,) mediza. Oznacme d délka cyklu V a O = Z [HZ] porddek
v telese K. Pak existuje idedl a C O takovy, zZe tad tridy [a] v Cl(O) je roven d.

Dikaz je poddn v [22, Thm. 4.5].

Veéta 4.3.6 tvrdi, ze délka cyklu kazdé medizy déli tridové cislo hp, kde O = Z [”T’r]
je poradek v kvadratickém télese K = Q(1/t? — 4q). Urceni velikost grupy tiid idedlu je
znamy a tézky problém a jeji velikost se lisi divoce od télesa k télesu.

AG posloupnost sama o sobé nenabizi zadny zjevny invariant, ktery by mohl byt sdileny
mezi prvky stejné meduzy. V prechodu na grafy isogenii hleddme velicinu, kterd by byla
sdilena ktivkami na obou stranach jedné hrany. Jinak feceno veli¢ina, kterou sdili isogenni
krivky. Sato-Tateova véta 4.1.4 poskytuje takovy invariant — pocet prvku na kiivce.

Véta 4.3.7. AtV C El(F,) je mediza. Pak existuje t € N takové, Ze pro vsechny krivky
E eV plati #E(F,) = q+ 1 —t.
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Véta 4.3.7 vede na hlavni vysledek ¢lanku [1], odhad poctu hejn mediz v grafu AGry, .

Veéta 4.3.8. (Griffin, Ono, Saika, Tsai) Pro kazdé e > 0 a dostatecné velké ¢ = 3 (mod 4)
plati:

®)> (5-¢) va

Nastin diikazu. Dikaz podany v [1] postupuje tak, ze autofi hledaji s € [q + 1 — 2,/q,q +
14 2,/q] takovd, ze existuje Legendreho kiivka v Ell(IF,) majici pravé s prvki. Ukazuji, ze
mohou sestrojit Legendreho kiivky, jejichz pocet prvku #E(F,) = s splauje s € [¢+ 1 —
2,/q,q+1+2,/q] aplati s = ¢+ 1 (mod 8). Kazdd z téchto piiblizné (% — 5) V/q kiivek
lezi podle véty 4.3.7 v jiné meduze v grafu Ell(F,) a tedy podle véty 4.3.3 plati:

®)> (5-¢) va

OJ
Tento odhad zdanlivé neni optimalni, jak jsme si ukéazali v sekci 2.2. Ne vzdy totiz
dvé kiivky se stejnym poctem prvku lezi ve stejném vulkanu v grafii isogenii. Obecné

urcit, zda dveé eliptické ktivky lezi ve stejném vulkanu zavisi na tzv. moduldrnim polynomu
a i algoritmicky to vubec neni snadny problém. Pro vice informaci se odkazujeme na [15].
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Kapitola 5
Eliptické krivky a AH posloupnost

AG posloupnost ma koteny v teorii eliptickych kiivek, proto jsem hledal propojeni i mezi
eliptickymi krivkami a AH posloupnost. Piimo adaptovat postup uvedeny v kapitole 4
podle nejlepsiho minéni autora nenf mozné. Totiz komponenty AHp, maji nejvyse ¢ prvki,
viz véta 3.1.8, oproti AG posloupnosti, kde muze byt az mnohondsobné vice prvku, jak
jsme vidéli u prikladu 2.1.9. AH posloupnost se mi podafilo propojit s teorii stojici za
eliptickymi kfivkami, tentokrat ale velmi odlisné.

5.1 Motivace

Pro tuto sekci sledujme trochu pozornéji casovou osu studia dynamickych systémi, mnohé
z nich vedly smérem isogenii ¢ : £ — FE, tzv. endomorfismii.

Vratme se hned ¢tyii dekady nazpét, kdy Miller a Koblitz stali u zrodu kryptografie po-
moci eliptickych krivek. Efektivita takového Sifrovani je zalozena na jednoduchosti vzorcu
pro skalarni nasobeni, hlavné pak [2]P a [3]P. Jednoduché a efektivné implementovatelné
vzorce pro tyto isogenie maji Koblitzovy krivky a pouzivaji se napiiklad v zabezpeceni
kryptomeény Bitcoin [2]. Jedna takova kiivka je kiivka:

E:y+ay=23+1

definovana nad koneénym télesem charakteristiky 2. Tuto kiivku muzeme vyuzit pii studiu
dynamického systému daného funkei x + % nad télesy Fon. Pro bod P = (z,y) € E a plati:
1 1
P+ 7(P) = <x+—,x2+y+1+—2+%) :
x x?
Pokud se tedy zaobirame ¢isté x-ovou souradnici, endomorfismus [1]+ 7 zobraz{ x na prvek
x + % Ugolini [17, 18, 19, 20] hojné studoval podobna propojeni jistych dynamickych
systému a eliptickych kiivek, nejprominentnéji pravé zobrazeni z —— x + % nad télesy
s charakteristikou 2,3 a 5. V téchto pripadech grafy asociované s timto zobrazenim téz tvoti

vulkany a pomoci vlastnosti okruhu endomorfismu eliptickych kiivek dokazeme podrobnéji
urcit vlastnosti téchto grafu. Tyto ¢lanky byly hlavni inspiraci pro tuto kapitolu.
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5.2 Singularni Montgomeryho krivka

Ve snaze adaptovat postupy popsané vyse jsem hledal kiivky, na nichz existuje endomor-
fismus ¢ zobrazujici bod P : (x,y) na bod s z-ovou slozkou %. Hledany endomorfismus
jsem nakonec nalezl u kiivek v Montgomeryho tvaru By? = 2° + Az? + x pro A, B € F,.
Tyto kiivky maji nékolik praktickych vyhod, proto se napiiklad pouzivaji v Sifrovacim
protokolu CSIDH, vice informaci o tomto a dalsich protokolech zalozenych na isogeniich
naleznete v [12].

Prvni z takovych vyhod je, ze trida isomorfismu Montgomeryho kfivky zavisi pouze na
hodnoté parametru A. Dalsi vyhodou je, ze lomené funkce udavajici zobrazeni [2] a [3] maji
na Montgomeryho kiivkach jednodussi tvary, coz umoznuje rychlejsi vypocty. Konkrétnée
pro bod P = (z,y) je jeho dvojnasobek roven:

9P — (z2 — 1) (22 = 1)(z* + 242 + 62 + 24z + 1)
- \da(2? + Az + 1)’ Y 8x2(22 + Ax + 1)2 ’

viz [11]. Co by se stalo, pokud bychom zvolili A = —27 Pro takovou hodnotu A dostaneme

pro x # 1: .
[Q]P _ ((l‘ le) ,yx&l;l) . (5'1)

x-ové souradnice dvojnasobku bodu (z, y) se chové jako dynamicky systém zalozeny na AH
posloupnosti! Toto pozorovani otevira cestu studiu AH posloupnosti pomoci eliptickych
krivek.

Problém ale nastava praveé s hodnotou A = —2, pro ni je totiz kiivka rovna:
E:y?=a(x—1)>~

Tuto kiivku budeme ve zbytku sekce studovat. Ve skutec¢nosti neni kiivka FE elipticka,
v bodé (1,0) je singuldrni a nelze v ném spocitat te¢nu. Vsechny ostatni body pii klasicky
definovaném scitani opét tvoii grupu, tentokrat je ale opravdu jednodussi, nez na klasické
eliptické kiivce.

Definice 5.2.1. Uvazme kiivku E : y*> = z(z —1)? nad télesem F,. Definujeme F(TF,) jako
grupu bodu (z,y) € F2 splaujicich y* = z(z — 1)* a  # 1 spolu s bodem v nekoneénu O,
kde operace je scitani na kiivce.

Ihned vidime, ze pokud (z,y) lezi na E, tak x je ¢tvercem v F,. Diky tomuto pozorovani
muzeme parametricky vyjadrit vSechny body na E a charakterizovat, kdy tfi body lezi
na piimce.

Lemma 5.2.2. Proky grupy E(F,) muzeme vyjadrit parametricky jako:

E(Fy) ={(*,t* = )t € F, \ {+1}} U{O}.
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Dikaz. Pokud (x,y) patif do E(F,), tak x # 1 a plati z = (%)2, tedy bud (x,y) = (0,0),
nebo je ¢q(x) = 1. At x # 0, potom existuje ¢t € F takové, ze z = t*. Potom y spliiuje:

Y =a(z— 1) = [t(t* - 1)]2.

Tomuto vztahu vyhovuji pravé dvé hodnoty y € {t3 —t, (—=t)® +t}. Vsechny body lezici na
E(F,) jsou proto tvaru (t?,t* — t). Pro t = +1 ziskdme bod, ktery nelez{ na kiivce. Nyn{
ukazeme, ze pro t & {£1} je kazdy takovy bod unikétni. Opravdu, dejme tomu, ze ruzné
prvky s,t € F, splituji (s2,s® — s) = (2, — t). Plati:

s(s2 = 1) =t(t* — 1) = t(s* = 1).
Jisté plati st # 0, proto plati s = 1 = 2, coz je spor. Dochdzime k tomu, Ze prvky

E(F,) \ {0} muzeme jednozna¢né priradit prvkum F,\ {£1}. O

Okamzitym dusledkem lemmatu 5.2.2 je, ze pocet prvku na E je #E(F,) = ¢ — L.
Podivejme se, kdy v grupé E(F,) lezi bod s 2-ovou soutadnici a € F. Lezi-li bod (a, —)
v E(F,), potom podle lemmatu 5.2.2 plati ¢,(a) = 1. Je-li naopak a ctvercem v F,, tak
podle lemmatu 5.2.2 existuje bod P € E(F,), jehoz z-ové soufadnice je a. Specidlné pro
a € Iy, které neni ¢tvercem, lezi bod (a,—) € E(F,2), ale takovy bod uz nenajdeme
v E(F,). Tyto poznatky shrnuje nasledujici tvrzeni.

Véta 5.2.3. Necht a € F,. Potom:
o pokud ¢,(a) =1 nebo a =0, pak existuje bod (a,—) € E(F,),
e pokud ¢ (a) = —1, pak existuje bod (a,—) € E(Fz).

Abychom se blize seznamili s kiivkou F, podivejme se pravé jak vypadda soucet dvou
bodu.

Véta 5.2.4. UvaZme dva body P = (a?,a*—a),Q = (b*,0°—b) € E(F,) takové, ze P # +Q).

Potom: , ,
ab+1 ab+1 ab+1
P = — .
+Q <<a+b) ’(a+b) a+b)
Diikaz. Dle predpokladu je —(P + @) afinnf bod, ozna¢me jej R = (¢, ¢* — ¢) pro ¢ € F,.
Potom P+ @Q + R = 0O a tak P, a R lezi na piimce. Proto plati:

a? a*—a 1

0=[v* B¥—b 1| =(a—0b)(b—c)(c—a)(ab+ ac+bc+1),

2 A—c 1

tedy jelikoz a, b, ¢ jsou po dvou ruzné, tak plati ab + ac + bc = —1. Proto plati ¢ = —Zb—ﬁ
atedy P+Q = (¢, - +c¢). O

Diikaz vyse neplati pro P = @, tento piipad je pokryt rovnici (5.1). Diky této charakte-
rizaci muzeme presné zjistit, jak vypada grupa bodu na E.
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Véta 5.2.5. Af q je lichd mocnina prvocisla. Potom plati:

Diukaz. Z lemmatu 5.2.2 implicitné plyne, ze obé grupy maji stejny pocet prvku, totiz ¢—1.
Definujme nynf zobrazeni ¢ : E — F) dané ¢(O) = 1 a pro bod (a*,a® — a) € E(F,):

a+1
a—1

w(@27 GS - a) =

Ukazeme, ze jde o homomorfismus grup. Nejprve, pokud pro afinni body P, () € E plati
P+ Q = O, tak existuje a € F, takové, ze P = (a?,a® —a) a Q = (a?, —a® + a). Pak:

¢(a2,a3—a)-¢(a2,—a3+a)-ng(O):a+1 et -1=1.

a—1 —a-—1

Déle, at P = (a*,a®> —a),Q = (b*,b° —b) a R = (¢?,¢* — ¢) jsou ne vsechny stejné afinni
body lezici na piimce. Podle véty 5.2.4 a rovnice (5.1) plati vztah ab+ ac + bc = —1. Staci
nam oveérit, ze za této podminky plati:

a+1 b+1 c—i—l_
a—1 b—1 ¢c—1

coz je trividlni. Konecné, 1 je invertibilni, jelikoz muzeme definovat inverzni homomorfis-

mus s predpisem:
a+1\> fa+1\° a+1
av+— — .
a—1) "\a—1 a—1

Funkce +1 1 Je involuce, tak ¢ bod vyse zobrazi na a. Zobrazeni ) proto definuje isomor-
fismus mez1 obéma grupami. (|

T

5.3 Aplikace na AH posloupnost
Studium iteraci zobrazeni x — (“;) na konecném télese nés zavedlo k jedné singularni
ktivce. Jelikoz grupa bodu na takové kiivece ma velmi jednoduchou strukturu, ziskdme
mnoho informaci o AH posloupnosti.

Definice 5.3.1. Oznacme Gy, = (E(FF,), F') orientovany graf takovy, Ze pro libovolné body
P,Q € E plati (P,Q) € F, pravé pokud [2]P = Q.

Nejprve studujme pfedchuidce vrcholi ve grafu Gy, . Nejprve ukdzeme, ze pokud pro dany
bod P € Gy, existuje bod Q € Gy, spliujici [2]Q) = P, pak jiz existuji dva. Diky tomu pak
urcime, kdy vlastné ma dany bod predchudce.

Véta 5.3.2. At P,Q € E(F,) jsou afinni body takové, Ze [2]Q = tom existuje unikatni
bod R # @Q splnugici [2]R = P a je to prdvé bod splnujici Q) — R —Q =1(0,0).
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Diikaz. Nejprve zminme, ze protoze P # O, tak Q & {0, (0,0)}, jelikoz jediny netrividlni
bod spliujici [2]P = O je (0,0). Proto body @, (0,0),Q —(0,0) a O jsou si navzajem ruzné.

Nyni ukdzeme, ze bod R = @ + (0,0) spliuje [2]R = P. Opravdu, jelikoz bod (0,0)
spliiuje vztah [2](0,0) = O, tak:

2](Q +(0,0)) =[2IQ + O = P,

Koneéné dokazeme, ze @ a @ + (0,0) jsou jediné body spliujici [2]X = P. Naopak
pripustme, ze bod R # @ spliuje [2]R = P = [2]Q. Plat{ pak [2](R — Q) = O. Jelikoz bod
R — @ neni O, tak lezi ve 2-torzi a je proto roven (0,0). O

Véta 5.3.3. Uvazme bod P = (x,y) € E(F,). Pak existuje bod QQ € E(F,) spliujici
2]Q = P, prdvé pokud plati ve(ord P) < va(q — 1).

Diikaz. Dejme tomu, ze existuje bod @ spliujici [2]Q = P. Vysvétleme, pro¢ bod @) splaujici
[2]Q = P pro vy(ord P) > 0 musi splnovat ord Q = 2ord P. Plati [2 ord P]Q = [ord P|P =
O, tj. ord @ | 2ord P. Pokud ozna¢ime r libovolny prvodélitel ¢isla 2 ord P, pak:

2ord P (0,0), pokud r = 2,
7197\ [222) P £ 0, pokud
. ,  pokud r > 2.

Je proto ord ) = 2ord P. To znamena, ze:

vg(ord P) + 1 = vy(ord Q) < va(#E(F,)) = va(q — 1).

=

Nyni predpokladejme, ze plati vy(ord P) < wy(q — 1). Vyuzijeme vétu 5.2.5. Je zndmé
[10, Ch.7 Thm. 1], ze grupa F* je cyklicka, tj. existuje prvek g € F, ktery ji generuje. To
znamend, ze pokud nejvyssi mocnina dvojky délici tdd P je ostie mensi, nez vy(q — 1),
pak ma P predchudce. O

Véta 5.3.2 ndm iikd, Ze kazdy afinni vrchol P € GF, mé bud dva predchiidce, nebo
ani jednoho. Bod O mé dva predchudce, (0,0) a sama sebe. Zamysleme se nyni, jak muze
souvisld komponenta grafu G, vypadat — podle ptikladi uvedenych v kapitole 3 se muzeme
domnivat, ze grafy vZdy tvoii vulkany. Jak ale rozlisime, v jakém stupni vulkdnu dany bod
lezi?

Predpokladejme, ze komponenta souvislosti V' C Gy, je vulkan. Vrchol P € V; md
naslednika [2] P lezictho ve V;_;. Pokud tedy bod vyndsobime dvéma, bud jiz lezi v cyklu
komponenty, nebo se presune o stupen vyse. Veli¢ina, kterou muzeme pomoci endomorfismu
[2] vhodné kontrolovat, je tdd bodu P, presnéji jeho 2-valuace. Abychom ovéfili domnénku,
ze urovné vulkanu jsou dané 2-valuaci fadu bodu v nich lezicich, podivejme se na téleso
[F, splaujici ¢ = 3 (mod 8), podle véty 3.2.4 tvoil body (a,b) s ¢,(ab) = 1 medizy. To
koresponduje s tim, ze v2(q — 1) = 1 a proto neexistuje bod, jehoz tad je délitelny ctyimi.

Podle postupu zminéného v dikaze véty 3.2.4 vime, ze kazda posloupnost AHp, (a,b)
obsahuje cyklus, to musi platit i pro posloupnost bodu P — [2]P — . ... Podivejme se,
jakou vysku budou mit stromy zakotenéné ve ¢lenech cyklu.
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Véta 5.3.4. Al P € E(F,) je clenem cyklu v grafu Gg,. Potom strom zakorenény v P je
dokonale vyvdzeny bindrni strom hloubky ve(q — 1).

Diikaz. Fakt, ze P je ¢lenem cyklu, je synonymem pro fakt, ze tdd P v E(F,) je lichy.
Pokud by totiz byl fdd P sudy, tak opakovanymi aplikacemi endomorfismu [2] ziskdme
posloupnost bodu, které maji ostte mensi fad. Postupujme nyni ve stromu zakofenéném
v P smérem k listum a sledujme vzdy vSechny vrcholy ve vzdélenosti k od P. Ukazeme,
ze 2-valuace tadu téchto bodu je rovna k. Pro k = 0 tvrzeni plati.

Nyni predpokladejme, Ze pro néjaké nezédporné k < wvy(q — 1) tato skutecnost nastane.
Potom uvazme libovolny bod @ s va(ord Q) = k + 1. Podle vét 5.3.3 a 5.3.2 mé& @ v grafu
Gy, pravé dva predchudce Ry a Ry. Ty pro i € {1,2} spliuji [2]R; = @ a proto plati
vo(ord R;) = va(ord Q) + 1. Tento postup selze az pii k = va(q — 1) = va(#E(F,)), kdy
jiz podle véty 5.3.3 ziskdme, ze zddny bod ) € G, sphiiujici va(ord Q) = va(q — 1) nema
v grafu predchudce. Dohromady médme, ze strom zakorfenény v P je dokonale vyvéazeny
a jeho hloubka je rovna vs(q — 1). O

Disledek 5.3.5. Af P ¢ G, je libovolny bod na E. Potom komponenta souvislosti grafu
Gy, obsahujici P je vulkdn hloubky va(q — 1).

Tato véta plati v piipadé, kdy jsou ve hie body v nekonecnu - poté je cyklus vulkanu
smycka oo — 0o. Pomoci véty 5.2.3 se muzeme vratit zpét do roje AHp,.

Véta 5.3.6. At g = p* je mocnina prvocisla. Potom roj AHy, vypadd ndsledovné:

(i) komponenty souvislosti obsahugjici proky (a,b) splnujict ¢,(ab) = 1 jsou vulkdny
hloubky vo(q — 1),

(i1) komponenty souvislosti obsahugici proky (a,b) spliujici ¢ (ab) = —1 jsou vulkdny
hloubky vo(q + 1).

Diikaz. V pripadé komponent souvislosti grafu AHp, obsahujicich body (a,b) splaujici
¢q(ab) = 1. Podle véty 5.2.3 vime, ze binarni stromy zakofenéné v prveich cykli jsou
isomorfn{ se stromy zakofenénymi v prvcich cykla grafu Gf,. To znamend, Ze komponenty
souvislosti tvoii vulkany a jejich hloubka je podle dusledku 5.3.5 rovna vy(q — 1).

Nyni se podivejme na komponenty souvislosti v AHp, obsahujici list (a, b) s ¢4(ab) = —1.
Vsimnéme, ze pokud k = 2t je sudé, tak vzdy plati:

dg(ala —))g(b(b — a)) = ¢g(—ab)g((a — b)*) = ¢g(—ab) = —1.

Podle véty 3.2.2 jsou komponenty obsahujici body (a,b) s ¢(ab) = —1 meduzy. Opravdu,
—1 nenf kvadraticky zbytek modulo 4, proto ¢+1 = p?*+1 = 2 (mod 4). Jediny netrividln{
piipad proto nastane, pokud stupen rozsiteni [F, : F,] je lichy a pokud nastane ¢,(—1) =
—1. To nastane, pravé pokud g = p* = —1 (mod 4).

Podle véty 5.2.3 lezi v E(F,2) bod P = (%, —). Navic diky lemmatu 3.2.1 a faktu, ze
¢p2(—1) =1, tak P ma v grafu G]Fq2 piedchudce Q. Protoze stupen rozsiteni [F,2 : Fy je
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roven dvéma, tak neexistuje y € F, takové, ze f(f(y)) = ¢, kde f = (xLl)Q. Proto @ je
v GFqQ listem a hloubka P v G]FqQ je:

va(¢* —1) =1 =wy(g+ 1) +va(qg—1) = 1 = va(q + 1),

jelikoz uvazujeme ¢ = —1 (mod 4). Vrchol (a,b) € AHp, je tak list ve stromu hloubky
va(q + 1). Diky dusledku 3.2.2 je tento strom dokonale vyvazeny. O

Pozniamka. Pomoci LTE lemmatu zjistujeme, Ze odhady, které byly piedmétem disledku
3.2.5 jsou pro p = —1 (mod 4) tésné.

Konecné jsme splnili slib z kapitoly 3 — pomoci eliptickych kiivek plné charakterizovat,
jaky tvar maji komponenty souvislosti v roji AHg, . Pojdme toto propojeni maximalné
vyuzit ve zkoumani dalsich vlastnosti roje AHp,.

Lemma 5.3.7. Necht jsou q mocnina prvocisla a liché ¢islo k| ¢ — 1. Potom pocet bodii
P e E(F,) takovych, Ze P md rdd k, je ¢(k).

Diikaz. Podle véty 5.2.5 platf E(F,) = Fy. Vzpomenme si nynf na fakt, ze multiplikativni
grupa kone¢ného télesa je cyklicka, tj. existuje primitivni koren v F,, viz [10, Ch.4 Thm.2].
To jisté znamend, ze se v F* a ndsledné v E(F,) nachdzi pravé ¢(k) prvku lichého fadu
k|lq—1. O

Véta 5.3.8. Necht jsou q mocnina prvocisla a liché ¢islo k | ¢ — 1. Potom pocet vulkdni
V' C Gy, obsahugici body s radem P rovngm k, je:

¢(k)
ordg(2)

Diikaz. Uvazme bod P € Gy, s fddem k. Pak je ¢lenem cyklu:
P 2P — - - 2P =P,
kde t = ord,(2). Spolu s vétou 5.3.7 pak ziskdme dokazované. O

Veéta 5.3.8 ma jeden roztomily dusledek, muzeme totiz pomoci ni dokazat novym
zpusobem jedno znamé tvrzeni. Pokud se¢teme pocty prvku v cyklech délky k pres
vechna lichd k | ¢ — 1, ziskdme nésledujici.

Dusledek 5.3.9. Oznacme t = vy(q — 1) nejuyssi mocninu délici ¢ — 1. Pak plati:

—1 5
k| L
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Tento vztah plati bezpodminecné pro libovolné n:

n=>y o¢k). (5.2)

k|n

Diukaz tohoto obecného tvrzeni lze vést napiiklad pomoci tzv. Mdébiovy inverzni formule
[10, Ch.3 Thm 2.]. O néco dulezitéjsi dusledek véty 5.3.8 je nésledujici.

Dusledek 5.3.10. UvaZme komponentu roje H C AHg, obsahugjici vsechny komponenty
souvislosti, jejichz prvky jsou body (a,b) € AHg, spliujici ¢4(ab) = 1. Ddle oznacme
{dy, ... ,ds} multimnozinu' délek cykli vulkdni V' C H. Potom existujie; € {1,2} spliugici:

{ﬁ,,%} =< ordy(2),...,0rdg(2),...,0rdg(2),... |k |g—1
o(k)
ordy (2)

Diikaz. Véta je dusledkem vety 4.3.3, jelikoz vulkan v AHp, je v Gy, vulkdn s bud’ stejnou
nebo poloviéni délkou cyklu. U

Diky vété 5.3.8 muzeme podat netrividlnf odhady na ¢isla S(F,) a D(F,).

Véta 5.3.11. Plati:

Z ordk Z ordk

k|2

Diikaz. Pravy soucet je pocet vSech hejn vulkanu obsahujicich body (a,b), jejichz soucin
splituje ¢q(ab) = 1. Vechny body ¢ s ¢4(ab) = —1 se vyskytuji jako z-ové souradnice bodu
v E(F2) a tak ziskdme odhad levy.

Toto vyjadreni muzeme vyuzit na nalezeni netrividlnich odhadi na ¢islo S(F,). Mnoho
ohledné obecného chovani fadu 2 modulo libovolné ¢islo k neni znamé, dokonce ani zda exis-
tuje nekonecné mnoho prvocisel, pro které 2 generuje grupu Z, . Tato otézka je predmétem
znamé Artinovy domnénky. Budeme tedy pouzivat pomérné slabé odhady.

Véta 5.3.12. Oznacme t = vy(q — 1) a s = vo(q + 1). Plati Tetézec nerovnosti:

¢ —1

qg—1
W25(Fq)>

2tordx (2)’

kde X = 1.

2t

! MultimnoZinu definujeme jako mnozinu, kde povolujeme vicero vyskytt stejného prvku.
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Dukaz. Jisté pro kazdé k plati ordg(2) > 1, proto:

o(k -1 ¢-1
Zork Z¢ _21)2(1— - 28+t’

k\21 k|21

kde vyuzivdme vztah (5.2). Pro druhou stranu nerovnosti pouzijeme nerovnost
ordg(2) < Ordq;tl(2) platnou pro libovolné k& | ¢ — 1 liché a poté znovu vyuzijeme
2

vztah (5.2). O

Disledek 5.3.13. Oznacme t = vo(q — 1) a s = vo(q + 1). Plati fetézec nerovnosti:

(¢ —1)*g+1) (¢—1)
2 D(Fy) 2 =,
s+t ( ‘1) 9t+1 ordX(Q)
kde X = q2—.
Diikaz. Primy dusledek vét 5.3.12 a 3.3.3. O
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Zaver

Zaver

V této praci poskytujeme vubec prvni uceleny pohled do studia posloupnosti prumeéru
nad koneénymi télesy. Zavadime nové struktury, které presnéji popisuji komponenty sou-
vislosti v grafu danych témito prumeéry, a experimentalné i teoreticky oblast jejich studia
posouvame. Nejpodstatnéji otevirame dvere studiu posloupnosti s pruméry aritmetickym
a harmonickym. Pomoci propojeni s eliptickymi kiivkami ziskavame hluboky vhled do
teorie stojici za studovanymi posloupnostmi. Posloupnost aritmetického a geometrického
pruméru pies stoleti jeji existence byla spojena s mnoha krasnymi a slozitymi oblastmi
posloupnosti nad koneé¢nymi télesy.

Odpovédéli jsme uspokojivé na ¢lanek [1] ohledné heuristickych odhadu na pocty mediz
v roji AGp,. Jeden otevieny problém ale pietrvdva. Jak pfesné urcime velikost daného
hejna v rojich AGp,_, resp. AHp, 7 Jak ptesné je spojend AH posloupnost s dynamickym
systémem D;? Tyto otdzky zustavaji ikolem dalstho vyzkumu.
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Pouzita znaceni

N7 Z? Q’ R? C
Z4,F,

Cl(O)

ho

(a)

G/H
AG(a,b)
K(x),1(a,b)
AGFq (a, b)
AGp,

d(Fq)a S(Fq)
D(F,), S(F,)
deg f
f€0(g)

arctan

mnozina prirozenych, celych, racionalnich, realnych, komplexnich ¢isel

okruh zbytku modulo d, konecné téleso s g prvky
a déli b

p-adicka valuace n

fad prvku k € I,

Legendreho symbol a vzhledem k p, zobecnény Legendreho symbol na I,

imaginarni slozka komplexniho cisla x
algebraicky uzaveér télesa K

multiplikativni podrupa télesa K

projektivni prostor nad K o dimenzi n + 1
mnozina bodu kiivky E nad K

pocet bodu na kfivce E nad koneénym télesem K
okruh endomorfismu £

okruh polynomu s koeficienty nad okruhem R
stupen rozsiteni télesa K nad L

okruh celych algebraickych ¢isel télesa K

grupa tiid idedlu poradku O

rad grupy Cl(O)

hlavni idedl generovany prvkem a

faktorgrupa G podle H

AG prumer ¢isel a a b

elipticky integral

AG posloupnost prvku a a b

roj generovany AG posloupnosti

pocet mediz, resp. hejn, v roji AGp,

pocet komponent souvislosti, resp. hejn, v roji AHp,
stupen polynomu, lomené funkce f

f roste asymptoticky nejvyse stejné rychle jako g

arkus tangens
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