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předpis̊u.
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Anotace
Ćılem práce je představit intuicionistickou logiku s d̊urazem na konstrukci model̊u, konkrétně
Heytingových algeber. Heytingovy algebry zkonstruujeme z kolekćı subobjekt̊u v toposu.
Zaměř́ıme se na toposy funktor̊u, jejichž hodnoty jsou množiny - takto lze popsat např.
Kripkeho modely, kategorii akćı monoid̊u a kategorii funkćı.
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intuicionistická logika, kategorie, topos, Heytingova algebra

Annotation
This thesis aims to introduce intuitionistic logic with emphasis on construction of models,
specifically Heyting algebras. We construct Heyting algebras from collections of subobjects
in a topos. We focus on topoi of set-valued functors - in this way we can describe Kripke
models, the category of monoid actions and the category of functions.
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Úvod

Hlavńı motivaćı pro vznik této práce je pochopeńı logiky, tj. lidského uvažováńı, na
konkrétńıch př́ıkladech a v konkrétńıch situaćıch. To je ovšem složitěǰśı, než pouhé rozlǐsováńı
absolutńı pravdy a nepravdy: pravdivost může záviset na mı́stě, čase, podmı́nkách, či jiných
vstupńıch datech. Tud́ıž v reálném světě objev́ıme celé spektrum pravdivosti. Polopravdy
správně odvozené z neověřených předpoklad̊u (sekce 4.4), pravdivé jen na některých mı́stech
(př́ıklady 1.2.12, 2.3.3, 4.2.1 a 4.2.5), jen v určitém čase (př́ıklady 2.4.2, 4.3.2 a 4.2.3), nebo
jen po některých rozhodnut́ıch (př́ıklady 4.2.2, 4.3.3 a 4.3.4), se vyskytuj́ı ve všech oblastech
lidského věděńı, a proto by bylo vhodné je umět popsat.

V klasické logice jsme nuceni prohlásit, že tvrzeńı s nejasnou pravdivost́ı nejsou výroky
a výroky s neúplnou pravdivost́ı jsou nepravdivé. Logika, která vńımá neúplnou pravdi-
vost jako nepravdivost, je ovšem př́ılǐs idealizovaná a nedostačuj́ıćı. Ačkoliv lidské myšleńı
nikdy nepoṕı̌seme úplně věrohodně, můžeme pro každou situaci zkonstruovat model, analy-
zovat všechny možné mı́ry pravdivosti (tj. pravdivostńı hodnoty), a jak spolu pravdivostńı
hodnoty interaguj́ı pomoćı logických spojek. V takovém modelu se vždy vyskytuj́ı alespoň
dvě pravdivostńı hodnoty: pravda > (znamenaj́ıćı pravdu ve všech možných stavech daného
modelu) a nepravda ⊥ (znamenaj́ıćı nepravdu ve všech možných stavech). Všechny ostatńı
pravdivostńı hodnoty jsou slaběǰśı verze >: měř́ı, do jaké mı́ry je výrok pravdivý.

Toto obohaceńı logice nepřidá jen na expresivitě, ale také značně změńı jej́ı charakter.
Existence v́ıce pravdivostńıch hodnot měńı chováńı i samotné pravdy> a nepravdy⊥. Najed-
nou muśıme rozlǐsovat mezi pojmy ”neńı pravda” (znamená 6= >) a ”je nepravda” (znamená
= ⊥.) Výrokové formule, které v klasické logice se dvěma pravdivostńımi hodnotami plat́ı
nezávisle na pravdivosti jejich část́ı (tzv. tautologie), v našich modelech platit nemuśı. Práce
v těchto modelech vyžaduje přehodnotit základńı principy logiky, a t́ım vytvořit novou,
neklasickou logiku.

Výsledkem je intuicionistická logika - logika, jej́ıž principy jsou platné ve všech výše po-
psaných modelech. V kapitole 1 poṕı̌seme klasickou logiku a v kapitole 2 intuicionistickou
logiku. Poṕı̌seme, jak tyto logiky přistupuj́ı k dedukci a sémantice a jak je popsat axioma-
ticky. Dedukce studuje odvozováńı nových poznatk̊u z již známých. Pravidla dedukce ř́ıkaj́ı,
jak lze výroky odvodit a co z nich lze odvodit. Kombinaćı těchto pravidel vzniká ono odvo-
zeńı. Sémantika studuje význam výrok̊u a jejich ohodnocováńı pravdivostńımi hodnotami.
Hlavńı výsledek sémantiky pro nás bude, že pravdivostńı hodnoty v intuicionistické logice
vždy tvoř́ı Heytingovu algebru - toto muśı mı́t společné všechny chtěné modely.

Kapitoly 3 a 4 se zabývaj́ı konstrukćı model̊u. Definujeme topos, což je ”vesmı́r zo-
becněných množin”. V toposu lze definovat analog podmnožiny a zeptat se, ”jak moc”
konkrétńı prvek patř́ı do ony zobecněné podmnožiny. Možné odpovědi na tuto otázku tvoř́ı
právě Heytingovu algebru, a tedy modeluj́ı intuicionistickou logiku. V kapitole 3 tuto myšlenku
formalizujeme za použit́ı teorie kategoríı a v kapitole 4 poṕı̌seme konkrétńı modely. Př́ıklady
4.2.1, 4.2.2, 4.2.4, 4.3.3, všechny př́ıklady v sekci 4.4 a interpretace všech př́ıklad̊u jsou au-
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torské.
V práci budu, na prvńı pohled paradoxně, využ́ıvat klasickou logiku a naivńı teorii

množin. Symboly ∧,∨,∼, ... zanechávám pro formálńı zápis; neformálńı logika využ́ıvaná
v d̊ukazech bude použ́ıvat pouze česká slova ”a, nebo, ne, kdykoliv” atd. Formálně se v
práci kvantifikátory nevyskytuj́ı, neformálně ano, ve formě ”pro každé” a ”pro nějaké”. Ćıl
intuicionistické logiky neńı zavrhnout všechny principy klasické logiky a matematiku z ńı
vybudovanou, ale upřesnit ji v př́ıpadech, kdy neńı vhodná. Nı́že popsané modely, ačkoliv
vybudované klasickou a naivńı logikou, jsou přirozeně intuicionistické.
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Kapitola 1

Klasická logika

V této kapitole představ́ıme klasickou výrokovou logiku CPL a poṕı̌seme pro ni sémantiku
a axiomatické systémy. Pak sémantiku zobecńıme z pravdivostńıch hodnot ⊥,> na libovol-
nou Booleovu algebru.

1.1 Sémantika a axiomy
Úsudek je metalogické prohlášeńı, na základě kterého rozsuzujeme vlastnosti logiky.
Výroky jsou základńı stavebńı blok logiky, prostřednictv́ım nich můžeme ohodnocovat

a odvozovat. V klasické logice je výrok tvrzeńı, které plat́ı, nebo neplat́ı. To nám dává tři
úsudky:

α je výrok,
α plat́ı,
α neplat́ı.

Základńı tvrzeńı jako

”Dnes prš́ı.” ”Mám červenou čepici.”

se nazývaj́ı atomické výroky. Množinu všech atomických výrok̊u označujeme Φ0 = {π0; π1; ...}.
Výroky v Φ0 můžeme kombinovat pomoćı logických spojek ∧ (konjunkce), ∨ (disjunkce), ∼
(negace) a → (implikace) s významem

∼ α znamená ”ne α”,
α ∧ β znamená ”α a současně β”,
α∨β znamená ”α nebo β” (nebo ve slučovaćım významu),
α→ β znamená ”z α vyplývá β”,
α↔ β znamená ”α právě tehdy, když β”

(α↔ β použ́ıváme také jako zkratku pro (α→ β) ∧ (β → α). ”Zkombinované výroky” jako

α ∨ (∼ β → γ)

se nazývaj́ı výrokové formule (všechny spojky maj́ı přednost před ∼, jinak se využ́ıvaj́ı
závorky). Množinu všech výrokových formuĺı označme Φ.
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Formačńı pravidla udávaj́ı, jak se pomoćı atomických výrok̊u a logických spojek tvoř́ı
výroky. T́ım nám pomáhaj́ı rozsoudit úsudek ”α je výrok”.

Jazyk LPL pro CPL obsahuje abecedu
1) atomických výrok̊u πn pro n ∈ N,
2) logických spojek ∧, ∨, ∼ a →,
3) závorek (pro upřesněńı pořad́ı)

a formačńı pravidla
1) každé πn ∈ Φ0 je výrok,
2) pokud α, β jsou výroky, pak ∼ α; α ∧ β; α ∨ β; α→ β jsou výroky.

Sémantika pro LPL: Valuace (ohodnoceńı) je funkce, která každému výroku z Φ přǐrad́ı
pravdivostńı hodnotu > nebo ⊥. To prob́ıhá ve dvou kroćıch. Prvně ohodnot́ıme atomické
výroky pravidlem:

”Každému πn ∈ Φ0 přǐrad́ıme >, pokud ho usuzujeme za platný a ⊥, pokud ho usuzujeme
za neplatný.”

Dále poṕı̌seme, jak ohodnocovat složené výroky z ohodnoceńı jejich část́ı. Na to potřebujeme
sémantické analogy logických spojek: logické funkce ∩,∪,¬ a ⇒ . Spojka ¬ je unárńı (tj.
typu {>,⊥} → {>,⊥}), všechny ostatńı jsou binárńı (tj. typu {>,⊥}×{>,⊥} → {>,⊥}).
Předpisy logických funkćı jsou určeny následuj́ıćımi tabulkami. Pro úplnost uvád́ım i⇔, což
je analog ke spojce ↔.

∩ ⊥ > ∪ ⊥ > ¬
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ > ⊥ >
> ⊥ > > > > > ⊥

⇒ ⊥ > ⇔ ⊥ >
⊥ > > ⊥ > ⊥
> ⊥ > > ⊥ >

Pomoćı logických funkćı rozš́ı̌ŕıme valuaci V : Φ0 → {⊥;>} na funkci V ′ : Φ → {⊥;>}
induktivně:

V ′(∼ α) = ¬V ′(α),
V ′(α ∨ β) = V ′(α) ∪ V ′(β),
V ′(α ∧ β) = V ′(α) ∩ V ′(β),
V ′(α→ β) = V ′(α)⇒ V ′(β).

Pro jednoduchost dále nerozlǐsujme mezi V a V ′.
Výrok α je tautologie (psáno |=CPL α), pokud V (α) = > pro jakékoliv V : Φ→ {⊥;>}.
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Př́ıklad 1.1.1. Následuj́ıćı výroky jsou v klasické logice tautologie.

1) (∼ α ∧ ∼ β)↔ (∼ (α ∨ β))
2) (∼ α ∨ ∼ β)↔ (∼ (α ∧ β))
3) (α→ β)↔ (∼ α ∨ β)
4) (∼∼ α)↔ α

5) α ∨ ∼ α

6) (α→ β) ∨ (β → α)
7) ((α ∧ β)→ γ)↔ ((α→ γ) ∨ (β → γ))
8) ((α ∨ β)→ γ)↔ ((α→ γ) ∧ (β → γ))

Výroky 1), 2) se nazývaj́ı de Morganovy zákony. Výrok 5) se nazývá zákon o vyloučeńı
třet́ıho neboli LEM (law of excluded middle). �

Alternativně můžeme logiku studovat jen prostřednictv́ım tautologíı. To nás vede k
Axiomatickým systémům pro CPL:

Vybereme si výrokové formule, tzv. axiomy, které považujeme za základńı a platné
nezávisle na jejich částech. Z axiomů odvozujeme daľśı formule pomoćı pravidel odvozováńı.
Axiomatický systém je pak soubor
1) axiomů a
2) pravidel odvozováńı.

D̊ukaz v systému A je konečná posloupnost výrokových formuĺı α0, α1, . . . , αn taková,
že každé αi je
1) axiom v A, nebo
2) pravidlo odvozeńı v A použito na axiomy v A a formule αj pro j < i.

Věta α v systému A je formule, pro ńıž existuje d̊ukaz v A konč́ıćı formuĺı α. Ṕı̌seme:

`A α.

Př́ıklad 1.1.2. systém L3 ([Wal17]).
Axiomy:

I : α→ (β → α)
II : (α→ (β → γ))→ ((α→ β)→ (α→ γ))

III : (∼ α→ ∼ β)→ (β → α)

Pravidla odvozováńı:

Modus ponens (MP): Pokud `L3 α a `L3 α→ β, pak `L3 β.

Substituce (Sub): Pokud `L3 φ(α) pro každé α ∈ Φ, pak `L3 φ(β).

Zde φ(α) je konečná výroková formule obsahuj́ıćı výrok α. Větu α → α v L3 odvod́ıme
následovně.

i) α→ ((β → α)→ α) (Sub do I)
ii) (α→ ((β → α)→ α))→ ((α→ (β → α))→ (α→ α))
iii) (α→ (β → α))→ (α→ α) (MP na i), ii))
iv) α→ (β → α) (I)
v) α→ (β → α) (I)
vi) α→ α (MP na iv), ii))
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Sémantický a axiomatický př́ıstup jsou na prvńı pohled velmi odlǐsné. Určuj́ı dvě r̊uzné
koncepce d̊usledku:
1) α je sémantický d̊usledek CPL, pokud |=CPL α a
2) α je syntaktický d̊usledek A, pokud `A α.

Axiomatický systém A logiku popisuje věrohodně, pokud jeho věty (syntaktické d̊usledky)
jsou právě tautologie (sémantické d̊usledky) ony logiky. Jinak řečeno, A muśı být
1) bezesporný: |=PCL α kdykoliv `A α
2) úplný: `A α kdykoliv |=PCL α.

1.2 Modely klasické logiky & Booleovy algebry
Doted’ jsme uvažovali sémantický př́ıstup jako základńı a axiomatický jsme k němu přidali

jako alternativu. V následuj́ıćı sekci tento proces obrát́ıme: začneme s axiomy a přidáme jim
význam pomoćı model̊u.

Jazyk L je soubor slov skládaj́ıćıch se z ṕısmen podle formačńıch pravidel.
Teorie T jazyka L je soubor formuĺı α ∈ Φ zvaných axiomy. Interpretace jazyka L je

dvojice U = (U, I), kde:
1) U je množina pravdivostńıch hodnot obsahuj́ıćı ⊥,> a
2) I je interpretačńı funkce, která každému α ∈ Φ přǐrad́ı I(α) ∈ U a každé logické spojce
f : Φn → Φ přǐrad́ı logickou funkci I(f) : Un → U. Ř́ıkáme, že α je validńı v U (psáno
U |= α), kdykoliv I(α) = >.

Interpretace U = (U, I) je modelem teorie T , psáno U |= T , pokud U |= α pro všechny
axiomy α ∈ T .

Př́ıklad 1.2.1. LPL je jazyk, jehož ṕısmeny jsou atomické výroky πn ∈ Φ0 a jehož slova jsou
výroky, které se z ṕısmen skládaj́ı spojkami ∼,∧,∨,→. Axiomy L3 tvoř́ı teorii v jazyce LPL.
Pro libovolnou valuaci V je dvojice ({⊥;>}, V ) model teorie L3, kde V (∼) := ¬, V (∧) :=
∩, V (∨) := ∪ a V (→) := ⇒.

Podle této terminologie tedy chápeme logické funkce jako interpretace logických spojek.

Poznámka. Výše uvedená definice jazyka a modelu je velmi zjednodušená. Pro přesněǰśı
popis viz. [WD15].

Naj́ıt model pro logiku specifikovanou axiomaticky pak znamená naj́ıt interpretaci výrok̊u
(tj. množinu pravdivostńıch hodnot) a logických spojek (tj. logických funkćı), které splňuj́ı
axiomy této logiky. V tomto duchu jsou syntaktické d̊usledky ty věty, které lze odvodit z
axiomů v T a odvozovaćıch pravidel. Sémantické d̊usledky jsou věty, které plat́ı ve všech
modelech T . Vztah mezi teoríı a modelem je určen bezespornost́ı a úplnost́ı.

V následuj́ıćı posloupnosti definic zavedeme Booleovy algebry, které budou sloužit jako

”univerzálńı modely” klasické logiky.

Definice 1.2.2. Částečně uspořádaná množina (angl. partially ordered set neboli poset) P
je dvojice (P,v), kde
1) P je množina,
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2) v je reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı binárńı relace (částečné uspořádáńı) na P.
Explicitně, pro každé x, y, z ∈ P plat́ı

1) x v x (reflexivita),
2) pokud x v y a y v x, pak x = y (antisymetrie),
3) pokud x v y a y v z, pak x v z (tranzitivita).

Pro jednoduchost budeme psát x ∈ P mı́sto x ∈ P.

Definice 1.2.3. Poset je ohraničený, pokud existuje nejmenš́ı prvek ⊥P a nejvěťśı prvek >P
splňuj́ıćı

⊥P v x v >P

pro každé x ∈ P.

Definice 1.2.4. Bud’ P = (P,v),Q = (Q,�) posety. Monotónńı zobrazeńı f : P → Q je
funkce f : P → Q taková, že f(x) � f(y) kdykoliv x v y pro libovolná x, y ∈ P.

Definice 1.2.5. Bud’ P poset, x, y ∈ P. Infimum x u y, pokud existuje, je prvek P, jenž je
jednoznačně definován vztahy

1) x u y v x, x u y v y,

2) pokud z v x a z v y pro nějaké z ∈ P, je z v x u y.

Supremum x t y, pokud existuje, je definováno analogicky vztahy

1) x v x t y, y v x t y,
2) pokud x v z a y v z pro nějaké z ∈ P, je x t y v z.

Definice 1.2.6. P je svaz, pokud pro každé x, y ∈ P, x u y a x t y existuj́ı. Pak ṕı̌seme
P = (P,v,t,u). Svaz P je distributivńı, pokud plat́ı

x t (y u z) = (x t y) u (x t z),
x u (y t z) = (x u y) t (x u z),

pro každé x, y, z ∈ P.

Lemma 1.2.7. Bud’ P svaz. Zobrazeńı (−)ua : P→ P s předpisem x 7→ xua je monotónńı
zobrazeńı.
D̊ukaz. Předpokládejme x v y. Pak

x u a v x v y,

x u a v a.

Z definice infima je pak x u a v y u a.

Definice 1.2.8. Bud’ P = (P, v, t, u) ohraničený svaz a x ∈ P. Komplement x (psáno
¬x), pokud existuje, je prvek P splňuj́ıćı

x u ¬x = ⊥P a x t ¬x = >P.
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Definice 1.2.9. Booleova algebra B je pětice (B, v, t, u, ¬), kde
1) (B, v, t, u) je ohraničený distributivńı svaz,
2) komplement ¬x existuje pro každé x ∈ B.
Označme x⇒ y := ¬x u y, tzv. ”relativńı komplement.”

Sémantika v CPL: Výroky jazyka LPL můžeme ohodnocovat B-valuaćı V : Φ0 → B,
kterou rozš́ı̌ŕıme na funkci V ′ : Φ→ B induktivně pravidly

V ′(∼ α) = ¬V ′(α),
V ′(α ∨ β) = V ′(α) t V ′(β),
V ′(α ∧ β) = V ′(α) u V ′(β),
V ′(α→ β) = V ′(α)⇒ V ′(β).

Věta 1.2.10. Necht’ B je Booleova algebra a V : Φ0 → B je B-valuace. Pak (B, V ′) je
interpretace klasické logiky, kde

komplement ¬ = V ′(∼) interpretuje negaci,
supremum t = V ′(∨) interpretuje disjunkci,

infimum u = V ′(∧) interpretuje konjunkci,
relativńı komplement ⇒ = V ′(→) interpretuje implikaci.

Značeńı B |= α (čteme ”α je validńı v B”) je zkratka pro (B, V ′) |= α, tj. ”α je validńı ve
všech B-valuaćıch”.

Poznámka. Intuitivně x v y znamená, že výrok α s pravdivostńı hodnotou V ′(α) = x je
silněǰśı než výrok β s hodnotou V ′(β) = y. T́ım je myšleno, že kdykoliv plat́ı α, muśı platit
β. Skutečně máme

x v y právě tehdy, když (x⇒ y) = >.

Př́ıklad 1.2.11. Množina 2 = {0; 1} s uspořádáńım 0 v 0, 0 v 1, 1 v 1 tvoř́ı Booleovu
algebru. Hraničńı prvky jsou 0 = ⊥2 a 1 = >2, dále xu y = x∩ y (konjunkce), xt y = x∪ y
(disjunkce), x⇒ y (implikace) a ¬x (negace) jsou logické funkce definované tabulkou na str.
10. Booleova algebra 2 je ”standartńı” model CPL, který interpretuje výroky jako absolutně
nepravdivé (V (α) = 0) a absolutně pravdivé (V (α) = 1). �

Př́ıklad 1.2.12. Bud’ X množina. Pak (P(X), ⊆, ∪, ∩, −) je Booleova algebra, kde
∅ = ⊥P(X), X = >P(X), supremum ∪ je sjednoceńı, infimum ∩ je pr̊unik, komplement
−A := X \ A je doplněk a A Z⇒ B := −A ∪B je relativńı komplement.

Interpretace: Pokud si X představ́ıme jako množinu mı́st (prostor), V (α) = A znamená,
že α plat́ı v bodech A. Mı́sta v X mohou být např. hlavńı města v Evropě a α může být výrok

”Počet obyvatel je větš́ı než 10 milion̊u.”- pak V (α) obsahuje města s v́ıce než 10 miliony
obyvateli. Hlavńı města jsou od sebe daleko a nijak si počet obyvatel navzájem neovlivňuj́ı,
na V (α) tedy nejsou kladeny žádné topologické požadavky. �

Věta 1.2.13. Bud’ B Booleova algebra. Pak pro x, y ∈ B plat́ı:

1) ¬¬x = x,

2) ¬(x u y) = (¬x) t (¬y),
3) ¬(x t y) = (¬x) u (¬y).
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D̊ukaz:
1) Plat́ı

(¬¬x) u ¬x = ¬(¬x) u (¬x) = 0,
(¬¬x) t ¬x = ¬(¬x) t (¬x) = 1.

Z jedinečnosti komplementu je ¬¬x = x.
2) Plat́ı

(x u y) u (¬x t ¬y) = x u ((y u ¬x) t (y t ¬y)︸ ︷︷ ︸
=0

= x u ¬x︸ ︷︷ ︸
=0

u y = 0,

(x u y) t (¬x t ¬y) = ((x t ¬x)︸ ︷︷ ︸
=1

u (y t ¬x)) t ¬y = (y t ¬y)︸ ︷︷ ︸
=1

t ¬x = 1.

Z jedinečnosti komplementu je ¬x t ¬y = ¬(x u y). Analogicky lze dokázat 3).
Pravidlo 1) je sémantický analog tautologie ∼∼ α↔ α. Pravidla 2),3) jsou sémantické

analogy de Morganových zákon̊u (tautologie 1), 2) v př́ıkladu 1.1.1). �

Vyberme si nějaký axiomatický systém A pro CPL (např. L3) a chápejme `CPL α jako

”α je syntaktický d̊usledek A”. Dále BA |= α (čteme ”α je BA-validńı”) znamená, že B |= α
pro každou Booleovu algebru B. Máme následuj́ıćı charakterizaci CPL (viz. [CKA]):

Věta 1.2.14. Syntaktické d̊usledky A jsou právě sémantické d̊usledky BA.

bezespornost: BA |= α kdykoliv `CPL α,

úplnost: `CPL α kdykoliv BA |= α.
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Kapitola 2

Intuicionistická logika

2.1 Brouwer̊uv program
Na konci 19. stolet́ı začala matematikou proudit myšlenka formalizace: všechny mate-

matické zákonitosti lze redukovat na pár axiomů, pomoćı kterých je vybudována celá ma-
tematika ([Gol84]). Dosud nejv́ıc použ́ıvaný ”základ matematiky” je teorie množin, zejména
Zermelo-Fraenkelova axiomatická teorie množin ZFC. Ordinály ∅, {∅}, {∅; {∅}}, ... formali-
zuj́ı přirozená č́ısla, která lze r̊uznými množinově-teoretickými konstrukcemi rozš́ı̌rit až na
reálná a komplexńı č́ısla. Mnoho matematických objekt̊u (monoid, vektorový prostor, topo-
logický prostor, okruh, ... ) lze chápat jako množinu s přidanou strukturou.

Zdaleka nejkontroverzněǰśı axiom teorie množin byl axiom výběru: ”Pro libovolnou množinu
neprázdných množin existuje funkce, která každé dané množině náhodně přǐrad́ı právě je-
den jej́ı prvek.” Na jednu stranu je tento axiom potřeba, aby platila velmi intuitivńı tvrzeńı
(každá surjektivńı funkce má pravou inverzi, každý vektorový prostor má bázi, kartézský
součin neprázdných množin je neprázdný), ale na druhou stranu má za d̊usledek větu o
dobrém uspořádáńı:

Prvky každé množiny X lze uspořádat tak, aby každá podmnožina A ⊆ X obsahovala
nejmenš́ı prvek.

Tato věta, ač velmi neintuitivńı, neńı v rozporu s žádným jiným tvrzeńım, tj. neńı nepravdivá.
Problém je, že se zat́ım nikomu nepodařilo (a jistě ani nepodař́ı) explicitně zapsat žádné
takové uspořádáńı na reálných č́ıslech.

Podobné výsledky o nekonečných množinách a daľśıch ”neintuitivńıch” objektech přimělo
některé matematiky přehodnotit jisté ontologické otázky ([Zal]). Vznikl konstruktivismus:
filozofický směr poṕıraj́ıćı existenci nezkonstruovatelných objekt̊u, jako např́ıklad dobrého
uspořádáńı na R. Odnož konstruktivismu, tzv. intuicionismus, je právě studiem této práce.
Byl založen L.E.J. Brouwerem a jeho základńı principy jsou:

1) Čistá matematika se skládá pouze z vědomých konstrukćı a ne z abstraktńı
manipulace symbol̊u. Matematika je jazykem popsatelná, ale nezáviśı na něm.

2) Logika je součást matematiky. Matematika na logice neńı závislá.

Princip 1) vyjadřuje onen konstruktivismus: podle něj muśı být každý objekt matema-
tické diskuze vědomě zkonstruován. Koncept nezkonstruovatelný, jako dobré uspořádáńı na
R, neńı matematický objekt. Aby abstraktńı koncepty měly význam a mohly se stát objek-
tem matematické diskuze, nestač́ı, aby teorie je popisuj́ıćı byla logicky bezesporná. Zejména
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d̊ukaz, že neexistence objektu vede ke sporu, neńı d̊ukaz existence. Konstruktivně je tedy tvr-
zeńı o existenci α silněǰśı, než tvrzeńı o nepravdivosti neexistence ∼∼ α : pokud jsme nějaký
objekt zkonstruovali, pak nemůže neexistovat, ale pokud dokážeme, že jeho neexistence vede
ke sporu, nezkonstruovali jsme ho a tedy (prozat́ım) neexistuje. Implikace ∼∼ α→ α neńı in-
tuicionisticky validńı. To je v rozporu s klasickou logikou, ve které je ∼∼ α vždy ekvivalentńı
s α (př́ıklad 1.1.1). Podle principu 2) se tato analýza vztahuje nejen na existenčńı tvrzeńı, ale
na celou logiku. Konkrétně pak ”d̊ukaz sporem” ∼∼ α→ α nemůžeme považovat za validńı
princip logiky. Logické principy akceptovatelné v intuicionistické filozofii tvoř́ı intuicionistic-
kou logiku. Z principu 1) dále plyne, že žádný formálńı jazyk neńı úplně věrohodný intuici a
že jakýkoliv pokus o formalizaci intuicionismu, a tedy i intuicionistické logiky, bychom měli
brát s nadsázkou. Formalizace popsané v sekćıch 2.2-2.4 jsou ovšem v jistém slova smyslu

”nejlepš́ı možné”, a proto právě je budeme studovat.
Prvńı krok k hlubš́ımu pochopeńı intuicionistické logiky je přesněǰśı vymezeńı pojmu

”zkonstruovat”. To můžeme např́ıklad prostřednictv́ım
Brouwer-Heyting-Kolmogorovy (BHK) interpretace intuicionistické logiky:

1) Důkaz výroku α ∧ β se skládá z d̊ukazu α a d̊ukazu β.

2) Důkaz výroku α ∨ β se skládá z d̊ukazu α nebo d̊ukazu β a prohlášeńı,
že daný d̊ukaz chceme považovat za svědectv́ı o α ∨ β.

3) Důkaz výroku α→ β je konstrukce, která d̊ukaz α přeměńı na d̊ukaz β.
4) Důkaz výroku ⊥ je spor a nemůže být zkonstruován. Důkaz výroku ∼ α := α→ ⊥

je konstrukce, která d̊ukaz α přeměńı na spor.

Hlavńı neshoda s klasickou logikou je v bodě 2), podle kterého k platnosti α∨ β nestač́ı,
aby ”alespoň jeden z α, β vždy platil”, ale abychom si byli vědomi, který plat́ı. Důkaz výroku
α ∨ ∼ α je v intuicionistické logice vědomá konstrukce výroku α, nebo konstrukce, která
d̊ukaz α změńı na spor. Výrok α ∨ ∼ α neplyne z nutnosti a v každé své instanci muśı být
dokázán. Jeho d̊ukaz je rozhodnut́ı o platnosti α. Pro nerozhodnuté výroky α, jako Rieman-
nova hypotéza nebo ”vesmı́r je nekonečný”, tud́ıž nemůžeme LEM (α ∨ ∼ α) prohlásit za
pravdivý.

Př́ıklad 2.1.1. Klasická reálná analýza využ́ıvá trichotomie reálných č́ısel: Pro každá reálná
x, y plat́ı

(x < y) ∨ (x = y) ∨ (x > y).
Toto můžeme chápat jako instanci LEM ve tvaru (x = y) ∨ (x 6= y) (zde jsme ”sloučili”
x < y a x > y do x 6= y, což je zkratka pro ∼ (x = y)). Pro racionálńı x skutečně plat́ı
(x = y) ∨ (x 6= y), nebot’ to můžeme rozhodnout algoritmem pro porovnáváńı č́ısel, který
kv̊uli racionalitě x, y muśı skončit, a t́ım dát výsledek onoho porovnáváńı. Pro iracionálńı
x, y ale algoritmus muśı zač́ıt od největš́ı č́ıslice a vždy se d́ıvat jen na zaokrouhleńı č́ısel x, y.
Pokud je skutečně (x > y)∨ (x < y), algoritmus porovnáńı ukonč́ı za konečně mnoho krok̊u.
Dokud ale neskonč́ı, nemůžeme si být jisti, jestli je x = y, nebo jsou x, y jen neskutečně
bĺızko, a tedy (x = y) ∨ (x 6= y) do konce porovnáváńı nelze prohlásit za pravdivé.

Porovnáváńı je ovšem limitováno systémem, na němž běž́ı. Reálný systém bude mı́t
nejmenš́ı rozpoznatelnou hodnotu ε > 0, takže kdykoliv x− y < ε, systém nerozpozná x od
y. Plat́ı ε−trichotomie:

(x < y) ∨ (|x− y| < ε) ∨ (x > y).
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Algoritmus bud’ rozhodne, že je jedno z č́ısel větš́ı, nebo je od sebe nerozezná. ε−trichotomie
je slabš́ı než klasická trichotomie: např́ıklad z ńı nelze dokázat (x2 = 0)→ (x = 0). 64-bitový
systém má ε = 10−308, takže pro x = 10−200 by systém považoval x2 za nulu, ale x by od
nuly rozeznal.

Bud’ α nějaký zat́ım nerozhodnutý výrok (α ∨ ∼ α jsme nedokázali). Definujme posloup-
nost (an) předpisem

an =
{

(−2)−n pokud α neńı rozhodnut v čase n
(−2)−k pokud α byl rozhodnut v čase k

Pak (an) konverguje k reálnému a, pro které nemůžeme rozhodnout (a < 0) ∨ (a = 0) ∨ (a >
0). �

V př́ıkladu 2.1.1 jsme ”vyvrátili” LEM předložeńım výroku tvaru α ∨ ∼ α, který
konstruktivně nelze dokázat. Tomuto argumentu se ř́ıká slabý protipř́ıklad. Slabým pro-
tipř́ıkladem se nesnaž́ıme dokázat, že nějaká instance LEM neplat́ı: neudáváme žádné pro-
tipř́ıklady LEM. Dokonce lze intuicionisticky dokázat, že ačkoliv LEM neplat́ı, nikdy žádný
protipř́ıklad nenajdeme: ∼∼ (α ∨ ∼ α) je intuicionisticky validńı (viz. 2.2.5). Dı́ky tomu,
ač neńı intuicionisticky validńı, lze LEM v intuicionistické logice konzistentně předpokládat
jako axiom - t́ım vznikne klasická logika.

Př́ıklad 2.1.2. V klasické reálné analýze je funkce

f(x) =
{
x+ 1 x ≤ 3,
x2 x > 3,

nespojitá v x = 3. Definice f ovšem předpokládá trichotomii reálných č́ısel a f tedy intu-
icionisticky neńı dobře definovaná. Z podobného d̊uvodu se ukazuje, že každá intuicionis-
ticky definovatelná funkce je spojitá, ačkoliv toto nelze intuicionisticky dokázat. Stejně jako
v př́ıpadě LEM můžeme tento princip konzistentně předpokládat jako axiom. Pak už ale
nemůžeme předpokládat LEM, nebot’ ten dovoluje konstrukci nespojitých funkćı.
Vı́ce o konstruktivńı analýze najdete v [Bri19]. �

Př́ıklad 2.1.3.
Dirichlet̊uv princip neńı intuicionisticky validńı: dokazuje existenci sporem.
Bézoutovo lemma je intuicionisticky validńı: jeho d̊ukaz je algoritmus, které řešeńı zkon-

struuje.
Euklid̊uv d̊ukaz existence nekonečně mnoha prvoč́ısel je intuicionisticky validńı. V dnešńı

době se sice prezentuje jako d̊ukaz sporem, ale toto je zbytečné, nebot’ algoritmus nová
prvoč́ısla opravdu zkonstruovat umı́ (ačkoliv velmi neefektivně).

Axiom úplnosti neńı intuicionisticky validńı: nepopisuje zp̊usob, jak supremum množiny
naj́ıt. Důsledky axiomu úplnosti také nejsou validńı: např. za splněńı podmı́nek Bolzanovy
věty sice ”existuje” řešeńı rovnice f(x) = y, ale nev́ıme, jak ho zkonstruovat. �

Věta 2.1.4. Existuj́ı irracionálńı č́ısla a, b taková, že ab je racionálńı.
Klasický (nekonstruktivńı) d̊ukaz: Pokud

√
2
√

2 je racionálńı, pak a = b =
√

2 funguje. V
opačném př́ıpadě (zde využ́ıváme LEM) (

√
2
√

2)
√

2 = 2, takže a =
√

2
√

2
, b =

√
2 funguje.

Konstruktivńı d̊ukaz:
√

2log2 9 = 8, takže a =
√

2, b = log2 9 funguje. �
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2.2 Přirozená dedukce pro IPL
Po zbytek kapitoly budeme formalizovat myšlenky minulé sekce. Začneme s př́ıstupem

deduktivńım. Neformálně řečeno, výroky jsou chápány jako nositelé informace, logické spojky
jako zp̊usoby skládáńı informaćı a dedukce jako manipulace informaćı.

Výroky jsou tvrzeńı, pro něž lze jasně určit, z čeho se skládá jejich d̊ukaz. Výrok je
pravdivý, pokud jsme jeho d̊ukaz zkonstruovali. To nám dává dva úsudky:

1) α je výrok,
2) α plat́ı.

Oproti klasické logice ”α neńı pravdivá” (tj. nezkonstruovali jsme d̊ukaz α) nepovažujeme
za úsudek. K této problematice se vrát́ıme v sekci 2.4.

Dedukce se skládá z konečně mnoha použit́ı nějaké instance jednoho z pravidel dedukce
a jǐz dokázaných tvrzeńı. Pravidla dedukce děĺıme na pravidla
1) formačńı, která pro každou spojku určuj́ı, že formule j́ı vytvořená je výrok,
2) introdukčńı, která pro každou spojku určuj́ı, jak výroky vytvořenou danou spojkou dokázat
(ty jsme už neformálně popsali v BHK interpretaci),
3) eliminačńı, která pro každou spojku určuj́ı, co lze z výrok̊u danou spojkou vytvořených
dokázat.

Každý krok dedukce (použit́ı jednoho z výše uvedených pravidel) zapisujeme podle vzoru

P1 ... Pn �X.Z
V zápisu Pi pro 1 ≤ i ≤ n (premisy, předpoklady) a Z (závěr) mohou být úsudky tvaru ”αje výrok” nebo ”α plat́ı”, � je spojka, jej́ıž pravidlo použ́ıváme a X je forma pravidla: F pro
formačńı, I pro introdukčńı a E pro eliminačńı (pokud je nějakých pravidel v́ıc, rozlǐsuj́ı se
přirozeným indexováńım). Formačńı pravidla jsou
α je výrok ∼ F ,∼ α je výrok >F ,> je výrok ⊥F ,⊥ je výrok

α je výrok β je výrok ∧F ,
α ∧ β je výrok

α je výrok β je výrok ∨F ,
α ∨ β je výrok

α je výrok β je výrok
→ F .

α→ β je výrok

Pravda (>) plat́ı vždy a nepravda (⊥) neplat́ı nikdy. Introdukčńı pravidlo > je volné (pravdu
lze odvodit z čehokoliv) a eliminačńı pravidlo pro > neńı (z toho, že pravda plat́ı, nic ne-
odvod́ıme). Introdukčńı pravidlo pro ⊥ neexistuje (nepravda nelze odvodit) a eliminačńı
pravidlo pro ⊥ je volné (z nepravdy lze odvodit cokoliv):

α plat́ı >I,> plat́ı
⊥ plat́ı

⊥E.
α plat́ı

Výrok α ∧ β dokážeme, pokud dokážeme α a β. Naopak z α ∧ β můžeme odvodit α i β:
α plat́ı β plat́ı ∧I,

α ∧ β plat́ı
α ∧ β plat́ı ∧E1,
α plat́ı

α ∧ β plat́ı ∧E2.
β plat́ı

Konjunkci α → β dokážeme, pokud dokážeme β za předpokladu platnosti α. Předpoklady
znač́ıme ṕısmeny u, v, w, ... vedle horizontálńı čáry. Pokud otevřeme předpoklad, odvozeńı
se stává hypotetické. Pokud v hypotetickém odvozeńı odvod́ıme α, neznamená to, že α plat́ı:
plat́ı jen hypoteticky. Při použit́ı pravidla→ Iu předpoklad αu uzavřeme a nemůžeme ho již
použ́ıt. Po otevřeńı předpokladu je odvozeńı hypotetické, dokud předpoklad neuzavřeme.

19



Naopak z α → β a α můžeme odvodit β. Pravidlo → E s názvem modus ponens často
slouž́ı jako odvozovaćı pravidlo axiomatických systémů.

u
α plat́ı

...
β plat́ı

→ Iu
α→ β plat́ı

α plat́ı α→ β plat́ı
→ E

β plat́ı
Negaci ∼ definujeme jako ∼ α := α→ ⊥, z čehož vyplývaj́ı následuj́ıćı pravidla.

u
α plat́ı

...
⊥ plat́ı

∼ Iu∼ α plat́ı
α plat́ı ∼ α plat́ı

∼ E⊥ plat́ı
Disjunkci α∨β můžeme dokázat z α nebo z β. Výrok (α∨β)→ γ dokážeme, pokud dokážeme
α→ γ a β → γ. To je rozdělováńı na př́ıpady: může platit α, nebo β, a pokud γ dokážeme
v obou př́ıpadech, pak z α ∨ β vyplývá γ.

α plat́ı ∨I1α ∨ β plat́ı
β plat́ı ∨I2α ∨ β plat́ı

α→ γ plat́ı β → γ plat́ı α ∨ β plat́ı
∨E

γ plat́ı

Výše popsaný systém nazývejme ND. Ṕı̌seme `ND α, pokud existuje dedukce výroku
α v ND. Kdykoliv `ND α, můžeme v dedukci použ́ıt α bez použit́ı premis či otev́ıráńı
předpoklad̊u:

α.

Pokud `ND α → β, ř́ıkáme, že α je silněǰśı než β. Pokud `ND α ↔ β, ř́ıkáme, že α je
stejně silná jako β.

Př́ıklad 2.2.1. Ukážeme `ND (α ∧ β)→ (β ∧ α):

u
α ∧ β plat́ı ∧E2β plat́ı

u
α ∧ β plat́ı ∧E1α plat́ı

∧I
β ∧ α plat́ı

(α ∧ β)→ (β ∧ α) plat́ı

Substitućı dostáváme analogický d̊ukaz (β∧α)→ (α∧β), z čehož vid́ıme, že `ND (α∧β)↔
(β ∧ α). �

Př́ıklad 2.2.2. Výrok α ∈ Φ je obecně silněǰśı, než jeho negace: `ND α→ (∼∼ α).

u
α plat́ı v∼ α plat́ı

∼ E⊥ plat́ı
∼ Iv∼∼ α plat́ı
→ Iu

α→ (∼∼ α) plat́ı

¨ �
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Př́ıklad 2.2.3. Ukážeme `ND ∼∼∼ α→ ∼ α

u∼∼∼ α plat́ı

v
α plat́ı α→ (∼∼ α) plat́ı

→ E∼∼ α plat́ı
∼ E⊥ plat́ı

∼ Iv∼ α plat́ı
→ Iu(∼∼∼ α)→ (∼ α) plat́ı

�

Z př́ıklad̊u 2.2.2 a 2.2.3 pak dostáváme `ND ∼ α ↔ ∼∼∼ α. Pokud je výrok α ∈ Φ
negace nějakého jiného výroku (tj. plat́ı α↔ ∼ β pro nějaké β ∈ Φ,) pak je stejně silný jako
svoje dvojitá negace:

α↔ ∼ β ↔ ∼∼∼ β ↔ ∼∼ α.

Př́ıklad 2.2.4. Ukážeme `ND ((α ∨ β)→ z)↔ ((α→ γ) ∧ (β → z)).
u

α plat́ı
∨ I

α ∨ β plat́ı
v

(α ∨ β)→ γ plat́ı
T

γ plat́ı
→ Iu

α→ γ plat́ı

w
β plat́ı

∨ I
α ∨ β plat́ı

v
(α ∨ β)→ γ plat́ı

T
γ plat́ı

→ Iw
β → γ plat́ı

∧ I(α→ γ) ∧ (β → γ)
→ Iv((α ∨ β)→ γ)→ ((α→ γ) ∧ (β → γ)) plat́ı

u
(α→ γ) ∧ (β → γ) plat́ı

∧ E(α→ γ) plat́ı

u
(α→ γ) ∧ (β → γ) plat́ı

∧ E(β → γ) plat́ı v
α ∨ β plat́ı

∨ E
γ plat́ı

→ Iv(α ∨ β)→ γ plat́ı
→ Iu((α→ γ) ∧ (β → γ))→ ((α ∨ β)→ γ) plat́ı

�

Př́ıklad 2.2.5. Zvláštńı př́ıpad předchoźıho př́ıkladu je `ND ∼ (α ∨ ∼ α)↔ ((∼ α)∧ (∼∼
α)), pomoćı něhož ukážeme, že LEM nemá žádné protipř́ıklady: `ND ∼∼ (α ∨ ∼ α).

u
∼ (α ∨ ∼ α) ∼ (α ∨ ∼ α)↔ ((∼ α) ∧ (∼∼ α))

→ E∼ α ∧ ∼∼ α ∼ E⊥ ∼ Iu∼∼ (α ∨ ∼ α)
Alternativně můžeme v d̊ukazu `ND α → β předpoklad αu neuzav́ırat, č́ımž dostaneme

d̊ukaz ”z α odvod’ β”:

α plat́ı
...

β plat́ı
Ṕı̌seme α `ND β. Pomoćı implikace → popisuje ND relaci `ND: úsudek ”α → β plat́ı” je

”vnitřńı” verze úsudku ”α `ND β”.
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2.3 Heytingovy algebry
Pro sémantický a axiomatický př́ıstup k IPL se obrát́ıme k Arendu Heytingovy. Jeho

př́ınos k intuicionistické logice je, navzdory Brouwerova anti-formalistického přesvědčeńı,
formalizace intuicionistické logiky.

Výroky v IPL budeme ohodnocovat valuaćı V ′ : Φ → H, kde Φ je množina výrokových
formuĺı a H množina pravdivostńıch hodnot. V analogii s klasickým př́ıpadem (poznámka
pod větou 1.2.10) budou rovněž pravdivostńı hodnoty výrok̊u α, β ∈ Φ přirozeně uspořádány
principem ”silněǰśı výroky jsou ńıž”:

V ′(α) v V ′(β), pokud z α lze intuicionisticky odvodit β.

V ND mı́sto ”α lze intuicionisticky odvodit β” ṕı̌seme α `ND β. Pravidla ∧E1,∧E2,∧I pak
představuj́ı vlastnosti infima a ∨I1,∨I2,∨E vlastnosti suprema (1.2.5). Interpretace pravidel
→ I,→ E jazykem teorie uspořádáńı nás vede k podmı́nce

x v a⇒ b právě tehdy, když x u a v b,

kde⇒, tzv. ”relativńı pseudokomplement”, je ona interpretace spojky→ . Jednoduše řečeno,
a⇒ b definujeme jako nejslabš́ı možnou pravdivostńı hodnotu splňuj́ıćı modus ponens→ E.
Dále po vzoru ND definujeme ”pseudokomplement” ¬x := x⇒ ⊥ podmı́nkou

x v ¬a právě tehdy, když x u a = 0

tj. negace je nejslabš́ı možná splňuj́ıćı ∼ E.

Definice 2.3.1. Heytingova algebra H je pětice (H, v, t, u, ⇒), kde
1) (H, v, t, u) je distributivńı ohraničený svaz
2) relativńı pseudokomplement a⇒ b je jednoznačně definován podmı́nkou

x v a⇒ b právě tehdy, když x u a v b

Označme ¬x := x⇒ ⊥H, tzv. pseudokomplement.

Sémantika v IPL: V analogii s klasickým př́ıpadem definujeme H-valuaci V : Φ0 → H,
kterou indukćı na logických spojkách pravidly

V ′(∼ α) = ¬V ′(α)
V ′(α ∨ β) = V ′(α) t V ′(β)
V ′(α ∧ β) = V ′(α) u V ′(β)
V ′(α→ β) = V ′(α)⇒ V ′(β)

rozš́ı̌ŕıme na V ′ : Φ→ H. Ṕı̌seme H |= α, pokud V (α) = >H pro každou H−valuaci V : 0Φ→
H a HA |= α, pokud H |= α pro každou Heytingovu algebru H.

Věta 2.3.2. Každá Booleova algebra B je Heytingova algebra s a ⇒ b := ¬a t b, kde ¬ je
komplement v dané B.
D̊ukaz: Potřebujeme ukázat

x v ¬a t b právě tehdy, když x u a v b.
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”⇒”: Předpokládejme x v ¬a t b. Pak

x u a v (¬a t b) u a = (¬a u a) t (b u a) v b u a v b

”⇐”: Předpokládejme x u a v b. Pak

x v ¬a t x = (a t ¬a) u (¬a t x)
= (a u ¬a) t (a u x) t (¬a u ¬a) t (¬a u x)
v ¬a t (a u x) v ¬a u b

�

Př́ıklad 2.3.3. (Zobecněńı př́ıkladu 1.2.12) Bud’ (X, τ) topologický prostor. Pak (τ, ⊆
, ∪, ∩, Z⇒, −) je Heytingova algebra, kde ∅ = ⊥τ , X = >τ , supremum t je sjednoceńı ∪,
infimum u je pr̊unik ∩ a

A Z⇒ B := (X \ A)int ∪B

je relativńı pseudokomplement. Pseudokomplement ¬A := (X \ A)int je vnitřek doplňku.
Vnitřek C int je z definice sjednoceńı všech otevřených podmnožin C a použ́ıváme ho, protože
doplněk otevřené množiny nemuśı být otevřený. Skutečně máme

U ⊆ (X \ V )int ∪W právě tehdy, když U ∩ V ⊆ W.

”⇒”: Předpokládejme U ⊂ (X \ V )int ∪W a x ∈ U ∩ V. Pak x ∈ U ⊆ (X \ V )int ∪W, jenže
z x ∈ V máme x 6∈ X \ V ⊇ (X \ V )int, a tedy nutně muśı být x ∈ W.

”⇐”: Předpokládejme U ∩V ⊆ W a x ∈ U. Pak x ∈ V Z⇒P(X) W = (X \V )∪W, kde Z⇒P(X)
je relativńı komplement v P(X). V př́ıpadě x ∈ X \V ovšem x lež́ı v otevřené množině (U),
takže můžeme BÚNO x ∈ X \ V ześılit na x ∈ (X \ V )int.
V př́ıpadě τ = P(X) (diskrétńı topologie) zpětně dostáváme př́ıklad 1.2.12.

Interpretace je podobná jako v př́ıkladu 1.2.12, jen mı́sta v X jsou opravdu body prostoru,
takže pravdivost výroku se může spojitě měnit. V (α) = A znamená, že α plat́ı v bodech A.
Když pak přecháźıme do V (∼ α) = (X \ A)int, kde α neplat́ı, přejdeme přes okraj ∂A, kde
nemuśı α platit, ani neplatit:

V (α ∨ ∼ α) = A ∪ ¬A = A ∪ (X \ A) = X \ (∂A \ A),

což neńı X kdykoliv A neńı uzavřená.
Uvažujme např́ıklad výrok α = ”Teplota v prostoru X je mezi 20◦C a 25◦C.” Teplota

T (◦C) je spojité zobrazeńı T : X → R, takže V (α) = T−1((20, 25)) je (z definice spojitého
zobrazeńı) otevřená množina. Obdobně se můžeme ptát na rozpět́ı tlaku, vlhkosti vzduchu,
atd. Také β = ”V prostoru X prš́ı.”, ačkoliv má na otevřených množinách V (β) a ¬V (β)
konstantńı hodnoty, na okraji může mı́t jinou hodnotu. �

Bud’ Φ množina výrok̊u v LPL. Definujme relaci ∼ND na Φ

α ∼ND β , pokud `ND α↔ β.

Pak ∼ND je relace ekvivalence a množina tř́ıd ekvivalence L := Φ/ ∼ND je částečně
uspořádaná principem ”silněǰśı výroky jsou ńıž”:

[α] v [β] pokud `ND α→ β.
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Věta 2.3.4. L = (Φ/ ∼ND, v, ∪, ∩, Z⇒) je Heytingova algebra, kde

1) [α] t [β] := [α ∨ β],
2) [α] u [β] := [α ∧ β],

3) [α] Z⇒ [β] := [α→ β],
4) ¬[α] := [∼ α].

D̊ukaz:
1) Ukážeme, že t je infimum. Máme `ND α → (α ∨ β), `ND β → (α ∨ β), a pokud

`ND α→ γ a `ND β → γ, pak `ND (α ∨ β)→ γ:

u
α ∨ β α→ γ β → γ

∨Eγ
→ Iu(α ∨ β)→ γ

2) u je supremum: analogické s 1).

3) Chceme

`ND x→ (α→ β) právě tehdy, když `ND (x ∧ α)→ β.

”⇒ ” : Předpokládejme `ND x→ (α→ β). Pak `ND (x ∧ α)→ β :

x→ (α→ β)
u

x ∧ α plat́ı ∧E1x
→ E

α→ β

u
x ∧ α plat́ı ∧E2α

→ E
β

→ Iu(x ∧ α)→ β

”⇐ ” : Předpokládejme `ND x ∧ α→ β. Pak `ND x→ (α→ β) :

ux vα ∧Ix ∧ α x ∧ α→ β
→ E

β
→ Iv

α→ β
→ Iu

x→ (α→ β)

4) [∼ α] = [α→ ⊥] = [α] Z⇒ ⊥L = ¬[α]. �

Pomoćı L ukážeme úplnost Heytingových algeber: pokud HA|= α, máme L |= α, a tedy
V (α) = >L pro V : α 7→ [α]. Z toho `ND α ↔ >, takže `ND α. Spolu s bezespornost́ı,
jenž vyplývá z rutinńıch výpočt̊u z definice Heytingových algeber, dostáváme charakterizaci
Heytingových algeber:

Věta 2.3.5. Syntaktické d̊usledky IPL jsou právě sémantické d̊usledky HA.

bezespornost pro ND: HA |= α, kdykoliv `ND α

úplnost pro ND: `ND α, kdykoliv HA |= α
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Inspirován hilbertovskými systémy Heyting také navrhl následuj́ıćı
Axiomatický systém pro IPL:
Jazyk: LPL (stejný jako pro CPL)
Axiomy:

I : α→ (α ∧ α)
II : α ∧ β → β ∧ α

III : (α→ β)→ ((α ∧ γ)→ (β ∧ γ))
IV : ((α→ β) ∧ (β → γ))→ (α→ γ)
V : α→ (β → α)

VI : α ∧ (α→ β)→ β

VII : α→ (α ∨ β)
VIII : (α ∨ β)→ (β ∨ α)

IX : ((α→ γ) ∧ (β → γ))→ ((α ∨ β)→ γ)
X : ∼ α→ (α→ β)

XI : ((α→ β) ∧ (α→ ∼ β))→ ∼ α

Pravidla odvozováńı:

Modus ponens (MP): Pokud `IPL α a `IPL α→ β, pak `IPL β.
Substituce (Sub): Pokud `IPL φ(α) pro každé α ∈ Φ, pak `IPL φ(β).

Podobným zp̊usobem, jako v př́ıkladu 2.3.5, lze ukázat ([Gol84]):

Věta 2.3.6.

bezespornost pro IPL: HA |= α, kdykoliv `IPL α

úplnost pro IPL: `IPL α, kdykoliv HA |= α

Toto určuje ekvivalenci mezi deduktivńım, sémantickým a axiomatickým př́ıstupem k
intuicionistické logice.

2.4 Kripkeho sémantika
V intuicionistické logice výrok neńı pravdivý, pokud jsme ho nedokázali. To ovšem nezna-

mená, že ho nedokážeme nikdy - možná ho dokážeme později, nebo za určitého předpokladu.
Jeho pravdivost neńı absolutńı, ale záviśı na času a podmı́nkách, tj. na momentálńım stavu.
Čas a podmı́nky dávaj́ı stav̊um uspořádáńı: pokud jsem výrok dokázal dnes, bude od dneška
platit navždy. Pokud jsem ukázal, že výrok je d̊usledek Riemannovy hypotézy a někdo tuto
hypotézu dokáže, můj výrok bude od daného momentu platit navždy.

Množina všech stav̊u P je uspořádána kauzalitou v, a tedy P = (P,v) je poset. Pokud
jsou dva stavy p, q ∈ P uspořádané jako p v q a výrok πi ∈ Φ0 plat́ı ve stavu p, pak muśı
platit i ve stavu q. Pravdivostńı hodnota výroku by měla vyjadřovat, ve kterých stavech plat́ı.
Toho můžeme jednoduše doćılit zabaleńım těchto stav̊u do množiny. Pravdivostńı hodnoty
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A ⊆ P pak budou kauzálně uzavřené, tj. pokud p v q a p ∈ A, pak q ∈ A. Množinu všech
kauzálńıch podmnožin P (pravdivostńıch hodnot) nazveme P+. Výroky budeme ohodnocovat
P−valuaćı V : Φ0 → P+ s předpisem

V (πi) = {p ∈ P : πi je pravdivý v p}.

Toto lze indukćı rozš́ı̌rit na V ′ : Φ→ P+ následuj́ıćımi pravidly.

1) V ′(π) = V (π) pro π ∈ Φ0

2) V ′(α ∧ β) = V ′(α) ∩ V ′(β)
3) V ′(α ∨ β) = V ′(α) ∪ V ′(β)
4) V ′(∼ α) = −V ′(α) = {p ∈ P ; pro každé p v q plat́ı q 6∈ V ′(α)}
5) V ′(α→ β) = V ′(α) Z⇒ V ′(β) =

= {p ∈ P ; pro každé p v q plat́ı q ∈ V ′(β) kdykoliv q ∈ V ′(α)}

Pokud podle 4) v p dokážeme, že α je nepravdivý, v žádném z následuj́ıćıch stav̊u p v q
výrok α nebude pravdivý. Pravidlo 5) ř́ıká, že pokud ve stavu p dokážeme α → β, pak ve
všech následuj́ıćıch stavech bude β platit v jakémkoliv stavu, ve kterém plat́ı α.

Výrok α je pravdivý ve valuaci V , pokud plat́ı ve všech stavech, tj. V ′(α) = P. Výrok
α je validńı v P (psáno P |= α), pokud je pravdivý ve všech valuaćıch, tj. V ′(α) = P pro
libovolné V : Φ0 → P+.

Dvojice (P, V ′ : Φ → P+) se nazývaj́ı Kripkeho modely. V tomto kontextu se danému
posetu ř́ıká rámec (angl. frame). Pro alternativńı popis kripkeho model̊u viz. [Sha].

Př́ıklad 2.4.1. P = ({0; 1; 2; ...;n},∆P ), kde ∆P = {〈0; 0〉; 〈1; 1〉; ...; 〈n;n〉} je triviálńı
uspořádáńı. V tomto posetu je V ′(∼ α) = {1; 2; ...;n} \ V ′(α).

V (α ∨ ∼ α) = V (α) ∪ ({1; 2; ...;n} \ V (α)) = {1; 2; ...;n} = P,

takže P |= α ∨ ∼ α. Dále

V (∼∼ α) = {1; 2; ...;n} \ ({1; 2; ...;n} \ V (α)) = V (α),

takže V (∼∼ α → α) = P , a tedy P |= ∼∼ α → α. Všechny klasické formule jsou validńı
v P, pravdivostńı hodnoty jsou jednoprvkové podmnožiny P a tvoř́ı Booleovu algebru. Pro
n = 1 dostaneme klasickou logiku, kde pravdivost v {0} znamená absolutńı pravdivost a v
∅ absolutńı nepravdivost. �

Př́ıklad 2.4.2. P = (N,≤), kde 0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ ... je měkká nerovnost. Pravdivostńı hodnoty
jsou tzv. principálńı množiny

[k) := {n ∈ N : k ≤ n},
kde k ∈ N. Uspořádáńı ≤ představuje plynut́ı času: V ′(α) = [k) znamená, že α začne platit
za k jednotek času (např. k dn̊u) od daného počátku. Pokud α začne platit za n jednotek
času a β za m jednotek času, jejich disjunkce začne platit, až začne platit alespoň jeden z
nich:

V (α ∨ β) = [n) ∪ [m) = [min(n,m))
a konjunkce, až začnou platit oba:

V (α ∧ β) = [n) ∩ [m) = [max(n,m)).
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Implikace α → β je složitěǰśı. Pokud V (α) ⊆ V (β), vždy plat́ı β kdykoliv plat́ı α, a tedy
V (α→ β) = >N. Pokud V (β) ⊆ V (α), v některých stavech může platit α, ale β ne. Jakmile
ale začne platit α, plat́ı i β, a tedy V (α→ β) = V (α). Z toho dostáváme předpis pro Z⇒:

[n) Z⇒ [m) =
{
>N pokud m ≤ n,
[m) pokud n ≤ m.

Pokud α začne platit za 5 dn̊u (V (α) = [5)), dnes nejde ř́ıct ani že plat́ı, ale ani, že
neplat́ı.

V (α ∨ ∼ α) = [5) ∪ ∅ = [5) 6= >N,

a tedy P 6|= α ∨ ∼ α. �

Věta 2.4.3. (P+,⊆,∪,∩, Z⇒,¬) je Heytingova algebra.
D̊ukaz. ⊥P+ = ∅ a >P+ = P. Dále muśıme dokázat

A ⊆ B ⇒ C právě tehdy, když A ∩B ⊆ C

”⇒”: Předpokládejme A ⊆ B ⇒ C. Pokud p ∈ A ∩ B, muśı být p ∈ B a p ∈ B ⇒ C, takže
pro každé p v q je q ∈ C. Jenže p v p, takže p ∈ C.

”⇐”: Předpokládejme A ∩ B ⊆ C. Pak pokud p ∈ A a q ∈ B pro nějaké p v q, muśı být
q ∈ A (plyne z kauzálńı uzavřenosti A) a tedy q ∈ A ∩ B, takže q ∈ C. Zpětným zabaleńım
do definice máme p ∈ B ⇒ C. �

Př́ıklad 2.4.4. Uvažujme následuj́ıćı poset P reprezentovaný následuj́ıćım diagramem.

a //

��

ab

1

@@

��
c // d

V tomto orientovaném grafu jsou vrcholy prvky P a šipka x → y znač́ı x v y. Necht’
výroky α, β, γ, δ maj́ı pravdivostńı hodnoty

V (α) = [ab), V (β) = [a), V (γ) = [d), V (δ) = [c).

Jakmile se dostaneme do stavu v množině

V (α ∨ ∼ α) = [ab) ∪ [c) = {ab, c, d, ∅},

máme pravdivost α rozhodnutou. Dále

V (∼ α ∨ ∼ γ) = [c) ∪ [ab), ale V ′(∼ (α ∧ γ)) = ¬(∅) = [1),

protože ve stavu a neplat́ı ∼ γ, ale ∼ (α∧ γ) plat́ı vždy. Ve stavu 1 nelze rozhodnout, zda-li
plat́ı β nebo ∼ α, ale α→ β lze rozhodnout, protože to plat́ı vždy. Pak tedy

V (α→ β) = [1), ale V (∼ α ∨ β) = [a) ∪ [c),

Dále V (∼∼ γ) = ¬[ab) = [d), takže

V (∼∼ γ → γ) = [d)⇒ [c) = [a) 6= [1).
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Stavy a, c jsou neporovnatelné, takže

V ((β → δ) ∨ (δ → β)) = [d) ∪ ([d) ∩ [ab)) = {d, ab} 6= [1)

Z α∧δ vyplývá γ, ale ve stavu 1 ještě nev́ıme, jestli plat́ı α→ γ nebo δ → γ. Až se přesuneme
do stavu a nebo c, jedno z β, δ začne platit, takže z toho druhého začne vyplývat γ (protože
α ∧ δ → γ plat́ı v celém P). Máme

V ((β∧δ)→ γ) = [d)⇒ [d) = [1), ale V ((β → γ)∨(δ → γ)) = ([ab)∪[d))∪[d) = [d)∪[ab) 6= [1).

Ve výše popsaném framu neplat́ı tautologie 2)-7) z př́ıkladu 1.1.1.

P 6|= (∼ α ∨ ∼ β)↔ (∼ (α ∧ β))
P 6|= (α→ β)↔ (∼ α ∨ β)
P 6|= (∼∼ α)↔ α

P 6|= α ∨ ∼ α

P 6|= (α→ β) ∨ (β → α)
P 6|= ((β ∧ δ)→ γ)↔ ((β → γ) ∨ (δ → γ))

�

Po zbytek práce se budeme věnovat zobecněńım poset̊u, tzv. kategoríım. V kategoríıch
může mezi dvěma vrcholy být v́ıce než jedna šipka. To vyjadřuje existenci v́ıce zp̊usob̊u, jak
se dostat z jednoho stavu do druhého.
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Kapitola 3

Toposy

Následuj́ıćı kapitola představuje teorii kategoríı a jej́ı velmi expresivńı jazyk, kterým
později definujeme nástroje užitečné při konstrukci model̊u intuicionistické logiky.

3.1 Motivace
Reprezentace posetu v př́ıkladu 2.4.4 nám umožňuje chápat některé jeho vlastnosti

prostřednictv́ım ”přirozených operaćıch na šipkách”. V př́ıpadě, kdy je uvažovaný poset Hey-
tingova algebra, můžeme existenci šipky x→ y chápat doslova jako ”z x lze odvodit y”.
•reflexivita: Každý prvek x má ”triviálńı šipku” x → x. Toto logicky koresponduje faktu,

že každý výrok plyne sám ze sebe.
•tranzitivita: Šipky x→ y a y → z můžeme ”složit” do šipky x→ z, diagramaticky zapsáno

x //
$$

y // z

Logicky to koresponduje faktu, že pokud z x plyne y a z y plyne z, pak z x plyne z.
•infimum: Z x u y vede šipka do x a y.

x u y

""||
x y

Logicky toto koresponduje k pravidl̊um ∧E1,∧E2 v ND. Dále pokud ze z vedou šipky
z → x a z → y,

z

��



x u y

""||
x y

muśı existovat šipka z → x u y. Šipky existuj́ıćı ”z nutnosti” zapisujeme přerušovaně:
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z

��



��

x u y

""||
x y

Ze všech objekt̊u, ze kterých vede šipka do x a y, je xty ”univerzálńı” ve smyslu, že ze všech
ostatńıch takových objekt̊u muśı vést šipka do x t y. Logicky toto koresponduje k pravidlu
∧E.
•supremum: Situace je analogická jako pro infima, akorát jsou všechny šipky ”naopak”:

z

x t y

OO

x

??

<<

y

^^

bb

šipky x→ x t y a y → x t y logicky vyjadřuj́ı ∨I1,∨I2 a univerzalita x t y vyjadřuje ∨E.
Stejnou ”analýzu šipek” můžeme provést pro množiny: vrcholy (dále jen objekty) budou

značit množiny a šipky funkce. Mezi dvěma množinami může být v́ıce než jedna funkce a
obecně je nebudeme kreslit všechny.
•”reflexivita”: Pro každou množinu A lze definovat funkci idA : A → A s předpisem ”nic

nedělej”: x 7→ x
•”tranzitivita”: Pokud f : A → B a g : B → C jsou funkce, můžeme sestrojit funkci
h : A→ C pravidlem h(x) = g(f(x)). Pak pro každé x ∈ A plat́ı, že at’ v diagramu

x
f
//

h

$$
y g

// z

p̊ujdeme z A do C ”po šipkách” jakoukoliv cestou (bud’ si vybereme f a g, nebo h), dosta-
neme stejný výsledek. Ř́ıkáme, že tento diagram komutuje. Nad rovnost́ı

h(x) = g(f(x)) pro každé x ∈ A,

je jednodušš́ı uvažovat jako nad rovnost́ı funkćı h = g ◦ f.
•”infimum”: Z kartézského součinu A × B vede funkce π1 : A × B → A s předpisem ”za-

pomeň druhou komponentu”. [x; y] 7→ x a π2 : A × B → B s předpisem ”zapomeň prvńı
komponentu”: [x; y] 7→ y.

A×B

π2
##

π1
{{

A B
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Pokud máme funkce f : C → A a g : C → B,

C

f

��

g

		

A×B

π2
##

π1
{{

A B

můžeme sestrojit funkci 〈f, g〉 : C → A × B s předpisem 〈f, g〉(x) = [f(x); g(x)]. Ta je je-
dinečná taková, že diagram

C

f

��

g

		

〈f,g〉
��

A×B

π2
##

π1
{{

A B

komutuje (což v tomto př́ıpadě znamená π1 ◦ 〈f, g〉 = f a π2 ◦ 〈f, g〉 = g). Zde přerušovaná
čára neznamená jen ”existuje z nutnosti” jako v př́ıpadě poset̊u, ale ”existuje z nutnosti a je
jedinečná taková, že diagram komutuje.”
•”supremum”: D disjunktńıho sjednoceńı A+B := A×{0}∪B×{1} vede i1 : A→ A+B

s předpisem x 7→ [x; 0] a i2 : B → A + B s předpisem x 7→ [x; 1]. Funkce f : A → C a
g : B → C nám určuj́ı právě jednu funkci [f ; g] : A+B → C s předpisem

[f ; g]([x; i]) =
{
f(x) pokud i = 0,
g(x) pokud i = 1,

takovou, že

C

A+B

[f,g]

OO

A

f

??

i1

;;

B

g

__

i2

cc

komutuje.
Hlavńı myšlenka teorie kategoríı je, že výše popsanou ”analýzu šipek” lze provádět v

mnoha rozmanitých situaćıch. Tyto situace t́ım objasňuje, zjednodušuje a dává do souvislosti
s jinými, na prvńı pohled odlǐsně vypadaj́ıćımi situacemi. Šipce a→ a zobecňuj́ıćı reflexivitu
ř́ıkáme identita, zobecněńı tranzitivity je skládáńı šipek (operace ◦), zobecněńı infima je
produkt a suprema koprodukt.

Obecněji mohou objekty představovat r̊uzné matematické objekty a šipky zobrazeńı mezi
nimi. Soubor objekt̊u a šipek, tzv. kategorie, tvoř́ı prostřed́ı pro matematickou teorii. Prvńı
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př́ıklad je poset P, jehož objekty jsou prvky a šipky znač́ı ono uspořádáńı. Druhý př́ıklad je
kategorie Set, jej́ıž objekty jsou množiny a šipky funkce. Teorie grup hovoř́ı o kategorii Grp,
jej́ıž objekty jsou grupy a šipky grupové homomorfismy; lineárńı algebra hovoř́ı o kategorii
k-Vect, jej́ıž objekty jsou vektorové prostory nad tělesem k a šipky lineárńı transformace;
topologie hovoř́ı o kategorii Top, jej́ıž objekty jsou topologické prostory a šipky spojitá
zobrazeńı. Mnoho konstrukćı použ́ıvané v těchto teoríıch jsou kategoriálńı: objekty lze popsat
t́ım, jaké z nich a do nich vedou šipky. Např́ıklad výše popsaná konstrukce pro produkty
(zobecněńı infima) v Grp, k-Vect a Top určuje přesně objekt, který je v dané teorii známý
jako ”součin”: pro Grp je to př́ımý součin grup s násobeńım ”po komponentách”, v k-Vect
je to součin vektorových prostor̊u se sč́ıtáńım ”po komponentách” a v Top je to součin
topologických prostor̊u, jehož topologii generuj́ı kartézské součiny prvk̊u báźı jednotlivých
prostor̊u.

”Pěkně se chovaj́ıćı” vztahy mezi matematickými objekty r̊uzného druhu (z množiny
uděláme volnou grupu, z grupy lineárńı reprezentaci, z topologického prostoru fundamentálńı
grupu), tzv. funktory, jsou zobrazeńı mezi danými kategoriemi zachovávaj́ıćı kategoriálńı
strukturu. Toto nám umožňuje vytvářet vztahy mezi r̊uznými matematickými discipĺınami.

Daľśı př́ınos teorie kategoríı je velmi sugestivńı diagramatické znázorněńı vztah̊u pomoćı
komutativńıch diagramů. Diagram označujeme jako C−diagram, pokud jeho vrcholy jsou
objekty z kategorie C. Např́ıklad pravidlo

V (∼ α) = ¬V (α) pro každé α ∈ Φ

pro H−valuaci V : Φ → H lze přepsat jako rovnost funkćı V ◦ ∼ = ¬ ◦ V , a tedy znázornit
komutativńım Set-diagramem

Φ

V

��

∼ // Φ

V

��

H
¬ // H.

Úloha V je zde ”přetáhnout” Φ na H takovým zp̊usobem, aby se ∼ změnilo na ¬. T́ım jsme
kategoriálně vyjádřili, že ¬ je interpretace ∼ .

3.2 Základńı pojmy
V následuj́ıćı sekci výše popsané myšlenky formalizujeme.

Definice 3.2.1. Kategorie C obsahuje
1) soubor Ob(C) C−objekt̊u,
2) ”hom-set” HomC(a, b) pro každé C−objekty a, b. Prvky hom-set̊u se nazývaj́ı C−šipky a
ṕı̌se se f : a→ b jako zkratka pro f ∈ HomC(a, b),
3) operace dom, cod, které každé C−šipce f : a→ b přǐrad́ı dom f = a a cod f = b,
4) operaci ◦, která každým dvěma šipkám s cod g = dom f přǐrad́ı kompozici f ◦ g tak, aby
diagram
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a
g
//

f◦g
��

b

f

��
c

komutoval. Dále muśı platit f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h, kdykoliv jsou f ◦ g a g ◦ h definovány.
Jinak řečeno, diagram

a
h
//

g◦h

$$
b

g
//

f◦g

::c
f
// d

komutuje.
5) operaci id(−), která každému C−objektu a přǐrad́ı C−šipku ida : a → a takovou, že
f ◦ ida = f = idb ◦ f pro každou C−šipku f : a→ b. Jinak řečeno, diagram

a
ida //

f
��

a
f

��

f
��

b
idb

// b

komutuje.

Př́ıklad 3.2.2. Kategorie P, Set, Grp, k-Vect, Top, popsané v sekci 3.1. �

Př́ıklad 3.2.3. Jakoukoliv množinu X lze chápat jako ”diskrétńı” kategorii: objekty jsou
prvky X a jediné šipky jsou identity. �

Př́ıklad 3.2.4. Monoid M = (M, ·, e) lze chápat jako kategorii s jedńım objektem ∗. Prvky
monoidu m ∈M jsou jednoduše šipky m : ∗ → ∗. Skládáńı šipek je násobeńı v M : m◦n : ∗ →
∗ je prvek m · n ∈ M. Identita v M je eM = id∗ : ∗ → ∗. Naopak pro každou kategorii C a
C−objekt a je HomC(a, a) monoid. �

Př́ıklad 3.2.5. Homomorfismus Heytingových algeber φ : H → K je monotónńı zobrazeńı
φ : H → K takové, že pro každé a, b ∈ H plat́ı

1) φ(a t b) = φ(a) t φ(b)
2) φ(a u b) = φ(a) u φ(b)
3) φ(a⇒ b) = φ(a)⇒ φ(b)

Heytingovy algebry jsou objekty kategorie HeytAlg, jej́ıž šipky jsou právě homomorfismy
Heytingových algeber. �

Definice 3.2.6. Bud’ C kategorie. Definujeme opačnou kategorii Cop, jej́ıž objekty jsou
C−objekty a šipky jsou f op : b→ a pro každou C−šipku f : a→ b.
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Výše popsaná konstrukce je teoreticky velmi d̊uležitá: pokud S je věta v jazyce teorie
kategoríı, pak existuje duálńı věta Sop, kterou z S dostaneme změnou

dom f 7→ cod f,

cod f 7→ dom f,

(f = g ◦ h) 7→ (f = h ◦ g).

Pokud S vyplývá z axiomů teorie kategoríı, pak plat́ı ve všech kategoríıch C. Každá kategorie
je ale opačná k nějaké kategorii, takže Sop muśı platit ve všech kategoríıch. Tento poznatek
se nazývá princip duality. Každou kategoriálńı konstrukci lze dualizovat ”obráceńım” šipek,
č́ımž se zachová jej́ı validita.

Př́ıklad 3.2.7. Bud’ P = (P,v) poset, který chápeme jako kategorii. Pop = (P,w) je duálńı
poset s uspořádáńım

x w y právě tehdy, když y v x.

Infima v P jsou suprema v Pop a suprema v P jsou infima v Pop. Explicitně zapsáno,

x tP y = x uPop y

x uP y = x tPop y.

Ř́ıkáme, že supremum a infimum jsou duálńı operace. �

Definice 3.2.8. Bud’ C kategorie. Šipka f : a → b je isomorfismus (zkráceně iso), pokud
existuje šipka g : b → a taková, že f ◦ g = idb a g ◦ f = ida. Pokud mezi a, b existuje
isomorfismus, ṕı̌seme a ∼= b a ř́ıkáme, že a, b jsou isomorfńı.

Poznámka. Šipka g je jednoznačně definována a nazývá se inverze k f . Ṕı̌seme g = f−1.
Isomorfismus je jako koncept duálńı sám sobě: pokud f : a → b je iso v C, pak f op : b → a
je iso v Cop. Všechny kategoriálńı konstrukce pro objekt a lze aplikovat na objekt b ∼= a

”přetáhnut́ım” přes iso šipku f : a → b. Naopak, pokud objekt a definujeme kategoriálńı
konstrukćı, neńı definovaný jednoznačně v normálńım slova smyslu, nebot’ každý objekt s a
isomorfńı bude splňovat stejné ”kategoriálńı” vlastnosti. Jedinečnost v teorii kategoríı tedy
neznamená jedinečnost až na rovnost, ale jedinečnost až na isomorfismus.

Př́ıklad 3.2.9. V Set jsou isomorfismy bijekce. V Grp jsou to isomorfismy grup, v Top
homeomorfismy a v HeytAlg bijektivńı homomorfismus Heytingových algeber. Jednoobjek-
tová kategorie, jej́ıž všechny šipky jsou iso, je kategoriálńı grupa (analogicky s př́ıkladem
3.1.6) a naopak soubor všech iso šipek a→ a v jakékoliv kategorii je grupa. �

Definice 3.2.10. Bud’ C kategorie. Šipka f : b � c je monomorfismus (zkratka monic),
pokud pro každé dvě šipky g, h : a → b plat́ı g = h, kdykoliv f ◦ g = f ◦ h. Šipka f : a � b
je epimorfismus (zkratka epic), pokud pro každé dvě šipky g, h : a→ b plat́ı g = h, kdykoliv
g ◦ f = h ◦ f (duálńı koncept k monomorfismu). V diagramech se monické šipky znač́ı
symbolem � a epické symbolem � .

Př́ıklad 3.2.11. V Set jsou monomorfismy prosté funkce, epimorfismy surjektivńı funkce.
Triviálńı př́ıpad prostých funkćı jsou inkluze A ↪−→ B s předpisem x 7→ x, které jen ”vlož́ı”prvky
A do B. Naopak pokud máme v Set prostou funkci f : A� B, můžeme ji ”přetáhnout” na
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inkluzi f(A) ↪−→ B, kde f(A) = {f(x); x ∈ A} tak, že diagram

A //
f

//

∼= ""

B

f(A)
. �

==

komutuje.
Každá bijekce je prostá a surjektivńı a obecněji každá iso šipka je monic i epic. Naopak to
ale neplat́ı: např. v Top je zobrazeńı [0; 1]→ S1 s předpisem x 7→ e2πix epic a monic, ale ne
iso. �

Definice 3.2.12. Bud’ C,D kategorie. Funktor F : C → D je soubor D−objekt̊u F (a) pro
každý C−objekt a a D-̌sipek Ff : F (a)→ F (b) pro každou C−šipku f : a→ b takový, že
1) F (f ◦ g) = Ff ◦ Fg, kdykoliv f ◦ g je definována,
2) F (ida) = idF (a).
Tyto vlastnosti se nazývaj́ı funktorialita.

Př́ıklad 3.2.13. Necht’ F : P→ Q, kde P a Q jsou posety. Pokud p ⊆ q, pak v P jakožto v
kategorii bude právě jedna šipka pq : p→ q. Pak v Q budeme mı́t šipku Fpq : F (p)→ F (q),
takže F (p) ⊆ F (q) v Q. F je tedy monotónńı zobrazeńı (šipka v Pos). �

Př́ıklad 3.2.14. Necht’ F : M → N jsou monoidy. Z funktoriality plat́ı pro každé dvě
M−šipky x, y : M →M

F (x ◦ y) = Fx ◦ Fy,
tedy F je homomorfismus (šipka v Mon). Pokud bychom volili M,N grupy, F by byl homo-
morfismus grup. �

Definice 3.2.15. Bud’ F,G : C ⇒ D funktory. Přirozená transformace η : F → G je soubor
D−šipek ηa : F (a)→ G(a) pro každý C−objekt a, jenž splňuje tzv. axiom přirozenosti:

F (a)

Ff

��

ηa
// G(a)

Gf

��

F (b) ηb // F (b)

komutuje pro jakékoliv C−objekty a, b a C−šipku f : a→ b. Šipky ηa, ηb se nazývaj́ı kompo-
nenty η.

Definice 3.2.16. Bud’ D, C kategorie. Funktorová kategorie DC má objekty funktory F : C →
D a šipky přirozené transformace η : F → G. Skládáńı přirozených transformaćı je asociativńı
a pro každý funktor F lze definovat přirozenou transformaci idF : F → F s idF (a) = a pro
každý D−objekt a.

Př́ıklad 3.2.17. Bud’ C libovolná kategorie a −→ kategorie s objekty 0, 1 a jedinou ne-
triviálńı šipkou f : 0→ 1.

0 f
// 1
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Objekt C→ je funktor F z −→ do C, tj. soubor C-objekt̊u a = F (0), b = F (1) a C−šipky
Ff : a → b (F (id0), F (id1) pro jednoduchost ignorujeme). Ještě jednodušeji můžeme F
chápat jen jako C -̌sipku Ff (a, b dostaneme operacemi dom, cod). C→-̌sipka (přirozená trans-
formace) η : F → G mezi C−šipkami Ff : a → b a Gf : c → d je dvojice [g, h] C−šipek
g = η0 : a→ c a h = η1 : b→ d takových, že

a

Ff

��

g
// c

Gf

��

b h // d

komutuje. Pokud např́ıklad funkce k, l : R ⇒ R maj́ı předpis k(x) = −x, l(x) = 1
x
, pak

[r; r] : k → l, kde r : R→ R má předpis r(x) = ex, je Set→−šipka:

R

x 7→ex

��

x 7→−x
// R

x 7→ex

��

R
x 7→ 1

x // R.

Exponenciálńı funkce takto doslova měńı additivńı inverze (−x) na multiplikativńı inverze
( 1
x
.) �

V následuj́ıćı definici formalizujeme diagramy a zavedeme pojmy limita a kolimita dia-
gramu. Pak rozebereme r̊uzné instance těchto konstrukćı.

Definice 3.2.18. Malá kategorie je taková, jej́ıž objekty a Hom-sety nejsou vlastńı tř́ıdy.
Bud’ C libovolná kategorie a bud’ J malá kategorie. C−diagram je funktor F : J → C.
Kužel diagramu F je C−objekt K a soubor C−šipek fa : K → F (a) pro každý J−objekt
a takový, že Ff ◦ fa = fb pro každou J−šipku f : a → b. Limita diagramu F je kužel
(limF, {fa : a je J − objekt}) takový, že pokud (N, {ga : a je J − objekt}) je kužel, pak
existuje právě jedna C−šipka f : N → limF taková, že fa ◦ f = ga pro každý J−objekt a.

J : x

y

??

��

woo

z

77

F (J) : F (x)

F (y)

;;

��

F (w)oo

F (z)

55

Definice pro kužel (K, {fa : a je J − objekt}) ř́ıká, že C−diagram
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F (x)

F (y)

;;

��

F (w)oo

F (z)

55

K

fz

ii
fw

OO

fy

cc

fx

VV

komutuje. Šipky mezi J−objekty komutovat nemuśı, ale pro každé C−objekty a, b a C−šipku
f plat́ı Ff ◦ fa = fb.

F (x)

F (y)

;;

��

F (w)oo

F (z)

55

limF

fzii
fw

OOfycc

fx

VV

N
f

::

gz

ZZ

gw

HH

gy

VV

gx

OO

Existenci a jedinečnosti šipky f ř́ıkáme univerzálńı vlastnost. Z definice vyplývá, že objekt
limF je definován až na jedinečný isomorfismus.

Definice 3.2.19. Kolimita diagramu F : J → C (colim F ) je definována duálně k limitě.

F (x)

gx

��

fx

��

F (y)

gy

��

fy

$$

;;

��

F (w)

fw

��

gw

��

oo

F (z)

gz

��

fz

))

55

colimF

f
yy

N

Existenci a jedinečnosti f : colim F → N ř́ıkáme kouniverzálńı vlastnost. Objekt colim F je
opět definován až na jedinečný isomorfismus.
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V daľśıch pár př́ıkladech si ukážeme limity jednoduchých diagramů, které budeme po
zbytek práce využ́ıvat. Každá z limit existuje jen v některých kategoríıch. Pokud má C limitu
každého konečného diagramu (J má konečně mnoho objekt̊u), ř́ıkáme, že C je konečně úplná.
Duálńı koncept (C má kolimitu každého konečného diagramu) je konečná koúplnost.

Př́ıklad 3.2.20. Terminálńı objekt 1C kategorie C je limita prázdného diagramu (J nemá
objekty). Je to tedy C−objekt 1C takový, že pro každý C−objekt a existuje právě jedna šipka
a→ 1 :

a // 1C.

V Set je terminálńı objekt každá jednoprvková množina {∗}. BÚNO voĺıme 1 := {0} (zapi-
sujeme terminálńı objekt doslova jako ordinál 1). V Grp je terminálńı objekt triviálńı grupa.
V P je terminálńı objekt největš́ı prvek >P. �

Př́ıklad 3.2.21. Iniciálńı objekt je definován duálně k terminálńımu objektu jako kolimita
prázdného diagramu: objekt 0C takový, že pro každý C−objekt a existuje právě jedna šipka
0→ a. V Set je iniciálńı objekt prázdná množina ∅: na definováńı funkce ∅ → A z prázdné
množiny nepotřebujeme předpis. �

Př́ıklad 3.2.22. Produkt a× b je limita následuj́ıćıho diagramu:

a • • b.

Šipky z a× b, tzv. projekce, jsou π1 : a× b → a a π2 : a× b → b. Pokud z nějakého objektu
c vedou šipky f : c→ a a g : c→ b, pak existuje právě jedna šipka 〈f ; g〉 : c→ a×b taková, že

c

f

��

g

��

〈f ;g〉
��

a× b
π1

}}

π2

!!
a b

komutuje. �

Poznámka. Necht’ C má produkty. Pak a× b ∼= b× a pro libovolné C−objekty a, b. Máme
totiž jedinečné f = 〈π2, π1〉 : a× b→ b× a tak, že

a× b

π1





π2

��

〈π2,π1〉
��

b× a

π2
}}

π1

!!
a b

komutuje a analogicky g : b× a→ a× b. Pak f ◦ g : a× b→ a× b je jedinečná taková, že
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a× b
g

��
π1

}}

π2

!!
a

ida

��

b× a
f
��

π2

}}

π1

!!

b

idb

��

a

ida

��

a× b

π1
}}

π2

!!

b

idb

��

a b

komutuje, a tedy π1 ◦ (f ◦ g) = ida ◦ ida ◦ π1. Jenže ida×b toto splňuje, takže f ◦ g = ida×b a
tedy f je iso, z čehož a× b ∼= b× a.

Poznámka. Necht’ C má produkty. Pak F : C → C s předpisem a 7→ a× c je funktor, který
šipce f : a → b přǐrad́ı jedinečnou šipku Ff = f × idc = 〈f ◦ π1, g ◦ π2〉 : a × c → b × c
existuj́ıćı z univerzálńı vlastnosti produktu b× c :

a
f

// b

a× c

π1

==

π2
""

fidc
// b× c

π1

<<

π2
""

c
idc

// c.

V př́ıpadě C = P (poset) nám výsledek této poznámky dává alternativńı d̊ukaz lemmatu
1.2.5 (monotónńı zobrazeńı P→ P je funktor P→ P, infima v P jsou produkty).

Př́ıklad 3.2.23. Koprodukt a+ b je colimita diagramu

a • • b.

Šipky do a+ b, tzv. injekce, znač́ıme i1, i2. Pokud do c vedou šipky f : a→ c a g : b→ c, pak
existuje právě jedna šipka [f ; g] : a+ b→ c taková, že

c

a+ b

[f ;g]
OO

a

i1
==

f

66

b.

i2
bb

g

hh

komutuje. �

Př́ıklad 3.2.24. Equalizer Eq(f, g) šipek f, g : a⇒ b je limita diagramu

a
f
((

g
66 b
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Šipka h : Eq(f, g) → a splňuje f ◦ h = g ◦ h, a pokud f ◦ j = g ◦ j pro jakýkoliv j : c → a,
pak existuje právě jedna šipka f : c→ Eq(f, g) taková, že diagram

a
f
((

g
66 b

Eq(f, g)

h

;;

c

j

OO

f

cc

komutuje.

V Set je Eq(f, g) = {x : f(x) = g(x)}; h : Eq(f, g) ↪−→ a inkluze. V Grp lze pro každé
grupy G,H sestrojit homomorfismus triv: G→ H s předpisem triv: x 7→ eH (eH je identita
v H). Pak Eq(f, triv)= ker f. Obecněji equalizer Eq(f, g) nese informaci o ”̌rešeńıch rovnice
f(x) = g(x)”. �

Př́ıklad 3.2.25. Pullback a×d b je limita diagramu

a

f

��

b
g

// d

Šipky f∗ : a×d b→ b a g∗ : a×d b→ a splňuj́ı g ◦ f∗ = f ◦ g∗. Pokud existuje objekt e a šipky
j : e → a, k : e → b splňuj́ıćı f ◦ j = g ◦ k, pak existuje právě jedna šipka m : e → a ×d b
taková, že

e

k

��

j

''

m

""

a×d b

f∗

��

g∗
// a

f

��

b
g

// d
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komutuje. Ř́ıkáme, že diagram
a×d b

f∗

��

g∗
// a

f

��

b
g

// d

je pullback v C.

V Set je A ×D B = {[x; y] ∈ A × B; f(x) = g(y)}, f∗ má předpis [x; y] 7→ x a g∗ má
předpis [x; y] 7→ y. �

Definice 3.2.26. Bud’ C kategorie s terminálńım objektem. Globálńı prvek C-objektu a je
šipka x : 1→ a.

Př́ıklad 3.2.27. V Set jsou globálńı prvky funkce x̂ : {0} → A s předpisem x̂(0) = x ∈ A.
Předpis

(x ∈ A) 7→ (x̂ : {0} → A, x̂(0) = x)
(x̂ : {0} → A) 7→ (x̂(0) ∈ A)

určuje bijekci A ∼= HomSet(1, A). V Set jsou tedy globálńı prvky ”totéž”, co prvky. �

Definice 3.2.28. Bud’ C kategorie a a, b C−objekty. Exponent a, b, pokud existuje, je
C−objekt ab spolu s C−šipkou ”evaluace” ev : ab × b → a, splňuj́ıćı následuj́ıćı univerzálńı
vlastnost: pro každou šipku f : c× b→ a existuje právě jedna šipka f̂ : c→ ab taková, že

ab × b ev // a

c× b
f

<<

f̂×idb

OO

komutuje, kde f̂ × idb = 〈f ◦ π1, idb ◦ π2〉.

Poznámka. Předpis

(f : c× b→ a) 7→ (f̂ : c→ ab)
(f̂ : c→ ab) 7→ (f = ev ◦ f̂×b : c× b→ a)

určuje bijekci HomC(c × b, a) ∼= HomC(c, ab). Pokud má C terminálńı objekt, vždy plat́ı
a× 1 ∼= a, a tedy HomC(b, a) ∼= HomC(1, ab) - globálńı prvky ab ”jsou” šipky b→ a.

Př́ıklad 3.2.29. V Set je AB = {f : B → A} množina funkćı z B → A (globálńı prvky
1 → AB jsou tedy skutečně šipky B → A) a evaluace ev : AB × B má předpis ”dosad’ do
funkce” [f ;x] 7→ f(x). �

Př́ıklad 3.2.30. V P je qp, pokud existuje, roven relativńımu pseudokomplementu p⇒ q :
z isomorfismu

HomC(c× b, a) ∼= HomC(c, ab)
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máme c u b = c × b v a právě tehdy, když c v ab. Šipka ev : qp × p = (p ⇒ q) u p → q
vyjadřuje modus ponens (p⇒ q) u p v q. Konkrétněji

HomC(x, y) ∼= HomC(1, x⇒ y).

Z toho vid́ıme, že x v y právě tehdy, když x⇒ y = 1 = > (poznámka pod větou 1.2.10).
Pokud je P úplně uspořádaná (plat́ı x v y ∨ y v x), exponenty jsou dány předpisem

qp =
{

1P p v q,
q jindy,

nám známým z př́ıkladu 2.4.4.
V analogíı s interpretaćı exponent̊u v Set můžeme modus ponens chápat jako ”dosa-

zováńı” d̊ukazu p do d̊ukazu p→ q, stejně jako v BHK interpretaci.
Na základě charakterizace relativńıho pseudokomplementu jako exponentu v posetové

kategorii můžeme Heytingovy algebry definovat jako konečně úplné, koúplné (kategoriálńı)
posety s exponenty. �

3.3 Elementárńı topos
V následuj́ıćıch dvou sekćıch zavedeme pojem topos: speciálńı kategorie, která umožňuje

jazykem teorie kategoríı popsat analogy množinově-teoretických konstrukćı jako doplněk,
pr̊unik a sjednoceńı. T́ım nám umožńı zkonstruovat složitěǰśı modely IPL než v kapitole
2 a přidá nový pohled na již popsané modely. Tento postup je velmi výhodný, nebot’ umı́
zkonstruovat rozmanité modely a ve všech modelech určit sémantiku sjednoceným postupem.

Začneme jedńım z nejd̊uležitěǰśıch pojmů teorie množin - podmnožina.
Bud’B množina. Axiom separace ř́ıká, že pokud ϕ : B → Φ je formule s volnou proměnnou,

můžeme sestrojit podmnožinu A ⊆ B pravidlem

A = {x ∈ B;φ(x) plat́ı}.

”φ(x) plat́ı” znamená V (φ(x)) = 1, kde V je momentálně použ́ıvaná valuace. Pokud definu-
jeme funkci > : 1 = {0} → 2 = {0; 1}, podmnožinu A lze zapsat ve tvaru

A = {x ∈ B;V ◦ φ(x) = 1} ∼= {[x; 0] ∈ B × 1;V ◦ φ(x) = >(0)} = B ×2 1.

Jinak řečeno,

A �
�

//

!

��

B

V ◦φ

��

{0} > // {0; 1}

je pullback v Set, kde ! : A → {0} je jedinečná šipka s předpisem !(x) = 0 (připomeňmě,
že {0} je terminálńı v Set) a bezejmenná šipka A ↪−→ B je inkluze x 7→ x. Obecněji pro
jakoukoliv podmnožinu A ⊆ B můžeme definovat charakteristickou funkci χA : B → 2 s
předpisem

χA(x) =
{

1 x ∈ A,
0 x 6∈ A.
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Pak je

A �
�

//

!

��

B

χA

��

{0} > // {0; 1}

pullback v Set. Ještě obecněji můžeme jakoukoliv prostou funkci f : A → B ”přetáhnout”
na inkluzi imf : f(A) ↪−→ B, kde

f(A) = {f(x);x ∈ A},

tak, že diagram

A

∼= ""

//
f

// B

f(A)
imf

==

komutuje. Sestroj́ıme charakter množiny f(A) a konstrukci přetáhneme zpátky. Výsledek je
χA : B → 2 s předpisem

χA(x) =
{

1 x = f(a) pro nějaké a ∈ A
0 jinak.

Naopak z jakékoliv funkce g : B → 2 můžeme sestrojit podmnožinu g−1(1) ⊆ B. Přǐrazeńı

A ⊆ B 7→ (χA : B → 2),
(f : B → 2) 7→ f−1(1) ⊆ B,

určuje bijekci
P(B) = {A; A ⊆ B} ∼= 2B = {f : B → 2},

tj. korespondenci mezi podmnožinami B (prvky ”potenčńı množiny” z teorie množin) a
funkcemi B → 2 (prvky 2B). Tuto myšlenku zobecńıme pro jakoukoliv kategorii, pokud
prosté funkce výměńıme za monické šipky, {0} za terminálńı objekt a 2 za Subobject classifier
(definován ńıže):

Definice 3.3.1. Bud’ C kategorie a d C−objekt. Subobjekt objektu d je monická šipka f : a�
d. Na těchto šipkách definujme ekvivalenci danou předpisem

f ∼ g právě tehdy, když (dom f) ∼= (dom g).

Pak Sub(d) je množina tř́ıd ekvivalenćı subobjekt̊u:

Sub(d) := {[f ]; f = d a f je monická}.

Sub(d) je částečně uspořádána relaćı v s předpisem

f v g právě tehdy, když existuje právě jedno k : domf → dom g takové, že k ◦ g = f.
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Jinak řečeno, pro suobjekty f : a → d a g : b → d plat́ı f v g právě tehdy, když existuje
jedinečné k takové, že diagram

a
f
// d

b

k

OO

g

@@

komutuje.

Př́ıklad 3.3.2. V Set jsou subobjekty ”totéž”, co podmnožiny: Sub(A) ∼= P(A). �

Definice 3.3.3. Bud’ C kategorie s terminálńım objektem. Subobject classifier v C je C−objekt
Ω a C−šipka > : 1 → Ω splňuj́ıćı Ω-axiom: pro každou monickou šipku f : a → d existuje
právě jeden charakter χf : B → Ω takový, že

a //
f

//

!

��

d

χf

��

1 > // Ω

je pullback v C.

Poznámka. Předpis

(f : a→ d) 7→ (χf : d→ Ω)
(g : d→ Ω) 7→ (g∗ : d×Ω 1→ d)

určuje bijekci Sub(d) ∼= HomC(d,Ω).

Př́ıklad 3.3.4. Set má classifier Ω = 2 = {0; 1} a > : 1→ 2 má předpis >(0) = 1. �

Př́ıklad 3.3.5. Top je kategorie topologických prostor̊u, kde šipky jsou spojitá zobrazeńı.
Terminálńı objekt je jednobodový prostor 1 = {0}. Classifier v Top je Ω = (X, τ), kde
X = {0; 1} a τ = {∅; {1}; {0; 1}}. Charakter funguje stejně jako v Set, jen mı́sto libovolných
podmnožin pracuje s otevřenými podmnožinami: z definice spojitých zobrazeńı muśı být
χ−1
A (1) = A otevřená v B. �

Př́ıklad 3.3.6. Set × Set je kategorie dvojic množin [A;B]. Šipky jsou dvojice funkćı
[f ; g] : [A;B]→ [C;D], kde f : A→ C a g : B → D. Terminálńı objekt je 1 = [{0}; {0}]. Clas-
sifier je Ω = [2; 2]. Pokud je f : [A;B] � [C;D] monická, charakter χf je [χA;χB] : [C;D]→
[2; 2], kde χa, χB jsou classifiery v Set. �

Definice 3.3.7. Elementárńı topos je kategorie C taková, že
1.) C je konečně úplná a koúplná,
2.) C má exponenty a
3.) C má subobject classifier.

Př́ıklad 3.3.8. Set a Set× Set jsou toposy. Top neńı topos, nebot’ nemá exponenty. �
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3.4 Vnitřńı logika toposu
Logické funkce ∩,∪,⇒ typu {>;⊥}×{>;⊥} → {>;⊥} a ¬ typu {>;⊥} → {>;⊥} maj́ı

analog v každém toposu, když vyměńıme 2 ∼= {>;⊥} za Ω.
Nepravda: stejně jako > : 1 → 2 má hodnotu >(0) = 1, což je > v Booleově algebře 2,

definujme ⊥ : 1→ 2 s hodnotou ⊥(0) = 0, což je ⊥ v Booleově algebře 2. Pullback ⊥ (limita
diagramu 1 ⊥→ 2 >← 1) je ∅ :

∅ � � //

!

��

1

⊥

��

1 > // 2.

Z Ω−axiomu je ⊥ = χ∅ = χ0. Obecně v toposu C definujeme ⊥ := χ01 : 1→ Ω, kde 01 : 0→ 1
je jedinečná šipka z iniciálńıho do terminálńıho objektu v C.

Negace: V Set je

{0} � � //

!

��

2

¬

��

1 > // 2

pullback, takže z Ω−axiomu je ¬ = χ⊥. Obecně tedy definujeme ¬ := χ⊥ : Ω → Ω v
libovolném toposu.

Konjunkce: V Set je

{[1; 1]} � � //

!

��

2× 2

u

��

1 > // 2

pullback, a tedy u = χ{[1;1]}. Kategoriálně můžeme {[1; 1]} popsat jako 〈>,>〉({0}), kde
〈>,>〉 : 1→ 2×2 (tato funkce do obou složek dá 1 = >(0) - toto znač́ı, že aby konjunkce byla
pravdivá, muśı být pravdivé obě ”složky”). Obecně tedy definujeme u := χ〈>,>〉 : Ω×Ω→ Ω.

Disjunkce: V Set je

{[0; 1]; [1; 0]; [1; 1]} � � //

!

��

2× 2

∪

��

1 > // 2
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pullback, a tedy t = χ{[0;1];[1;0];[1;1]}. Kategoriálně je {[0; 1]; [1; 0]; [1; 1]} = φ(2 + 2), kde
φ = [〈>, id2〉, 〈id2,>〉] : 2 + 2 → 2 × 2 (tato funkce bud’ pošle vstup do druhé složky a do
prvńı dá 1 = >(0), nebo naopak: toto znač́ı, že aby disjunkce byla pravdivá, muśı být prav-
divá alespoň jedna ”složka”). Obraz im φ ◦ φ∗ dostaneme z tzv. epi-mono faktorizace φ (ty
jsou možné v každém toposu, viz. [Tri19]; v práci je budeme poč́ıtat jen pro množiny, takže
si bez kategoriálńı konstrukce vystač́ıme).

2 + 2

φ∗ %%

f
// 2× 2

φ(2 + 2)
+ �

im φ
99

Obecně tedy definujeme t := χimφ : Ω×Ω→ Ω, kde φ = [〈>, idΩ〉, 〈idΩ,>〉] : Ω+Ω→ Ω×Ω.
Implikace: V Set je

{[0; 0]; [0; 1]; [1; 1]} � � //

!

��

2× 2

⇒

��

1 > // 2

pullback, a tedy⇒ = χ{[0;0];[0;1];[1;1]}. Zde znovu vid́ıme vztah mezi v a⇒ v Booleově algebře
2 ∼= {⊥;>}: pullback ⇒, tj. množina všech [x; y] s x⇒ y = 1 = >(0), je přesně uspořádáńı
v na množině 2. Uspořádáńı můžeme také dostat ”zpět z infima”: ve svazu plat́ı x v y právě
tehdy, když xuy = x, tj. kdykoliv ∩(x, y) = π1(x, y). Pak můžeme {[0; 0]; [0; 1]; [1; 1]} popsat
kategoriálně jako equalizer Eq(∩, π1) :

Eq(∩, π1) e // Ω× Ω
∩
**

π1
44 Ω.

Obecně tedy definujeme ⇒ := χe : Ω× Ω→ Ω, kde e : Eq(∩, π1)→ Ω× Ω.

Operace na Sub(d): V Booleově algebře (P(X), ⊆, ∪, ∩, Z⇒, −) jsou množinové operace
interpretace logických spojek (viz. Sémantika v CPL) a v teorii množin se definuj́ı ∪,∩,−
pomoćı ∨,∧,¬ :

A ∪B := {x; (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)},
A ∩B := {x; (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)},
A⇒ B := {x; (x ∈ A)→ (x ∈ B)},
−A := {x; ¬(x ∈ A)}.

Abychom množinové operace chápali jako operace v P(X), budeme uvažovat A,B ⊆ X.

A ∪B = {x ∈ X; (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)} = {x ∈ X;χA(x) t χB(x) = 1}
= {[x; 0] ∈ X × 1;t ◦ [χA;χB](x) = >(0)}
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Vid́ıme, že

A ∪B � � //

!

��

X

t ◦ [χA;χB ]

��

1 > // 2

je pullback v Set. Obecně v toposu C pro f, g ∈ Sub(d) s dom f = a a dom g = b definujeme
−,∪,∩, Z⇒ tak, aby

χ−f = ¬ ◦ χf ,
χf∪g = t ◦ [χf ;χg],
χf∩g = u ◦ [χf ;χg],
χf Z⇒g = ⇒ ◦[χf ;χg].

Ekvivalentně,

−a // −f
//

!

��

d

¬◦χf

��

1 > // Ω

a ∪ b // f∪g
//

!

��

d

t◦[χf ;χg ]

��

1 > // Ω

a ∩ b // f∩g
//

!

��

d

u◦[χf ;χg ]

��

1 > // Ω

a Z⇒ b //
f Z⇒g

//

!

��

d

⇒◦[χf ;χg ]

��

1 > // Ω

jsou pullbacky v C.
V analogii s př́ıkladem 1.2.12 máme následuj́ıćı charakterizaci ([Gol84]):

Věta 3.4.1. Necht’ C je topos a d je C−objekt. Pak Sub(d) je Heytingova algebra.
Důkaz je vynechán, poněvadž tvrzeńı nevyužijeme a v př́ı̌st́ı kapitole využijeme podobnou
větu. �

Značeńı C |= α je zkratka pro ΩC |= α, tj. ”α je pravdivá ve všech valuaćıch V ′ : Φ→ ΩC.”
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Kapitola 4

Funktorové kategorie

V posledńı kapitole poṕı̌seme obecný postup, jak zkonstruovat modely IPL pomoćı
toposu SetC, kde C je malá kategorie. Začneme s popisem jeho kategoriálńıch vlastnost́ı, pak
rozebereme logické funkce v Sub(d) a v sekćıch 4.2-4.4 rozebereme konkrétńı modely.

SetC-objekty jsou funktory F : C → Set. Takovému funktoru budeme občas ř́ıkat ”kon-
cept množiny” (pojem je vysvětlen ńıže). Globálńı prvky x : 1 → F budeme nazývat ”kon-
cept množiny”. Šipky jsou přirozené transformace, tj. ”zobrazeńı mezi koncepty množiny”
η : F → G.

Limity (a analogicky kolimity) jsou definované ”po komponentách”. Pro každý C−objekt
a můžeme definovat diagram D′ : J → Set, který každému J−objektu j přǐrad́ı D′(j) =
D(j)(a). Pokud D : J → SetC je SetC-diagram, limD : C → Set je funktor, který každému
C−objektu a přǐrad́ı limitu limD′ výše zkonstruovaného diagramu D′.

Konkrétněji pak terminálńı objekt 1 v SetC je funktor terminálńıch Set-objekt̊u: 1
každému C−objektu a přǐrad́ı 1(a) = {0}. Dále F ×H G(a) = F (a)×H(a) G(a) a diagram

F ×H G
η∗

//

τ∗

��

G

τ

��

F
η

// H

je pullback v SetC právě tehdy, když je diagram

F (a)×H (a)G(a) (η∗)a
//

(τ∗)a

��

G(a)

τa

��

F (a) ηa
// H(a)

pullback v Set pro každý C−objekt a.
Necht’ a je C−objekt. Definujeme siev na a (neboli a−siev) jako množinu X C−šipek

φ : a → b, která je zleva uzavřená nad skládáńım. To znamená, že pokud φ ∈ X, muśı
f ◦ φ ∈ X pro libovolnou šipku f , kde dom f = b :

X = {φ : a→ b; f ◦ φ ∈ X pro libovolné f}.
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Classifier Ω: C → Set každému C−objektu a přǐrad́ı množinu a−siev̊u

Ω(a) = {X; X je a− siev}

a C−šipce f : a→ b přǐrad́ı funkci, která a−sievu X přǐrad́ı

Ωf(X) = {φ : b→ c; φ ◦ f ∈ X}

Pro monickou η : F � G sestroj́ıme charakter χη s komponentami

(χη)a(x) = {φ : a→ b; Gφ(x) ∈ F (b)}

(zde BÚNO ηa inkluze).
Jeden z hlavńıch výsledk̊u teorie topos̊u čińı ([Gol84]):

Věta 4.0.1. SetC je topos pro jakoukoliv malou kategorii C.

Sémantika v SetC: Valuace V : Φ→ HomSetC(1,Ω) každému α ∈ Φ přǐrad́ı přirozenou
transformaci V (α) : 1 → Ω s komponentami Va(α) : {0} → Ω(a). Va(α)(0) je množina
C−šipek f , po kterých když ”p̊ujdeme”, začne α platit.

Interpretace: v analogíı s Kripkeho sémantikou chápeme C−objekty jako stavy věděńı, ve
kterých se můžeme nacházet. Stavy se mohou lǐsit časem, mı́stem, či jinými podmı́nkami, a
proto je věděńı omezené stavem, ve kterém se nacháźıme. C−šipky jsou přechody mezi stavy
a změny stav̊u: posun po šipce f : a → b vyjadřuje, že jsme se ze stavu věděńı a přesunuli
do stavu b ”zp̊usobem” f. Šipky g : a → a vyjadřuj́ı ”zp̊usob,” jak změnit sv̊uj momentálńı
stav. Význam C−šipek může být rozmanitý: mezi stavy můžeme přecházet postupem času
(př́ıklad 2.4.2, tvorbou rozhodnut́ı (sekce 4.3), shromažd’ováńım nových informaćı atd.

Množiny definované axiomem separace

A = {x ∈ D; φ(x) plat́ı}

mohou v každém stavu a nabývat jiných prvk̊u, nebot’ pravdivost výroku φ(x) ∈ Φ záviśı
na stavu. Funktory F : C → Set jsou tzv. koncepty množin, které každému stavu a přǐrad́ı
množinu prvk̊u patř́ıćıch do ”množiny” F ve stavu a. Pokud se ze stavu a do b můžeme
přesunout ”zp̊usobem” f, funkce Ff : F (a)→ F (b) každému x ∈ F (a) přǐrad́ı naši ”představu”
o prvku x ve stavu b. Představou mysĺıme formu, kterou prvek zapisujeme, a pomoćı které
nad prvkem uvažujeme. Pokud se naše představa o prvku nezměńı, plat́ı Ff(x) = x. Pokud
se představa o prvćıch přesunováńım f neměńı, je Ff inkluze a pokud každý prvek jen měńı
svou formu, je Ff prostá. Může se ovšem stát, že prvky x, y ve stavu a považujeme za r̊uzné,
ale ve stavu b zjist́ıme, že jsou stejné: pak plat́ı Ff(x) = Ff(y) a Ff neńı ani prostá.

Ω je koncept množiny obsahuj́ıćı ”nevratné změny”. Siev na stavu a je množina ”ne-
vratných změn” stavu a (mysĺıme změny a → a i přechody a → b). Přesněji řečeno, pokud
se přechodem dostaneme do sievu S ∈ Ω(a), žádným přechodem už nemůžeme z S odej́ıt.
Va(α)(0) je množina změn ze stavu a, po kterých začne α platit. Dokázáńı výroku je v intui-
cionistické logice nevratná změna, nebot’ věděńı je kauzálně zachováno - proto muśı Va(α)(0)
být a−siev. Pokud Va(α)(0) obsahuje všechny šipky z a, znamená to, že ve stavu a výrok
α plat́ı a toto nelze žádným přechodem změnit. Ωf : Ω(a)→ Ω(b) každému a−sievu přǐrad́ı
množinu zp̊usob̊u, jak se z b do tohoto a−sievu dostat. Zejména Ωf(Va(α)(0)) je množina
změn ze stavu b, po kterých začne α platit.
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4.1 Operace na Sub(D) v SetC

Popsat globálńı prvky 1 → Ω může být složité, a proto rozpoč́ıtáme operace v Sub(D).
Zjist́ıme, že nejen HomSetC(1,Ω) je Heytingova algebra, ale Ω(n) je Heytingova algebra pro
každý C−objekt n.
•Negace: Necht’ A ∈ Sub(D). Negace ¬ : Ω→ Ω definovaná tak, aby

{∅} � � ⊥n //

!n

��

Ω(n)

¬n=(χ1)n

��

{0}
>n

// Ω(n)

byl pullback, má komponenty ¬n(x) = {φ : n→ m; Ωφ(x) ∈ {∅}}. ¬A ∈ Sub(D) má předpis

¬A(n) = {x ∈ D(n); (¬ ◦ χA)n(x) = >n(0)}
= {x ∈ D(n); ¬n({φ : n→ m; Dφ(x) ∈ A(m)}) = >n(0)}
= {x ∈ D(n); {ϕ : n→ b; Ωϕ({φ : n→ m;Dφ(x) ∈ A(m)} = ∅)} = >n(0)}
= {x ∈ D(n); {ϕ : n→ b; Ωϕ({φ : n→ m; Dφ(x) ∈ A(m)})} = ∅ pro každé ϕ : n→ b}
= {x ∈ D(n); {ϕ : n→ b; {ω : b→ c; ω ◦ ϕ ∈ {φ : n→ m; Dφ(x) ∈ A(m)}}} = ∅
pro každé ϕ : n→ b}
= {x ∈ D(n); ω ◦ ϕ 6∈ {φ : n→ m; Dφ(x) ∈ A(m)} pro každé ω ◦ ϕ : n→ c}
= {x ∈ D(n); D(ω ◦ ϕ)(x) 6∈ A(c) pro každé ω ◦ ϕ : n→ c}
= {x ∈ D(n); Dφ(x) 6∈ A(c) pro každé φ : n→ c}

Zaj́ımavá je taktéž dvojitá negace:

¬¬A(n) = {x ∈ D(n); Dφ(x) 6∈ ¬A(l) pro každé φ : n→ l}
= {x ∈ D(n); (Dφ(x) 6∈ ¬A(l) pro každé ϕ : l→ k) nenastane pro žádné φ : n→ l}
= {x ∈ D(n); pro každé φ : n→ l existuje ϕ : l→ c takové, že D(◦φ)(x) ∈ A(c)}

Interpretace: ¬A(n) obsahuje prvky, které se po žádném přechodu z n nemohou dostat
do konceptu množiny A. ¬¬A(n) je množina prvk̊u takových, že po jakémkoliv přechodu se
vždy můžeme pořád dostat do konceptu A. V této interpretaci nad výrokem ∼∼ α můžeme
uvažovat jako ”α může vždy platit”.

•Konjunkce: ∩ : Ω× Ω→ Ω je definovaná pullbackem

{[>n(0);>n(0)]} � � [>n;>n]
//

!n

��

Ω× Ω(n)

∩n=(χ[>;>])n

��

{0}
>n

// Ω(n)
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a má komponenty ∩n(x, y) = {φ : n → m; (Ω × Ω)φ(x, y) ∈ {[>n(0);>n(0)]}}. A ∩ B ∈
Sub(D) má komponenty

A ∩B(n) = {x ∈ D(n); ∪ ◦ [χA;χB]n(x) = >n(0)}
= {x ∈ D(n); {φ : n→ m; Ωφ((χA)n(x)) = >n(0) a Ωφ((χB)n(y)) = >n(0)} = >n(0)}
= {x ∈ D(n); ϕ ◦ φ ∈ (χA)n(x) pro každé ϕ ◦ φ : n→ l}
∩ {y : ϕ ◦ φ ∈ (χB)n(x) pro každé ϕ ◦ φ : n→ l}

= {x ∈ D(n); D(ϕ ◦ φ)(x) ∈ A(l) pro každé ϕ ◦ φ : n→ l}
∩ {y : D(ϕ ◦ φ)(y) ∈ A(l) pro každé ϕ ◦ φ : n→ l}

= A(n) ∩B(n)

(v posledńım kroku jsem položil ϕ ◦ φ = idn, z čehož D idn(x) = x ∈ A(n) v prvńı závorce
a D idn(y) = y ∈ B(n) v druhé závorce).
•Disjunkce: Epi-mono faktorizace šipky φ = ([idΩ;>]; [>; idΩ]) je znázorněna diagramem

Ω + Ω(m) ϕm
//

ϕ∗m (( ((

Ω× Ω(m)

ϕ(Ω + Ω)(m)
) 	 (im ϕ)m

77

Obraz ϕ je množina

ϕ(Ω + Ω)(m) = {[x;>n(0)] : x ∈ Ω(m)} ∪ {[>n(0); y] : y ∈ Ω(m)},

∪ : Ω× Ω→ Ω

ϕ(Ω + Ω)(m) � � //

!

��

Ω× Ω(n)

∪n=(χϕ(Ω+Ω))n

��

0 >n // Ω(n)

má komponenty

∪n(x, y) = {φ : n→ m; Ω× Ωφ(x, y) ∈ ϕ(Ω + Ω)(m)}
= {φ : n→ m; Ωφ(x) = >m(0) nebo Ωφ(y) = >m(0)}

A ∪B ∈ Sub(D) má komponenty

A ∪B(n) = {x ∈ D(n); (∪ ◦ [χA;χB])n(x) = >n(0)}
= {x ∈ D(n); {φ : n→ m; Ωφ((χA)n(x))} = >m(0)} nebo {Ωφ((χBn(x)) = >m(0)} = >n(0)}
= {x ∈ D(n); ϕ ◦ φ ∈ (χA)n(x) nebo ϕ ◦ φ ∈ (χB)n(x) pro každé ϕ ◦ φ : n→ l}
= {x ∈ D(n); D(ϕ ◦ φ)(x) ∈ A(l) pro každé ϕ ◦ φ : n→ l}
∪ {x ∈ D(n); D(ϕ ◦ φ)(x) ∈ B(l) pro každé ϕ ◦ φ : n→ l} = A(n) ∪B(n)
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•Implikace: Zkonstruujeme equalizer Eq(∩, π1) šipek ∩, π1 : Ω × Ω ⇒ Ω znázorněný
diagramem

Eq(∩, π1)(n) � � ≤n // Ω× Ω(n)
∩n

--

(π1)n

11 Ω(n).

Explicitně můžeme Eq(∩, π1)(n) zapsat jako

Eq(∩, π1)(n) = {[x; y] ∈ Ω× Ω(n);∩n(x, y) = x}.

⇒: Ω× Ω→ Ω má komponenty

Eq(∩, π1)(n) ≤n //

!

��

Ω× Ω(n)

⇒n

��

{0} >n // Ω(n)

x⇒n y = {φ : n→ m; (Ω× Ω)φ(x, y) ∈ Eq(∩, π1)(m)}

A Z⇒ B(n) = {x ∈ D(n);⇒ ◦ [χA;χB](x) = >n(0)}
= {x ∈ D(n); ∪n(Ωφ((χA)n(x)),Ωφ((χB)n(x))) = Ωφ((χA)n(x) pro každé φ : n→ m}
= {x ∈ D(n); {ϕ : m→ l; Ωϕ(Ωφ((χA)n(x))) = Tl(0) a Ωϕ(Ωφ((χB)n(x))) = Tl(0)} =

Ωφ((χA)n(x) pro každé φ : n→ m}
= {x ∈ D(n); {ϕ : m→ l; Ω(ϕ ◦ φ)((χA)n(x)) = Ω(ϕ ◦ φ)((χB)n(x)) = Tl(0)} =

Ωφ((χA)n(x) pro každé φ : n→ m}
= {x ∈ D(n); (Ω(ϕ ◦ φ)((χA)n(x)) = Ω(ϕ ◦ φ)((χB)n(x)) = Tl(0) právě tehdy, když

ϕ ◦ φ ∈ (χA)n(x)) pro každé φ : n→ m}
= {x ∈ D(n); (D(ϕ ◦ φ)(x) ∈ A(l) ∩B(l) právě tehdy, když D(ϕ ◦ φ)(x) ∈ A(l))
pro každé φ : n→ m}
= {x ∈ D(n); pro každé ω : n→ l plat́ı (Dω(x) ∈ A(c) ∩B(c) právě tehdy, když
Dω(x) ∈ A(c))}

= {x ∈ D(n); pro každé ω : n→ l plat́ı (Dω(x) ∈ B(c) kdykoliv Dω(x) ∈ A(c))}

Věta 4.1.1. Necht’ C je malá kategorie, n je C−objekt a Ω je SetC−classifier. Pak
(Ω(n), ⊆, ∪, ∩, Z⇒) je Heytingova algebra.
Důkaz je analogický k d̊ukazu věty 2.4.3. �

4.2 Posety
Pomoćı výpočt̊u v sekci 4.1 vid́ıme, že logické funkce se v Sub(D) chovaj́ı podobně, jako

v P+ ze sekce 2.4. Jak souviśı funktorové kategorie s Kripkeho sémantikou?
Kripkeho sémantika ve framu P (tj. v Heytingově algebře P+) je vnitřńı logika toposu

SetP. Pokud se nacháźıme ve stavu a, máme vždy právě jeden zp̊usob, jak se dostat do
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stavu b, kdykoliv a v b. Přechody a→ b tedy nemuśıme chápat jako šipky, ale stač́ı je určit
koncovým bodem b. Uzavřenost nad skládáńım zleva pak znamená kauzálńı uzavřenost, a
tud́ıž a−sievy jsou kauzálně uzavřené podmnožiny P, jejichž všechny prvky jsou v uspořádáńı
v napravo od a. Zejména pokud má P nejmenš́ı prvek (iniciálńı objekt) 0, plat́ı

Ω(0) = P+.

Obecněji, pokud označ́ıme principálńı množinu [a) = {b; a v b} ⊆ P množinu všech prvk̊u
napravo od a, dostaneme Ω(a) = [a)+. Při přechodu mezi stavy f : p → q pravdivostńı
hodnoty v Ω(p) projdou změnou Ωf : [p)+ → [q)+, která p−siev X změńı na q−siev

Ωf(X) = {φ : q → b; φ ◦ f ∈ X} ∼= {b ∈ [q); b ∈ X} = X ∩ [q).

Při přechodu f zapomeneme, co se dělo před stavem q a vid́ıme jen pr̊unik s [q).
Z axiomu přirozenosti pro V (α) : 1→ Ω plyne, že diagram

{0}

Vp(α)

��

id{0}
// {0}

Vq(α)

��

Ω(p) Ωf
// Ω(q)

komutuje, takže Vq(α)(0) = Ωf(Vp(α)(0)) = Vp(α)(0) ∩ [q).
Co přináš́ı kategoriálńı popis? U kripkeho model̊u nám P+−valuace V (α) ř́ıkala, ve

kterých stavech α plat́ı. Chápáńı problému pomoćı topos̊u nám umožňuje dvě nové věci:

1) Můžeme se d́ıvat lokálně ”z pohledu konkrétńıho stavu”. Jakmile se ocitneme ve stavu
p, z něhož se nejde dostat do q, v̊ubec nás nezaj́ımá, jestli α plat́ı v q. Proto se d́ıváme na

”lokálńı pravdivost” Vp(α)(0).
2) Můžeme studovat, jak přechody f : p→ q mezi stavy změńı pravdivost pomoćı Ωf(Vp(α)(0)).
Např́ıklad pokud α po přechodu začne platit, muśı být Ωf(Vp(α)(0)) = [q).

Př́ıklad 4.2.1. Necht’ P = (I,∆I), kde ∆I je diskrétńı uspořádáńı na I. SetI-objekty jsou
soubory {F (i); i ∈ I}, kde F : I → Set (I chápeme jako diskrétńı kategorii). Šipky jsou
soubory funkćı {ηi : F (i)→ G(i)}, kv̊uli diskrétnosti I nám axiom přirozenosti nedává žádné
podmı́nky mezi komponentami.

Classifier v SetI má složky Ω(i) = {∅, {i}}. Každá podmnožina I je kauzálně uzavřená,
takže I+ = P(I). Pokud V (α) = S ⊆ I, plat́ı

Vi(α)(0) = S ∩ {i} =
{
∅ pokud i 6∈ S,
{i} pokud i ∈ S.

Charakter SetI -̌sipky η : F � G má komponenty (χη)i : G(i)→ {∅, {i}} s předpisem

(χη)i(x) = {q : x v q a x ∈ F (q)} =
{
∅ pokud x 6∈ F (i),
{i} pokud x ∈ F (i).

Interpretace: Stejná jako př́ıklad 1.2.12, ale obohacená vybudovaným aparátem. V (α) =
S znamená, že α plat́ı v bodech S. I+−valuace neměř́ı jen, jestli α plat́ı nebo ne, ale uvažuje
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platnost α v každém bodě prostoru I. Charakter χηi : G(i)→ 2 se na otázku ”patř́ı x do F?”
ptá lokálně v každém bodě I. Pravdivostńı hodnoty v HomSetÎ(1,Ω) tvoř́ı Booleovu algebru
(P(I),⊆,∩,∪,⇒,¬), nám známou z př́ıkladu 1.2.12. �

Př́ıklad 4.2.2. Necht’ P = {0; a1, a2, a3..., an}, netriviálńı relace jsou 0 v ai pro 1 ≤ i ≤ n.

a1

0 //

??

��

��

a2

a3

...

Výrok může platit ve všech stavech, v žádném stavu, nebo jen v některých ai :

P+ = {∅; [0)} ∪ P({ai; 1 ≤ i ≤ n})

Výrok α ∈ Φ ohodnot́ıme P−valuaćı V : Φ→ P+ předpisem

V (α) =


[0) α plat́ı,⋃{ai} α plat́ı ve stavech ai
∅ α neplat́ı nikdy

Pak pro V (α) : 1→ Ω plat́ı V0(α)(0) = V (α) a

Vai
(α)(0) = V0(α)(0) ∪ [ai) =

{
[ai) výrok plat́ı ve stavu ai
∅ výrok neplat́ı ve stavu ai

Interpretace: Zač́ınáme ve stavu 0 a máme n možných budoucnost́ı, které mohou nastat.
V0(α)(0) se ptá na otázku ”Ve kterých možných budoucnostech bude α platit?”a Vai

(α)(0) se
ptá na otázku ”Bude v budoucnosti ai platit α?”. Pro př́ıklad uvažujme možné budoucnosti

a1 : bude pršet
a2 : bude zataženo
a3 : bude jasno.

Pak α : ”Půjdu na kolo”má hodnotu V0(α)(0) = {a2; a3}. Pravdivostńı hodnoty v možných
budoucnostech jsou Va1(α)(0) = ∅ = ⊥[a1)+ , Va2(α)(0) = {a2} = >[a2)+ a Va3(α)(0) =
{a3} = >[a3)+ . �

Poznámka. Prvek x ∈ P je maximálńı, pokud plat́ı x = p kdykoliv x v p. Intuitivně řečeno:
z maximálńıch prvk̊u ”nevedou”jiné šipky, než identity. Sievy takového prvku tvoř́ı množinu

[x)+ = {∅; {x}} ∼= {⊥; >} = 2.

V maximálńıch stavech už nezbývaj́ı žádné stavy, do kterých se posunout. Výrok v takovém
stavu může být jen pravdivý, či nepravdivý, a logika tento stav popisuj́ıćı je klasická logika
ze sekce 1.1.
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Př́ıklad 4.2.3. Uvažujme P = N s přirozeným uspořádáńı 0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ ...

0 // 1 // 2 // 3 // 4 // 5 // ...

N-valuace výroku α ∈ Φ může být bud’ [n) pro n ∈ N nebo ∅ (N je dobře uspořádaná.) V
prvńım př́ıpadě komponenty SetN-valuace V (α) : 1→ Ω tvoř́ı posloupnost

[n) // [n) // [n) // ... // [n) // [n+ 1) // [n+ 2) // [n+ 3) // ...

Ze začátku pravdivostńı hodnota vyjadřuje, že α začne platit ve stavu n. Jakmile překroč́ıme
tento stav, uvid́ıme jen, že α prostě plat́ı (V (α)p(0) je > v Heytingově algebře Ω(p)). V
druhém př́ıpadě je SetN-valuace posloupnost

∅ // ∅ // ∅ // ...,

která vyjadřuje, že α nezačne platit v žádném stavu (tj. nikdy).
Interpretace: Stejná, jako př́ıklad 4.2.3, ale opět obohacená. Va(α)(0) je čas, ve kterém α

začne platit. Pokud α začne platit v čase a nebo dř́ıve, muśı už být Va(α)(0) = [a) = >[a)+ ,
tj. ve stavu a výrok α plat́ı. Přechod f : p→ q je posun o q−p jednotek času. Pokud ve stavu
p výrok α ještě neplat́ı (začne platit až ve stavu n, kde p ≤ n) a posuneme se o q ≥ n − p
jednotek času, pravdivost výroku se změńı na Vq(α)(0) = [n)∩ [q) = [q) = >[q)+ , takže výrok
začne platit. Pro monickou šipku η : F → G se charakter χηp(x) ∈ [p)+ ptá na otázku ”Kdy
začne x patřit do F?”. �

Př́ıklad 4.2.4. Uvažujme P = N× 2, kde prvky [n; 0] porovnáváme v prvńım komponentu
jako přirozená č́ısla a prvky [n; 1] splňuj́ı jen [n; 0] ≤ [n; 1].

[0; 0]

""

// [1; 0]

""

// [2; 0]

""

// [3; 0]

""

// [4; 0]

""

// [5; 0]

""

// ...

[0; 1] [1; 1] [2; 1] [3; 1] [4; 1] [5; 1] ...

N-valuace výroku α ∈ Φ jsou bud’ [[n; 0]) pro n ∈ N nebo [m; 1] pro m ∈ N. V prvńım
př́ıpadě komponenty SetN-valuace tvoř́ı poset

[[n; 0])

$$

// [[n; 0])

""

// ... // [[n; 0])

&&

// [[n+ 1; 0])

''

// [[n+ 2; 0])

$$

// ...

∅ ∅ {[3; 1]} {[4; 1]} {[5; 1]} ...

V (α) = [[n; 0]) znamená, že α začne platit ve stavu [n; 0]. Pokud spadneme do některého
ze stav̊u [0; 1], [1; 1], ..., [n − 1; 1], nikdy se už nedostaneme do stavu [n; 0], a α tedy nikdy
nezačne platit. Proto je

V (α)[0;1](0) = V (α)[1;1](0) = ... = V (α)[n−1;1](0) = ∅,

neboli ⊥ ve všech HA Ω([0; 1]), ...,Ω([n−1; 1]). V druhém př́ıpadě komponenty SetN-valuace
tvoř́ı poset
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{[n; 1]}

%%

// {[n; 1]}

%%

// {[n; 1]}

""

// ... // {[n; 1]}

%%

// ∅

""

// ∅

��

// ...

∅ ∅ ∅ {[n; 1]} ∅ ∅
V (α) = {[n; 1]} znamená, že α plat́ı jen ve stavu [n; 1]. Pokud spadneme do některého
ze stav̊u [0; 1], [1; 1], ..., [n − 1; 1], nebo stav [n; 1] ”promeškáme” a pokračujeme do stav̊u v
[[n+ 1; 0]), nikdy se už do {[n; 1]} nedostaneme, a tedy

V (α)[0;1](0) = V (α)[1;1](0) = ... = V (α)[n−1;1](0) = ∅,
V (α)[n+1;0](0) = V (α)[n+2;0](0) = ... = ∅,
V (α)[n+1;1](0) = v(α)[n+2;1](0) = ... = ∅,

jsou ⊥ v koresponduj́ıćıch HA. Jinak řečeno,

¬{[n; 1]} = {[0; 1]; [1; 1]; ...; [n− 1; 1]} ∪ [[n+ 1; 0]).

�

Př́ıklad 4.2.5. Bud’ (X, τ) topologický prostor. Množina τ otevřených podmnožin X tvoř́ı
poset (τ,⊆). Můžeme zkonstruovat opačný poset P = (τ,⊆)op = (τ,v) kde

U v V právě tehdy, když V ⊆ U

Pak principálńı množiny [U) jsou právě otevřené podmnožiny U. Ty můžeme z otevřených
podmnožin X dostat pomoćı pr̊uniku:

[U) = {S ∩ U ; S ∈ τ}

Pohled z množiny U je ”lokálńı” pohled na množinu X. Kauzálně uzavřené množiny jsou sjed-
noceńı principálńıch množin, jenže sjednoceńı otevřených množin je zase otevřená množina!
Každá kauzálně uzavřená množina v P+ tedy lze vyjádřit jako [U) pro nějaké U ∈ τ. Infima
a suprema jsou jednoduše sjednoceńı a pr̊unik:

[U) t [V ) = [U ∪ V ),
[U) u [V ) = [U ∩ V ),

zat́ımco relativńı pseudokomplement je vyjádřen vztahem

[U)⇒W [V ) = {x;x ∈ W a [U ∩W ;V ∩W ] ∈ Eq(∩, π1)(x)}
= {x ∈ W ; (U ∩W ) ∩ (V ∩W ) = U ∩W} = {x ∈ W ; U ∩ V ∩W = U ∩W},

tj. [U) ⇒W [V ) je největš́ı otevřená podmnožina W, ve které lokálně plat́ı U ∩ V = U.
Množinově-teoreticky toto je splněno množinou A = (X \ U) ∪ V a tedy [U) ⇒W [V ) je
největš́ı otevřená množina ”uvnitř” A ∩W :

[U)⇒W [V ) = (A ∩W )int = ((X \ U)int ∪ V ) ∩W.

Zejména, když se pod́ıváme z pohledu celé množiny X, relativńı pseudokomplement

[U)⇒X [V ) = (X \ U)int ∪ V

nabývá tvaru nám známého z př́ıkladu 2.3.3. �
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4.3 Akce monoid̊u
Monoid M lze podle př́ıkladu 3.2.4 chápat jako kategorii s jedńım objektem M, kde šipky

M →M znač́ı prvky M. V následuj́ıćı kapitole poṕı̌seme SetM jako topos.
Objekty: Funktor F : M→ Set je množina F (M) spolu s funkcemi Fm : F (M)→ F (M)

pro každé m ∈ M. Pak snadno definujeme M-akci (viz. [n-l]) AF : M × F (M) → F (M)
předpisem AF (m,x) = Fm(x). Z definice funktoru źıskáme vlastnosti

AF (e, x) = x a AF (m,AF (n, x)) = AF (m ◦ n, x),

což jsou přesně axiomy pro akci monoidu. Objekty SetM jsou právě M-akce.
Šipky: Axiom přirozenosti pro η : F → G

F (M) ηM //

Fm

��

G(M)

Gm

��

F (M) ηM // G(m)

ř́ıká, že ηM je ekvivariantńı zobrazeńı mezi M−akcemi:

ηM(AF (m,−)) = AG(m, ηM(−)).

Classifier: M−siev, tedy množina šipek M → M zleva uzavřená nad kompozićı, je levý
ideál M :

Ω(M) = {L; L je levý ideál M}.
Jediné globálńı prvky 1→ Ω jsou ⊥,> : 1 ⇒ Ω, jejichž komponenty maj́ı předpis ⊥M(0) = ∅
a >M(0) = M (viz. [EM01]). Proto je zaj́ımavěǰśı studovat Heytingovu algebru (Ω(M),⊆).
M na Ω(M) p̊usob́ı akćı AΩ(m,−) = Ωm : Ω(M)→ Ω(M) s předpisem

AΩ(m,x) = {φ : M →M ; φ ◦m ∈ x} = {φ ∈M; φ ·m ∈ x}.

Funktor F ∈ Sub(G) má charakter

(χF )M(x) = {φ : M →M ; Gφ(x) ∈ F (M)} = {φ ∈M;AG(φ, x) ∈ F (M)}

Zejména pak (χ⊥)M = ¬M : Ω(M)→ Ω(M) definovaná pullbackem

{∅} � � //

!

��

Ω(M)

¬

��

{0} > // Ω(M)

má předpis

¬M(L) = {φ ∈M ; AΩ(φ, L) = ∅} = {φ ∈M ; ϕ · φ 6∈ L pro každé φ ∈M}.
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Pokud je monoid M komutativńı a L je neprázdná, φ lze vždy vynásobit prvkem l ∈ L a
t́ım dostat l · φ = φ · l do L, takže ¬ML = ∅. V př́ıkladech tedy negace nebudeme zmiňovat,
poněvadž jsou triviálńı.

Interpretace: Prvky M kategoriálně chápeme jako šipky M → M, pohybováńı po nichž
vyjadřuje rozhodováńı. Při rozhodováńı se ovšem neposunujeme do daľśıho stavu, ale měńıme
náš momentálńı stav. V (α) = L znamená, že α začne platit, pokud se posuneme do ideálu
L. Dále AΩ(m,V (α)) = S znamená, že při vynásobeńı prvkem m ∈M (tj. přechodu po šipce
m : M → M, neboli rozhodnut́ım m) se pravdivostńı hodnota α změńı na S. Zejména pak
AΩ(m,V (α)) = M = >M(0) znamená, že po přechodu po šipce m : M →M začne α platit.

Př́ıklad 4.3.1. Necht’ M je grupa. Pak Ω(M) = {∅;M} ∼= {⊥;>} tvoř́ı Booleovu algebru
známou z klasické logiky se standartńımi logickými funkcemi.

Interpretace: v grupě má každý prvek inverzi, takže každé rozhodnut́ı m : M → M lze
navrátit rozhodnut́ım m−1 : M →M. Stav nikdy nezměńıme nenávratným zp̊usobem, takže
pokud α plat́ı v V (α), muśı platit i v AΩ(m,V (α)) = V (α). Rozhodnut́ımi pravdivost výroku
nezměńıme, může tedy být jen absolutně pravdivý (V (α) = M), či absolutně nepravdivý
(V (α) = ∅).

Př́ıklad 4.3.2. Necht’ M = (N,+, 0). Levé ideály jsou množiny tvaru

[n) = {n; n+ 1; n+ 2; ...}.

Předpis

∅ 7→ ∅
[n) 7→ n

n 7→ [n)

určuje bijekci Ω(M) ∼= N ∪ {∅}. Dále

φ+m ≥ n právě tehdy, když φ ≥ max(0;n−m),

takže AΩ(m, [n)) = [max(0;n −m)). Logické funkce t,u, Z⇒,¬ jsou stejné jako v př́ıkladu
2.4.2. Model slouž́ı jako alternativńı popis př́ıkladu 2.4.2 (postup času).

Interpretace: V (α) = [n) znamená, že n začne platit za n jednotek času (např. sekund).
AΩ(m,−) vyjadřuje postup času o m jednotek: když α začne platit za n sekund, po uplynut́ı
m sekund bud’ α plat́ı (pokud n ≤ m) a nebo začne platit za n−m sekund (pokud m ≤ n).

�

Př́ıklad 4.3.3. M = (N, ·, 1). Levé ideály jsou množiny tvaru

nN = {0; n; 2n; 3n; ...}.

Předpis

∅ 7→ ∅
nN 7→ n

n 7→ nN
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určuje bijekci Ω(M) ∼= N ∪ {∅}. Dále

n | φ ·m právě tehdy, když nsn(n,m)
m

| φ,

takže AΩ(m,nN) = nsn(n,m)
m

N.
D̊ukaz: Rozepǐsme

n = pn1
1 · pn2

2 · ... · p
nl
l ,

m = pm1
1 · pm2

2 · ... · p
ml
l ,

a φ = pφ1
1 · p

φ2
2 · ... · p

φl
l ,

kde pi je i−té prvoč́ıslo. Pak n|φ · m znamená ni ≤ φi + mi pro každé 1 ≤ i ≤ l, což je
ekvivalentńı s max(ni,mi)−mi = max(0, ni −mi) ≤ φi, neboli

nsn(n,m)
m

= p
max(n1,m1)
1 · pmax(n2,m2)

2 · ... · pmax(nl,ml)
l

pm1
1 · pm2

2 · ... · pml
l

|φ

�
Konjunkce a disjunkce jsou

nN ∪mN = NSD(n,m)N,
nN ∩mN = nsn(n,m)N.

Relativńı pseudokomplement nN Z⇒ mN je složitěǰśı, nebot’ ho nelze vyjádřit př́ımo z n,m
(aspoň dle mých znalost́ı). Po rozepsáńı

n = pn1
1 · pn2

2 · ... · p
nl
l ,

m = pm1
1 · pm2

2 · ... · p
ml
l ,

a φ = pφ1
1 · p

φ2
2 · ... · p

φl
l ,

se podmı́nka

nN Z⇒ mN ⊆ φN právě tehdy, když nsn(n,m)N ⊆ φN

změńı na

φi je největš́ı takové, že max(ni, φi) ≤ mi,

φi =
{

0 mi ≤ ni,
mi ni ≤ mi

Např. 18N Z⇒ 60N = 20N.
Interpretace: Sv̊uj stav můžeme změnit nekonečně mnohokrát rozhodnut́ımi p1, p2, p3, ...,

kde i−té rozhodnut́ı je označeno i−tým prvoč́ıslem pi. Každé prvoč́ıslo si můžeme vybrat
v́ıcekrát: do stavu

n = pn1
1 · pn2

2 · ... · p
nl
l
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se dostaneme n1-násobným zvoleńım možnosti p1, n2-násobným zvoleńım možnosti p2 atd.
Takto nám každé přirozené č́ıslo určuje právě jednu kombinaci možnost́ı. V (α) = m =
pm1

1 · pm2
2 · ... · pml

l znamená, že α začne platit, až se př́ıslušným rozhodováńım dostaneme
do stavu m. Jinak řečeno, V (α) je odpověd’ na otázku ”Po jakých rozhodnut́ıch začne platit
α?”, zat́ımco AΩ(m,V (α)) je odpověd’ na otázku ”Po jakých rozhodnut́ıch začne platit α,
když jsou má dosavadńı rozhodnut́ı m?”. �

Př́ıklad 4.3.4. M = ({0; 1}, ·, 1). Levé ideály tvoř́ı množinu
Ω(M) = {∅; {0}, {0; 1}}

Máme dvě možnosti, jak změnit sv̊uj stav: násobeńım jedničkou AΩ(1,−) = idΩ(M) nic
neuděláme a vynásobeńım nulou AΩ(0,−) změńıme sv̊uj stav nevratným zp̊usobem. T́ım
naše logika ”spadne” do klasické logiky: možné hodnoty AΩ(0, L) jsou ∅ a M, což tvoř́ı
Heytingovu algebru {⊥;>} (př́ıklad 1.2.11).

Pravdivostńı hodnoty v Ω(M) tvoř́ı Heytingovu algebru znázorněnou diagramem

∅ // {0} //M.

Logické funkce na jsou určeny tabulkami

¬ u ∅ {0} M t ∅ {0} M
∅ M ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {0} M
{0} ∅ 1 ∅ {0} {0} {0} {0} {0} M
M ∅ M ∅ {0} M M M M M

⇒ ∅ {0} M
∅ M M M
{0} ∅ M M
M ∅ {0} M

Interpretace: Zafixujme si výrok X ∈ Φ a sledujme, jak jiné výroky plat́ı v závislosti
na X. Valuaci V : Φ0 → Ω(M) definujeme předpisem

V (α) =


∅ α neplat́ı nezávisle na X,
{0} α plat́ı jen, pokud plat́ı X,
{0; 1} α plat́ı nezávisle na X.

Valuaci induktivně rozš́ı̌ŕıme na V ′ : Φ → Ω(M). Konkrétně tedy V (X) = {0}. Možnost
V (α) = {1} nemůže nastat, nebot’ pokud jsme dokázali α nezávisle na platnosti X, z X
nelze dokázat ∼ α. Negace jsou z tohoto d̊uvodu zvláštńı - pokud by bylo

¬S = Ω(M) \ S,
pro každé S ∈ Ω(M), muselo by být ¬{0} = {1} 6∈ Ω(M). Pokud chceme negace poč́ıtat

”po komponentech”, muśıme zač́ıt ”od konce” a teprve uvažovat př́ıpad, kdy X plat́ı: pokud
V (α) = {0}, pak α plat́ı závisle na X, takže ∼ α neplat́ı nezávisle na X, a tedy nemůže
platit ani závisle na X. Proto ¬{0} = V (∼ α) = ∅.

Pokud výrok α ∈ Φ plat́ı závisle na X (V (α) = {0}), v př́ıpadě neplatnosti X neńı ani
pravdivý (nedokázali jsme ho) a ani nepravdivý (nevyvrátili jsme ho, v př́ıpadě platnosti X
stále může platit) a plat́ı

V (α ∨ ∼ α) = {0} ∪ ∅ = {0} 6= >M(0),
takže SetM 6|= α ∨ ∼ α. �
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4.4 Topos funkćı
V následuj́ıćı sekci poṕı̌seme kategorii Set→ definovanou př́ıkladem 3.2.17 jako topos.

Kategorie −→ je poset znázorněný diagramem

0 f
// 1.

Kauzálně uzavřené množiny tvoř́ı množiny

Ω(0) = {∅; {1}; {0; 1}}
Ω(1) = {∅; {1}}

Classifier je funkce Ωf : Ω(0)→ Ω(1) s předpisem

Ωf(∅) = ∅, Ωf({1}) = {1}, a Ωf({0; 1}) = {1}.

Předpis

∅ 7→ ∅, {0} 7→ {1}, M 7→ {0; 1}

určuje isomorfismus Heytingových algeber {∅; {1}; {0; 1}} = Ω(0) ∼= Ω(M) = {∅; {0}; {0; 1}}
classifieru v Set→ a v SetM z př́ıkladu 4.3.4. Proto je vše (logické funkce, struktura Ω(0),
interpretace) shodné s př́ıkladem 4.3.4.

Př́ıklad 4.4.1. Necht’ F je koncept množiny protipř́ıklad̊u Riemannovy hypotézy, přičemž
ve stavu 0 jsme Riemannovu hypotézu nevyvrátili a ve stavu 1 už ano. Pak F (0) = ∅, ale
F (1) může být neprázdná. Ř́ıkáme, že F je potenciálně neprázdná. �

Př́ıklad 4.4.2. Uvažujme funktorG, koresponduj́ıćı funkciGf : {a; b; c; d; e} → {α; β; γ; δ; ε}
a H,K ∈ Sub(g), jejichž předpisy jsou znázorněny diagramy

G :

a •

''

• α

b •

��

• β

c •

��

• γ

d •

DD

• δ

e •

77

• ε

H :

• α

b •

!!

• β

d •

CC

• δ

e •

77

K :

a •

''

• α

• β

• δ

e •

77

• ε

∩,∪ se poč́ıtaj́ı po komponentách. Při poč́ıtáńı ¬muśıme v analogii s př́ıkladem 4.3.4 zač́ıt
od konce: ¬H(1) = G(1) \H(1) = {γ, ε} je množinový doplněk a ¬H(0) = Hf−1(¬H(1)) =
{c} je množina všech prvk̊u G(0), které se funkćı Gf pošlou do ¬H(1).
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¬H :

c •

""

• γ

• ε

H ∩K :

• α

• β

• δ

e •

66

H ∪K :

a •

((

• α

b •

##

• β

d •

BB

• δ

e •

66

• ε

Relativńı pseudokomplement Z⇒ poč́ıtáme podobně ”odzadu”jako pseudokomplement:
(K Z⇒ H)(1) = (G(1) \ K(1)) ∪ H(1) funguje stejně jako v Booleově algebře P(X). Pro
vyšetřeńı množiny (K Z⇒ H)(0) se pod́ıváme, kdy začne ”koncept”a patřit do K. Pro
a ∈ G(0) nastává a ∈ (K Z⇒ H)(0), kdykoliv jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:
1) pokud a ∈ K(0), muśı platit a ∈ H(0),
2) pokud a 6∈ K(0), ale Gf(a) ∈ K(1), muśı platit Gf(a) ∈ H(1).

¬K :

• γ

H Z⇒ K :

a •

((

• α

• β

c •

""

• δ

e •

55

• ε

K Z⇒ H :

• α

b •

""

• β

• γ

d •

BB

• δ

e •

55

Zaj́ımavá je taktéž dvojitá negace:

¬¬A(n) = {x ∈ D(n); Dφ(x) 6∈ ¬A(l) pro každé φ : n→ l}
= {x ∈ D(n); (Dφ(x) 6∈ ¬A(l) pro každé ϕ : l→ k) nenastane pro žádné φ : n→ l}
= {x ∈ D(n); pro každé φ : n→ l existuje ϕ : l→ c takové, že D(◦φ)(x) ∈ A(c)}

Dvojitá negace ∼∼ má podle sekce 4.1 význam ”vždy může platit, že ...”. Jej́ı interpre-
tace, dvojitý pseudokomplement ¬¬, je zúplněńı: ¬¬H je množina všech bod̊u, které funkce
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Gf ”pošle do H”. Množiny v ¬¬H se pak poč́ıtaj́ı jako ¬¬H(1) = H(1) a ¬¬H(0) =
Gf−1(H(1)) :

¬¬H :

a •

((

• α

b •

!!

• β

• γ

d •

CC

• δ

e •

66

V tomto př́ıkladu neplat́ı modus tollens, nebot’ ((¬H Z⇒ ¬K) Z⇒ (K Z⇒ H))(0) 6= G(0) :

¬H Z⇒ ¬K :

a •

))

• α

b •

##

• β

• γ

d •

AA

• δ

e •

55

(¬H Z⇒ ¬K) Z⇒ (K Z⇒ H) :

a •

++

• α

b •

''

• β

d •

;;

• δ

e •

33

• ε

Dále v tomto př́ıkladu neplat́ı LEM a α→ ∼∼ α :
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H ∪ ¬H :

• α

b •

""

• β

c •

""

• γ

d •

BB

• δ

e •

55

• ε

¬¬H Z⇒ H :

• α

b •

##

• β

c •

##

• γ

d •

AA

• δ

e •

55

• ε

Výše uvedené protipř́ıklady ovšem nesplňuj́ı klasické tautologie pouze ve stavu 0. Naj́ıt
skutečný protipř́ıklad tautologie LEM by znamenalo naj́ıt F ∈ Sub(G) takové, že (F ∪
¬F )(1) 6= G(1). To ovšem nelze, nebot’ (F ∪ ¬F )(1) = F (1) ∪ (G(1) \ F (1)) = G(1), takže
formule LEM selže jen ve stavu 0. Tyto slabé protipř́ıklady jsme už potkali v sekci 2.1.

Formule (α→ β) ∨ (β → α) ovšem plat́ı:

(H Z⇒ K) ∪ (K Z⇒ H) :

• α

a •

**

• α

b •

%%

• β

c •

&&

• γ

d •

==

• δ

e •

44

• ε

Obecněji plat́ı SetP |= (α→ β)∨ (β → α), kdykoliv poset P je úplně uspořádaný. Výrok
(α→ β) ∨ (β → α) znamená, že α a β spolu ”kauzálně souviśı.”

Úplně uspořádaný poset můžeme chápat jako momenty ”zobecněného času”: např. pokud
bychom v př́ıkladu 4.3.3 měli jen možnost p1 = 2, naše stavy se mohou změnit jen jedńım
zp̊usobem. Naše jediná možnost je pokračovat, nebo se zastavit. Toto rozhodováńı, zda-li j́ıt
či nej́ıt dál, tvoř́ı tok onoho zobecněného času. Formálně řečeno, exponenciálńı funkce x 7→ 2x
tvoř́ı isomorfismus Heytingových algeber (iso šipku v HeytAlg) mezi (N,≤)+ vyjadřuj́ıćı
plynut́ı času a ({1; 2; 4; 8; 16; ...}, |)+ vyjadřuj́ıćı jedno možné rozhodnut́ı. �
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Př́ıklad 4.4.3. Někteř́ı lidé nev́ı, že 1 = 0, 9. Jejich koncept reálných č́ısel F tedy obsahuje

”koncept” a : 1→ F č́ısla 1 s hodnotou a0(0) ∈ F (0) a koncept b : 1→ F č́ısla 0, 9 s hodnotou
b0(0) ∈ F (0) jako dva r̊uzné prvky a0(0) 6= b0(0). Jakmile ale zjist́ı, že supremum na R je
jedinečné, hned si uvědomı́, že

1 = sup{0, 9; 0, 99; 0, 999; ...} = 0, 9

Pak koncepty a a b splynou v a1(0) = Ff(a0(0)) = Ff(b0(0)) = b1(0) ∈ F (1) :

F :

... // ...

a• // •1

b•

77

... // ...

Zde ve stavu 0 tvrzeńı 1 = 0, 9 neńı pravdivé (ještě nev́ıme, že je pravdivé), ale ve stavu
1 tvrzeńı pravdivé je.

Důkaz jedinečnosti můžeme vždy chápat podobným zp̊usobem jako ”splýváńı” koncept̊u.
�
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