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Anotace

Ćılem mé práce je představit čtenáři matematickou teorii popisuj́ıćı fraktálńı
množiny. Jedná se o úvod do fraktálńı geometrie, podaný formou srozumi-
telnou student̊um středńıch škol se zájmem o matematiku. V práci shrnuji
základńı poznatky z teorie mı́ry, které jsou nezbytné pro pochopeńı problema-
tiky, a doplňuji je o své úvahy, jež směřuj́ı čtenáře k porozuměńı odbornému
tématu a k přemýšleńı nad významem definic a vět. V praktické části užijeme
źıskané teoretické poznatky k výpočt̊um Hausdorffovy dimenze fraktálńıch
množin.

Kĺıčová slova

fraktál; teorie mı́ry; Hausdorffova mı́ra; Hausdorffova dimenze

Annotation

The aim of my thesis is to present the mathematical theory behind the pro-
perties of fractal sets. It is a brief introduction into fractal geometry, written
in an understandable manner and therefore accessible to high school students
interested in mathematics. In this work I summarize the basics of measure
theory, which are essential for the readers’s comprehension of the topic, and
add my personal reflections to make the readers think about the meanings of
the definitions and theorems. In the practical part we use the fresh knowledge
to find out the Hausdorff dimensions of fractal sets.

Keywords

fractal; measure theory; Hausdorff measure; Hausdorff dimension
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Úvod

Pojmu fraktál poprvé použil roku 1975 francouzsko-americký matematik
Benôıt Mandelbrot [Hyk01] [enc20a]. Svou teorii popsal v knize Fraktály:
Tvar, náhoda a dimenze [Man75], velký zájem vzbudila jej́ı rozš́ı̌rená verze
Fraktálńı geometrie př́ırody [Man82]. Ve své práci Mandelbrot navázal na
článek z roku 1938 Př́ırodńı dualita statistického rozložeńı českého geografa
a statistika Jaromı́ra Korčáka [Kor41]. Korčák empiricky popsal rozložeńı
r̊uzných př́ırodńıch a demografických jev̊u v prostřed́ı a všiml si zákonitost́ı
v jejich zdánlivě chaotickém uspořádáńı [Imr16]. To vedlo Mandelbrota k
propojeńı čistě matematické teorie fraktál̊u s daľśımi vědńımi discipĺınami,
zabývaj́ıćımi se př́ırodńımi i sociálńımi jevy [Imr16]. Fraktály však pronikly
také do uměńı. Dnes je takzvané studium fraktál̊u, jehož základy Mandelbrot
a jeho předch̊udci položili, krásnou oblast́ı matematiky s interdisciplinárńım
dosahem.

Fraktálńı množiny však byly známy už o stolet́ı dř́ıve. V obdob́ı
kolem roku 1870 do oblasti zájmu matematiky pronikly spojité funkce, které
však neměly v žádném bodě derivaci. S prvńımi př́ıklady těchto funkćı přǐsli
Bernhard Riemann a Karl Weierstrass [Hyk01]. Křivky, které jsou grafickou
reprezentaćı těchto funkćı bez derivace, maj́ı fraktálńı strukturu [Gra03].

Roku 1904 představil švédský matematik Helge von Koch spojitou
křivku (známou jako Kochova hvězda), ke které ovšem nelze sestrojit tečnu
v žádném jej́ım bodě [Gra03]. Zde chci poukázat na souvislost se zmı́něnými
funkcemi bez derivace. Narozd́ıl od nich má Kochova hvězda velmi názornou
geometrickou interpretaci. Je vhodné poznamenat, že Kochova křivka dobře
ilustruje jednu z možných vlastnost́ı fratál̊u: přestože se jedná o

”
nekonečně

složitý útvar“ z hlediska diferencovanosti, vzniká opakováńım jednoduchých
krok̊u (viz obrázek 2.1 na straně 21). Položme si nyńı otázku, jak defi-
novat fraktál. Protože klasické úvahy o soběpodobnosti nepopisuj́ı všechny
fraktálńı útvary, je definice fraktálu poměrně fluidńı. Důležitým mezńıkem
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v definováńı fraktálńı struktury bylo zavedeńı Hausdorffovy, neboli fraktálńı
mı́ry roku 1918 německým matematikem a zakladatelem moderńı topologie
Felixem Hausdorffem [Hau18]. S touto mı́rou úzce souviśı pojem fraktálńı
dimenze, jej́ıž hodnota je pro většinu fraktál̊u ostře větš́ı než dimenze topo-
logická.

Záměrem této práce je srozumitelnou formou vysvětlit základy ma-
tematické teorie stoj́ıćı za pojmem fraktál.

Nejprve je třeba úvodu do teorie mı́ry. Na takto pevném podkladu
je následně možné vystavět teorii ozřejmuj́ıćı nutnost zavedeńı Hausdorffovy
mı́ry. Vysvětleny budou vlastnosti Hausdorffovy mı́ry a jej́ı užit́ı, k čemuž se
váže stěžejńı pojem Hausdorffova dimenze.

Druhá část této práce se soustřed́ı na výpočty fraktálńıch dimenźı
známých fraktálńıch množin a mnou navrženého fraktálu.
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Kapitola 1

Mı́ra a jej́ı vlastnosti

V této kapitole se vydáme od intuitivńı představy mı́ry (tedy co bychom
chtěli, aby mı́ra splňovala) k formálńı definici, která obsáhne naše požadavky
na vlastnosti mı́ry a zároveň mı́ru jasně a přesně definuje.

1.1 Každodenńı mı́ry

V běžném životě často měř́ıme r̊uzné věci a je pro nás přirozené měřit např.
rozměry obrazu v jednotkách délky, ale objem vody na uvařeńı špaget v
jednotkách krychlových. Zkuśıme si koncept měřeńı zobecnit.

Definice 1.1.1. Zobrazeńım f množiny A do množiny B rozumı́me cokoli,
co každému prvku a ∈ A přǐrad́ı právě jeden prvek z B. Ten pak znač́ıme
f(a).

Představme si, že chceme měřit délku úsečky. Přilož́ıme prav́ıtko
a zjist́ıme, že délka úsečky je 2 cm. Shrňme si to; vstupńı hodnotou byla
úsečka a výstupem pak jej́ı délka v centimetrech. Můžeme tedy definovat
délku úsečky jako zobrazeńı, které každé úsečce přǐrad́ı jej́ı délku v centime-
trech. Zde je množinou A množina všech úseček a množinou B je množina
kladných reálných č́ısel.

Nyńı se zamysleme nad t́ım, co od měřeńı délky úsečky očekáváme.
Zřejmě předpokládáme, že spojeńım úseček r̊uzných délek vznikne úsečka o
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1.2. MÍRA KAPITOLA 1. MÍRA A JEJÍ VLASTNOSTI

délce rovné součtu délek p̊uvodńıch úseček. Daľśı předpoklad, který se nám
zdá samozřejmý, je požadavek, aby prázdná množina měla nulovou délku.

Pro přehlednost budeme zapisovat úsečky pomoćı interval̊u.
Představme si, že měřená úsečka lež́ı na č́ıselné ose a jej́ı krajńı body jsou
určeny č́ısly 1,41 a 3,14. Zaved’me zobrazeńı f , které každému uzavřenému
intervalu přǐrad́ı délku odpov́ıdaj́ıćı úsečky. Potom f(〈1, 41; 3, 14〉) = 1, 73
a obecně f(〈a; b〉) = b − a. Prvńı předpoklad tedy zaṕı̌seme f(〈a; b〉) =
f(〈a; r〉) + f(〈r; b〉) pro libovolné r ∈ 〈a; b〉. Druhý předpoklad lze zapsat
jako f(〈a; a〉) = 0.

Poznámka. V definici zobrazeńı f jsme mlčky předpokládali, že a ≤ b.
Rozš́ı̌ŕıme-li však definici o f(〈a; b〉) = b − a i pro a > b (tzn. hodnota f
bude záporná), je zápis prvńıho předpokladu platný pro libovolné reálné r 1.

Naše zobrazeńı délka zřejmě dokáže měřit (tj. přǐradit měřené
množině kladné reálné č́ıslo) jakoukoli konečnou křivku. Pokud však zob-
raźıme množinu 10 bod̊u zakreslených na paṕı̌re, hodnota délky bude 0.
Naopak bude-li vstupem čtverec o straně 2 cm, výstupńı hodnota nep̊ujde
vyjádřit žádným reálným č́ıslem; můžeme ji značit symbolem∞. Tyto vlast-
nosti jsou inspiraćı pro zavedeńı Hausdorffovy dimenze,
k čemuž se dostaneme v kapitole 3.

1.2 Mı́ra

Definice 1.2.1. Zobrazeńı µ : P (X)2 7→ 〈0;∞〉 nazveme mı́rou na množině
X, pokud

(i) µ(∅) = 0

(ii) µ(A) ≤
∑∞

k=1 µ(Ak), kdykoli A ⊆ ∪∞k=1Ak (σ-subaditivita).

Poznámka. Značeńım 〈0;∞〉 mysĺıme zleva uzavřený interval 〈0;∞) sjedno-
cený s {∞}. Symbol ∞ je v teorii mı́ry dodefinován pro množiny, jejichž
mı́ra je větš́ı než jakékoli reálné č́ıslo.

Poznámka. Ve většině text̊u je tato mı́ra nazývána vněǰśı mı́rou, pojmem
mı́ra se pak mysĺı µ omezená pouze na µ-měřitelné množiny. K propojeńı

1toto zobrazeńı už však nebude mı́rou - viz definice 1.2.1
2P (X) je potenčńı množina neboli množina všech podmnožin množiny X
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1.2. MÍRA KAPITOLA 1. MÍRA A JEJÍ VLASTNOSTI

této mı́ry a vněǰśı mı́ry se dostaneme za chv́ıli, pro začátek mi přijde srozu-
mitelněǰśı zač́ıt vněǰśı mı́rou.

Poznámka. Ze subaditivity plyne, že µ(A) ≤ µ(B), kdykoli A ⊆ B.

Abychom završili intuitivńı úvod do teorie mı́ry, zbývá rozebrat
definici mı́ry na př́ıkladu délky. Množinou X je zde množina reálných č́ısel,
vizuálně č́ıselná osa, potenčńı množinu P (X) (množina podmnožin X) tvoř́ı
podmnožiny reálných č́ısel. Je vidno, že zdaleka ne všem podmnožinám lze
přǐradit délku intervalu. Podmı́nka (i) je zřejmá, podmı́nka (ii) ř́ıká, že délka
intervalu je vždy menš́ı nebo rovna součtu délek interval̊u, které dohromady
daný interval pokrývaj́ı. To je zobecněńı požadavku, aby součet délek úseček
byl roven délce úsečky vzniklé spojeńım p̊uvodńıch.

Několikrát byl zmı́něn pojem měřitelnost. Lidově řečeno to zna-
mená, zda je pomoćı dané množiny možné měřit jiné množiny, jak vyplývá
z definice ńıže. Zaj́ımavé připodobněńı je také toto:

”
µ-měřitelná množina je

n̊už, který rozř́ızne každou množinu aditivně“[Net16].

Definice 1.2.2. Necht’ µ je mı́ra na množině X. Množinu A ⊂ X nazveme
µ-měřitelnou, jestliže pro každou množinu B ⊂ X plat́ı:

µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A)

Poznámka. Všimněme si, že množina A je µ-měřitelná, právě tehdy když je
µ-měřitelná i množina X \ A.

Měřitelné množiny maj́ı některé pěkné vlastnosti. Např́ıklad
měřitelnost je uzavřená na spočetná sjednoceńı i spočetné pr̊uniky.

Věta 1.2.1 (Vlastnosti měřitelných množin). Necht’ {Ak}∞k=1 je posloupnost
µ-měřitelných množin.

1. Sjednoceńı ∪∞k=1Ak a pr̊unik ∩∞k=1Ak jsou µ-měřitelné.

2. Pokud jsou množiny {Ak}∞k=1 disjunktńı, tak

µ

(
∞⋃
k=1

Ak

)
=
∞∑
k=1

µ(Ak)

D̊ukaz. 1. Nejprve ukážeme, že sjednoceńı dvou µ-měřitelných množin je
µ-měřitelné. Muśıme tedy ukázat rovnost

µ(B) = µ(B ∩ (A1 ∪ A2)) + µ(B \ (A1 ∪ A2))

11



1.2. MÍRA KAPITOLA 1. MÍRA A JEJÍ VLASTNOSTI

kde B je libovolná (tzv. testovaćı) podmnožina X a A1, A2 jsou µ-
měřitelné množiny z posloupnosti {Ak}∞k=1. Ze σ-subaditivity
(podmı́nky (ii) v definici 1.2.1) plyne nerovnost

µ(B) ≤ µ(B ∩ (A1 ∪ A2)) + µ(B \ (A1 ∪ A2))

takže stač́ı dokázat nerovnost opačnou.

µ(B) =

= µ(B ∩ A1) + µ(B \ A1)

= µ(B ∩ A1) + µ((B \ A1) ∩ A2) + µ((B \ A1) \ A2)

≥ µ(B ∩ (A1 ∪ A2)) + µ(B \ (A1 ∪ A2))

V úpravě jsme využili postupně µ-měřitelnosti množin A1 a A2 a toho,
že B ∩ (A1 ∪A2) ⊆ (B ∩A1)∪ ((B \A1)∩A2), což d́ıky σ-subaditivitě
dává nerovnost v posledńım řádku.

Poznámka. Jak již bylo uvedeno, źıskaná nerovnost je postačuj́ıćı, ne-
bot’ opačná nerovnost plyne ze σ-subaditivity. Ovšem mohli bychom
rovnou odvodit rovnost, např. takto

µ(B ∩ A1) + µ((B \ A1) ∩ A2) =

= µ((B ∩ (A1 ∪ A2)) ∩ A1) + µ((B ∩ (A1 ∪ A2)) \ A1)

= µ(B ∩ (A1 ∪ A2)).

Pro lepš́ı představu o sjednoceńıch a pr̊unićıch množin pomůže načrtnout
si Venn̊uv diagram.

Celkově dostáváme, že pokud jsou A1, A2 µ-měřitelné množiny, je µ-
měřitelné i sjednoceńı A1 ∪ A2. Z matematické indukce pak plyne, že
sjednoceńı konečného počtu µ-měřitelných množin je µ-měřitelné.

2. Zaj́ımavým zp̊usobem ukážeme, že i pr̊unik konečně mnoha
µ-měřitelných množin je µ-měřitelný. A sice tak, že převedeme př́ıpad
pr̊uniku na př́ıpady, které již máme dokázané, totiž že množina je
µ-měřitelná, jen pokud je µ-měřitelný i jej́ı doplněk, a že sjednoceńı
µ-měřitelných množin je µ-měřitelné. Vyjděme z rovnosti množin

X \ (A1 ∩ A2) = (X \ A1) ∪ (X \ A2)

Jelikož oba doplňkyX\A1,X\A2 jsou µ-měřitelné, je i jejich sjednoceńı
µ-měřitelné. To je ale rovno doplňku X \ (A1 ∩A2) množiny (A1 ∩A2),
která je tud́ıž také µ-měřitelná, což jsme chtěli ukázat. Proto je pr̊unik
konečně mnoha µ-měřitelných množin µ-měřitelný.

Pro rozš́ı̌reńı µ-měřitelnosti na spočetná sjednoceńı potřebujeme
následuj́ıćı lemma.
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1.2. MÍRA KAPITOLA 1. MÍRA A JEJÍ VLASTNOSTI

Lemma 1.2.2. Necht’ {Ak}∞k=1 je posloupnost podmnožin množiny X.

Definujme Bk = Ak \
⋃k−1
j=1 Aj. Množinu Bk si lze představit laicky jako

to, co zbyde z Ak po odebráńı všech předchoźıch množin v posloupnosti.
D̊usledkem je, že množiny Bk jsou po dvou disjunktńı
a
⋃∞
k=1Bk =

⋃∞
k=1Ak. Snadno nahlédneme rovnost

Bk = (Ack ∪
⋃k−1
j=1 Aj)

c, kde M c znač́ı doplněk X \M .

3. Dı́ky lemmatu 1.2.2 lze z posloupnosti µ-měřitelných množin, o kterých
nic v́ıc nepředpokládáme, vyrobit posloupnost po dvou disjunktńıch
množin pouze použit́ım konečného sjednoceńı a doplňku. Uzavřenost
µ-měřitelnosti na konečná sjednoceńı a doplněk jsme však již dokázali,
takže nic nebráńı vytvořeńı posloupnosti µ-měřitelných disjunktńıch
množin. To se brzy bude hodit, nebot’ pro disjunktńı množiny dokážeme
uzavřenost µ-měřitelnosti na spočetná sjednoceńı - a podle lemmatu
1.2.2 nahrad́ıme sjednoceńı disjunktńıch množin sjednoceńım množin
ne nutně disjunktńıch.

Necht’ tedy {Bn}∞n=1 je posloupnost po dvou disjunktńıch µ-měřitelných
množin a C0 = ∅, Cj =

⋃j
n=1Bn, B =

⋃∞
n=1Bn. Necht’ E ⊂ X je

libovolná (tzv. testovaćı) množina. Pǐsme

µ(E ∩ Cj) =

= µ((E ∩ Cj) ∩Bj) + µ((E ∩ Cj) \Bj) =

= µ(E ∩Bj) + µ(E ∩ Cj−1).

Poznámka. Uvědomme si, že pro platnost rovnosti (E ∩ Cj) \ Bj =
E ∩ Cj−1 je nezbytná podmı́nka disjunktnosti. Bez toho bychom se v
d̊ukazu dál nedostali. Ted’ se konečně ozřejmila nutnost lemmatu 1.2.2.

Podobně bychom pokračovali pro Cj−1 atd. Indukćı tedy dostaneme
rovnost

µ(E ∩ Cj) =

j∑
n=1

µ(E ∩Bn)

Z µ-měřitelnosti Cj a z (E \Cj) ⊃ (E \B) ( nebot’ Cj ⊂ B) dostaneme

µ(E) = µ(E ∩ Cj) + µ(E \ Cj) ≥
j∑

n=1

µ(E ∩Bn) + µ(E \B)

13
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Využijeme σ-subaditivity a pro j →∞ dostáváme

µ(E) ≥
∞∑
n=1

µ(E ∩Bn) + µ(E \B)

≥ µ(
∞⋃
n=1

(E ∩Bn)) + µ(E \B)

= µ(E ∩B) + µ(E \B) ≥ µ(E).

(1.1)

Poznámka. Použili jsme množinovou rovnost
⋃∞
n=1(E ∩ Bn) = E ∩ B,

která je d̊usledkem zřejmé rovnosti A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)
(distributivita sjednoceńı a pr̊uniku).

Důsledkem je vztah µ(E) ≥ µ(E), avšak je jasné, že nastává rovnost.
Protože jsou znaménka ≥ v 1.1 obkĺıčena znaménky =, muśı i mı́sto
nich nastat rovnost, aby celková rovnost platila.

Z toho pak
µ(E) = µ(E ∩B) + µ(E \B)

tedy množina B =
⋃∞
n=1Bn je µ-měřitelná, což jsme chtěli dokázat.

Dokázali jsme, že spočetná sjednoceńı µ-měřitelných disjunktńıch
množin jsou µ-měřitelná, a d́ıky lemmatu 1.2.2 jsou všechna spočetná
sjednoceńı µ-měřitelných množin µ-měřitelná.

4. Stejné tvrzeńı o spočetných pr̊unićıch dokážeme opět trikově, analo-
gicky s d̊ukazem µ-měřitelnosti konečných pr̊unik̊u µ-měřitelných
množin. Dı́ky množinové rovnosti

X \
∞⋂
k=1

Ak =
∞⋃
k=1

(X \ Ak)

kde spočetné sjednoceńı doplňk̊u µ-měřitelných množin, které je
z předchoźıho µ-měřitelné, je rovno doplňku spočetného pr̊uniku µ-
měřitelných množin, je tento doplněk µ-měřitelný, a tedy i samotný
spočetný pr̊unik je µ-měřitelný.

Dokázali jsme, že spočetná sjednoceńı a spočetné pr̊uniky
µ-měřitelných množin jsou µ-měřitelné, č́ımž je vlastnost 1. z věty 1.2.1
dokázána.

5. Nyńı dokážeme, že pro disjuntńı µ-měřitelné množiny
plat́ı µ(

⋃∞
k=1Ak) =

∑∞
k=1 µ(Ak). Navážeme na rovnici 1.1, ze které

14
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mimo předchoźıho d̊usledku vyplývá ještě rovnost

∞∑
n=1

µ(E ∩Bn) + µ(E \B) = µ(
∞⋃
n=1

(E ∩Bn)) + µ(E \B)

∞∑
n=1

µ(E ∩Bn) = µ(
∞⋃
n=1

(E ∩Bn))

Nahrad’me v posledńı rovnosti množinu E množinou B =
⋃∞
n=1Bn,

která je sjednoceńım po dvou disjunktńıch µ-měřitelných podmnožin
X. Dostáváme ∞∑

n=1

µ(Bn) = µ(
∞⋃
n=1

Bn) (1.2)

Vlastnosti 1.2 se ř́ıká σ-aditivita a ještě se s ńı setkáme. Důkaz věty
1.2.1 je t́ımto dokončen.

1.3 Prostor s mı́rou

V této části propoj́ıme naši známou (vněǰśı) mı́ru s pojmem, který je ve
většině publikaćı označován jako mı́ra. V rámci celé této práce nejsou znalosti
z této sekce nezbytné, avšak slouž́ı k lepš́ımu pochopeńı souvislost́ı
a k pozděǰśı orientaci v odborných publikaćıch.

Definujeme nové pojmy: σ-algebra, měřitelný prostor a prostor s
mı́rou.

Definice 1.3.1 (σ-algebra). Necht’ X je množina a P (X) jej́ı potenčńı mno-
žina (množina všech podmnožin X). Pak systém podmnožin A ⊂ P (X)
zvěme σ-algebrou, pokud plat́ı

1. ∅ ∈ A

2. Jestliže A ∈ A, pak také Ac ∈ A

3. Pro každou posloupnost {An}∞n=1 množin z A plat́ı, že
⋃∞
n=1An ∈ A

15
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Ř́ıkáme, že A je σ-algebrou na X, neboli že dvojice (X,A) tvoř́ı
měřitelný prostor.

Pro σ-algebru plat́ı, že je uzavřená vzhledem ke spočetným sjed-
noceńım, spočetným pr̊unik̊um a k rozd́ılu množin. V definici se přitom
mluv́ı pouze o uzavřenosti na doplněk a spočetná sjednoceńı. Odvod́ıme,
že podmı́nky 1., 2. a 3. jsou podmı́nkami nutnými, avšak postačuj́ıćımi.

V části 1.2 jsme se setkali s rovnost́ı

X \
∞⋂
k=1

Ak =
∞⋃
k=1

(X \ Ak)

která propojuje sjednoceńı a pr̊unik. Vid́ıme, že doplněk spočetného pr̊uniku
množin z A je roven spočetnému sjednoceńı množin z A, a tedy taktéž patř́ı
do A. A protože A je uzavřená vzhledem k doplňk̊um, je i

⋂∞
k=1Ak v A,

takže A je uzavřená i vzhledem ke spočetným (tedy i konečným) pr̊unik̊um.
Uzavřenost vzhledem k rozd́ılu množin vyplývá ze vztahu

A \B = A ∩Bc.

Zbývá konečně zadefinovat mı́ru, jak je běžně nazývána.

Definice 1.3.2 (Mı́ra (nejčastěji)). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor. Zob-
razeńı µ : A 7→ (0;∞) nazýváme mı́ra, jestliže

1. µ(∅) = 0

2. Je-li {An}∞n=1 posloupnost po dvou disjunktńıch množin z A, pak

µ(
∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An)

(σ-aditivita)

Trojici (X,A, µ) nazýváme prostor s mı́rou. Mı́ra tedy narozd́ıl
od vněǰśı mı́ry muśı být definována na nějakém měřitelném prostoru, kterým
je σ-algebra na nějaké množině. Označeńı měřitelný prostor neńı v̊ubec
náhodné, nebot’ všechny množiny v σ-algebře jsou µ-měřitelné.

Tvrzeńı 1.3.1. Všechny podmnožiny X tvoř́ıćı σ-algebru A jsou
µ-měřitelné, přičemž µ je mı́ra definovaná na (X,A).
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D̊ukaz. Mějme libovolnou množinu A ∈ A a libovolnou testovaćı množinu
B ∈ A. Vlastnost 2. v definici 1.3.2 zřejmě implikuje platnost stejného
vztahu i pro konečná sjednoceńı po dvou disjunktńıch množin (můžeme zvolit
všechny zbývaj́ıćı množiny v posloupnosti {An}∞n=1 prázdné).

µ(

j⋃
n=1

An) =

j∑
n=1

µ(An) (1.3)

Sestrojme tedy množiny B ∩ A a B \ A, které jistě lež́ı v A. Zřejmě maj́ı
prázdný pr̊unik, tedy jsou disjunktńı. Proto můžeme podle rovnosti 1.3 psát

µ(B) = µ((B ∩ A) ∪ (B \ A)) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A),

č́ımž jsme ukázali, že libovolná A ∈ A je µ-měřitelná, tedy všechny množiny
σ-algebry jsou µ-měřitelné.

Můžeme si položit opačnou otázku, totiž zda pro (vněǰśı) mı́ru µ na
X plat́ı, že všechny µ-měřitelné množiny tvoř́ı σ-algebru.

Tvrzeńı 1.3.2. Necht’ µ je (vněǰśı) mı́ra na X a S je množina všech
µ-měřitelných množin. Pak S je σ-algebra na X.

D̊ukaz. Ověř́ıme vlastnosti σ-algebry. S je podmnožinou P (X), nebot’ mı́ra
µ je definována na X. Dále prázdná množina ∅ je µ-měřitelná, protože pro
všechny B ⊂ X plat́ı µ(B) = 0 + µ(B) = µ(B ∩ ∅) + µ(B \ ∅), takže ∅ ∈ S.
Dále je-li A ∈ S, je A µ-měřitelná, a tedy µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A) =
µ(B \ Ac) + µ(B ∩ Ac), takže i Ac ∈ S.

Zbývá dokázat uzavřenost S vzhledem ke spočetným sjednoceńım.
To ale znamená ukázat, že sjednoceńı spočetně mnoha µ-měřitelných množin
je µ-měřitelné, což ř́ıká již dokázaná věta 1.2.1. Tedy S je skutečně σ-algebra.

Vněǰśı mı́ra µ se na S stává mı́rou, nebot’ vlastnost 2. z definice
1.3.2 jsme již dokázali ve větě 1.2.1 a vlastnost 1. je zřejmá.

T́ım je završeno propojeńı vněǰśı mı́ry a mı́ry. Závěrem je, že
omeźıme-li (vněǰśı) mı́ru µ pouze na množinu měřitelných podmnožin X, je
tato zúžená (vněǰśı) mı́ra mı́rou v běžném slova smyslu, tzn. zúžená mı́ra a
množina měřitelných podmnožin X tvoř́ı prostor s mı́rou
(zapisujeme (X,S, µ|S)).

Úmluva. V daľśıch částech tohoto textu budeme z praktických d̊uvod̊u už́ıvat
názvu mı́ra pro vněǰśı mı́ru.
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1.4 Př́ıklady měr

Śıla d̊ukaz̊u vlastnost́ı mı́ry a µ-měřitelných množin tkv́ı v jejich obecnosti.
V d̊ukazech jsme vycházeli pouze z uvedených předpoklad̊u, a proto lze
dokázané vlastnosti aplikovat na úplně libovolný matematický objekt
splňuj́ıćı dané podmı́nky. Abstraktńı př́ıstup nejenže šetř́ı práci s dokazová-
ńım stejné vlastnosti v mnoha specifických př́ıpadech, ale umožňuje vyslovit
dokázaná tvrzeńı i o ještě nemyšlených objektech.

V našem př́ıpadě to pak znamená, že at’ si vymysĺıme sebezběsileǰśı
zobrazeńı, které však bude splňovat definici mı́ry, budou pro něj všechny
dokázané vlastnosti mı́ry platit.

Pro ilustraci uvedeme některé známé př́ıklady měr [Mal16] [Net16].

1. Poč́ıtaćı mı́ra na N přǐrad́ı každé podmnožině N počet jej́ıch prvk̊u.

µp({1; 2; 3; 5; 8}) = 5 µp(n ∈ N|n = 2k, k ∈ N) =∞

2. Pravděpodobnostńı mı́ra je mı́ra P , jej́ımž oborem hodnot je 〈0; 1〉.
Pravděpodobnostńı prostor Ω je množinou všech elementárńıch jev̊u
(výsledk̊u), které mohou nastat. V teorii pravděpodobnosti se
podmnožiny Ω nazývaj́ı jevy a pravděpodobnostńı mı́ra jim přǐrazuje
pravděpodobnost, s jakou nastanou [Roz18]. Všimněme si, že
s pravděpodobnost́ı zacháźıme intuitivně jako s mı́rou, např. pravděpo-
dobnost, že na kostce padne 1 nebo 2, poč́ıtáme jako součet P (1)+P (2)
3.

3. Hausdorffova mı́ra slouž́ı k měřeńı objekt̊u (množin) v n-rozměrném
prostoru. Kterou vlastnost objektu zrovna měř́ıme, záviśı na dimenzi
Hausdorffovy mı́ry, tato mı́ra je tedy zobecněńım poč́ıtaćı mı́ry, délky,
plochy i objemu. Nav́ıc s ńı jsme schopni měřit v topologických di-
menźıch neměřitelné fraktály. Hausdorffova mı́ra je kĺıčovým pojmem
této práce, a proto je j́ı věnována kapitola 3.

3Zájemc̊um doporučuji skvělý a srozumitelný seriál Matematického korespondenčńıho
semináře [Roz18]. Najdete ho na https://prase.cz/index.php nebo na odkazu v bibliografii.
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Kapitola 2

Fraktály

Ćılem této kapitoly je zprostředkovat rozvahu nad fraktálńımi množinami.
Začneme od našich představ fraktálu založených na zkušenosti a intuici a
pokuśıme se tyto představy zobecnit a zmatematizovat. Zamysĺıme se nad
měřeńım délky, plochy či objemu fraktál̊u, na což navážeme v následuj́ıćı
kapitole.

Namı́sto uvedeńı formálńı definice fraktálu bez potřebných prere-
kvizit se pokuśıme složit intuitivńı obrázek fraktálu.

2.1 Fraktálńı struktury v př́ırodě

Zdá se, že př́ıroda si fraktály velmi obĺıbila. Vyskytuj́ı se jak ve formě
soběpodobných útvar̊u, tak jako nesoběpodobné, nýbrž pouze fraktálně
složité a diferencované útvary.

Podstatnou odnož fraktál̊u tvoř́ı soběpodobné útvary, které vznikaj́ı
opakováńım stále stejné struktury na všech úrovńıch. To znamená, že drobný
výřez je jen zmenšeninou celého fraktálu, neboli že přibĺıžeńım fraktálu
źıskáme obraz celého fraktálu. Každá jeho část tak obsahuje informaci o
celku. Lze si to představit i tak, že kdybychom se náhodou ocitli na fraktálu,
nepoznali bychom, v jakém měř́ıtku se nacháźıme.

Princip soběpodobnosti je hojně využ́ıván v př́ırodě, což je z ekono-
mického hlediska velmi logické - k zakódováńı složitých struktur stač́ı malé
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množstv́ı informace. Př́ıkladem může být r̊užice květáku, sněhová vločka
nebo tvar blesku na obloze. V lidském těle se fraktálně větv́ı pr̊udušky a
pr̊udušinky plic, krevńı i lymfatické cévy, fraktálńı strukturu maj́ı játra, led-
viny i sliznice střev. Nesmı́me zapomenout ani na nervovou soustavu včetně
mozku. Zaj́ımavé je, že fraktálńı princip se objevuje nejen ve statických tva-
rech, ale i v pr̊uběhu biochemických děj̊u - na jedné straně imunitńı reakce a
množeńı bakteríı či š́ı̌reńı infekce na straně druhé [Kĺı15].

Pojem fraktál však nezahrnuje pouze soběpodobné útvary. Mysĺı se
j́ım jakékoli velmi složité, rozr̊uzněné a zakřivené tvary a plochy, takové, které
si i pod značným zvětšeńım zachovávaj́ı drsnou strukturu. Pobřežńı linie
Norska či Velké Británie i zčeřená mořská hladina vykazuj́ı znaky fraktálu
[San17].

Avšak žádná fraktálńı struktura v př́ırodě neńı geometricky doko-
nalá, nerozr̊uzňuje se donekonečna, jako je tomu u abstraktńıch fraktál̊u.
Fraktál je samozřejmě pouhým výplodem lidské mysli, ve viditelném světě se
nevyskytuje. Mnoho živých i neživých soustav však bezchybný fraktál dobře
napodobuje, a to je d̊uvodem, proč je zaj́ımavé fraktály zkoumat nejen pro
jejich matematickou krásu.

2.2 Matematické fraktály

2.2.1 Kochova hvězda

Jedńım z nejznáměǰśıch fraktál̊u je Kochova křivka. Vzniká iteraćı (opa-
kováńım) tohoto kroku:

1. Vezměme úsečku a rozdělme ji na třetiny.

2. Nad prostředńı třetinou vztyčme rovnostranný trojúhelńık.

3. Umažme základnu trojúhelńıka (prostředńı třetinu úsečky).

Tento postup nyńı opakujeme na všech nově vzniklých úsečkách. Složeńım
tř́ı Kochových křivek v rovnostranný trojúhelńık vzniká Kochova hvězda.

Kochova hvězda je typickým př́ıkladem soběpodobného fraktálu.
Proto se s ńı snadno poč́ıtá.
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Obrázek 2.1: Výchoźı trojúhelńık a prvńı tři iterace Kochovy hvězdy

Ze zvláštńı vlastnosti nekonečného opakováńı stejného vzorce a v
podstatě nekonečného zakřivováńı můžeme usuzovat na podobně zvláštńı
vlastnosti, co se měřeńı týče. Intuitivně, zkrátka protože je to křivka, zkuśıme
změřit jej́ı délku. Odvod́ıme vzorec pro délku n-té iterace, označme ji dn.
Jednotkou délky je zde strana p̊uvodńıho trojúhelńıku.

� d0 = 3 · 1

� d1 = 3 · 4 · 1
3

� d2 = 3 · 42 · (1
3
)2

� d3 = 3 · 43 · (1
3
)3

· · ·

� dn = 3 · 4n · (1
3
)n

Pro n→∞ je skutečná délka obvodu Kochovy hvězdy rovna

3 · lim
n→∞

(4

3

)n
.

Jelikož však 4
3
≥ 1, je délka obvodu Kochovy hvězdy větš́ı než kterékoli

reálné č́ıslo, v teorii mı́ry použ́ıváme symbol ∞. Délku Kochovy křivky tedy
můžeme považovat za nekonečnou. Na druhou stranu nyńı postrádá smysl
poč́ıtat obsah či objem této křivky, nebot’ je nejsṕı̌s nulový.

Kochovu křivku jsme definovali pomoćı iterace určitého kroku.
Obráceným zp̊usobem tvorby opět soběpodobného fraktálu je rekurze, která
neńı nič́ım jiným, než tzv. vnořováńım objektu do sebe sama.

21
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2.2.2 Sierpińského trojúhelńık

Tento známý fraktálńı obrazec, někdy nazývaný Sierpińského koberec, je de-
finován takto:

1. Mějme plný rovnostranný trojúhelńık.

2. Vyjměme z něj menš́ı trojúhelńık určený středńımi př́ıčkami p̊uvodńıho
trojúhelńıka.

3. Ve všech nově vzniklých plných trojúhelńıćıch proved’me stejnou akci
a tento krok opakujme.

Obrázek 2.2: Výchoźı trojúhelńık a tři rekurze Sierpińského trojúhelńıka

Narozd́ıl od Kochovy křivky, která se neustále plošně rozr̊ustá,
p̊uvodně plošný trojúhelńık postupně miźı. Proto se nab́ıźı otázka obsahu
Sierpińského trojúhelńıka. Necht’ Sn znač́ı obsah n-tého rekurzivńıho vykres-
leńı a jednotkou obsahu je obsah p̊uvodńıho trojúhelńıka.

� S0 = 1

� S1 = 1− 1
4

� S2 = S1 − 3 · 1
3
· 1
4
· S1

� S3 = S2 − 32 · (1
3
)2 · 1

4
S2

Ze zápisu je patrný postup: Z předcházej́ıćı rekurze odstrańıme z každého
plného trojúhelńıka menš́ı trojúhelńık o čtvrtečńım obsahu - celkově pro k
plných trojúhelńık̊u v dané rekurzi odstrańıme k-krát obsah čtvrtiny z k-
tiny obsahu dané rekurze Sierpińského trojúhelńıku. Úpravou dostaneme, že
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odstrańıme celkem k k-tin čtvrtin obsahu dané rekurze Sierpińského
trojúhelńıka, rekurzivńı vzorec 1 tedy můžeme zjednodušit na

Sn = Sn−1 −
1

4
Sn−1 =

3

4
Sn−1.

Z tohoto rekurzivńıho předpisu už snadno urč́ıme vzorec pro n-tý člen:

Sn =
(3

4

)n
Zat́ımco se n bĺıž́ı k nekonečnu, obsah Sierpińského trojúhelńıka se
limitně bĺıž́ı nule. Perfektńı Sierpińského trojúhelńık má tedy nulový obsah.
Přejděme tedy o dimenzi ńıže; jakou má délku?

Zdá se to irelevantńı, poč́ıtat délku zdánlivě plošného útvaru.
Každopádně je třeba nejdř́ıv naj́ıt křivku, která celý Sierpińského trojúhelńık
vykresĺı, a poté vypoč́ıtat délku té křivky. Taková křivka existuje a pracovně
j́ı budeme ř́ıkat Sierpińského křivka 2, přestože je pouhou analogíı křivky
zvané Sierpińského, která mı́sto trojúhelńıku vyplňuje čtverec. Vzniká iteraćı
podobně jako Kochova křivka, postup je následuj́ıćı:

1. Mějme rovnou úsečku.

2. Nahrad’me ji lomenou čarou opisuj́ıćı obvod poloviny pravidelného
šestiúhelńıku, a to podle orientace úsečky; prostředńı část nahradivš́ı
lomené čáry bude rovnoběžná s nahrazenou úsečkou. Dále plat́ı:

(a) Směřuje-li úsečka severovýchodně, bude nahrazena lomenou čarou
vypouklou směrem šikmo dol̊u.

(b) Je-li úsečka vodorovná, bude nahrazena lomenou čarou vypouklou
nahoru.

(c) Směřuje-li úsečka jihovýchodně, bude nahrazena lomenou čarou
vypouklou směrem šikmo dol̊u.

3. S nově vzniklými úsečkami opakujme předchoźı kroky.

Pro představu pomůže obrázek.

1definovaný pomoćı předchoźı členu
2v angličtině pod názvem Sierpiński arrowhead curve

23
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Obrázek 2.3: Prvńıch 6 iteraćı
”
Sierpińského křivky“

Obrázek 2.4:
”
Sierpińského křivka“ 7. řádu
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Proces tvorby této křivky si můžeme představit ještě jinak: stávaj́ıćı
křivku zmenš́ıme na 1

2
a přesuneme ji do horńı poloviny obrazu. Poté ji

za pravý a levý dolńı roh
”
rozbaĺıme“ směrem dol̊u, neboli zobraźıme ji v

otočeńı o 120◦ se středem v pravém dolńım rohu a o 240◦ se středem v
levém dolńım rohu, jak je vyobrazeno ńıže. Tato křivka je v limitě totožná

Obrázek 2.5: Alternativńı pohled na tvorbu
”
Sierpińského křivky“

s Sierpińského trojúhelńıkem. Důkaz tohoto tvrzeńı však značně přesahuje
odbornost této práce. Všimněme si však, že se křivka zdá být odpuzována
b́ılými trojúhelńıky, které jsme před chv́ıĺı vyj́ımali v rekurźıch Sierpińského
trojúheńıku. Fakt, že křivka nikdy nezasáhne do prázdných trojúhelńık̊u,
jehož d̊ukaz zde pomineme, si lze představit pomoćı výše popsaného

”
rozba-

lováńı“ křivky.

Jaká by byla délka této křivky? Poč́ıtejme; v každém kroku se křivka
prodlouž́ı o polovinu své délky, pro n-tou iteraci tedy dostáváme délku (3

2
)n,

což se limitně bĺıž́ı nekonečnu.

Přitom Sierpińského trojúhelńık neńı nekonečně rozsáhlý, aby jej
nějak nešlo změřit. Pot́ıž je v tom, že jsme dosavadně měřili pouze délku
a obsah, což jsou mı́ry v celoč́ıselných dimenźıch. Můžeme si představit, že
se Sierpińského trojúhelńık skládá z určitého materiálu či hmoty, u které
však nemůžeme určit konečnou délku ani nenulový obsah, avšak můžeme
spoč́ıtat jakousi analogii délky a obsahu, mı́ru, která je vlastńı útvaru o di-
menzi Sierpińského trojúhelńıka.
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Kapitola 3

Hausdorffova dimenze

Zásadńı koncept v teorii mı́ry uvedl roku 1918 německý matematik Felix
Hausdorff ve své publikaci Dimension und äußeres Maß [Hau18]. Definoval
s-rozměrnou Hausdorffovu mı́ru, která je vněǰśı mı́rou na metrickém prostoru
(pro naše účely budeme pracovat s podmnožinami Rn) a zobecňuje pojem
délky, plochy i s-rozměrného objemu, avšak s v̊ubec nemuśı být přirozené
č́ıslo.

Touto stěžejńı kapitolou nás budou provázet pojmy Hausdorffova
mı́ra a Hausdorffova dimenze.

3.1 Prerekvizity

Definice Hausdorffovy mı́ry může na prvńı pohled p̊usobit děsivě. Proto
nejprve vysvětĺıme všechny potřebné pojmy a části definice, a s pojmem
Hausdorffova mı́ra se potom setkáme jako se starou známou.

3.1.1 Relace uspořádáńı

Relaci na množině chápeme jako nějaký vztah či podmı́nku, která se týká
dvou prvk̊u množiny a je pro ně bud’ pravdivá, nebo nepravdivá. Př́ıkladem
mohou být relace na celých č́ıslech; relace větš́ı než, rovná se nebo je
dělitelem. Uvědomme si, že může záležet na pořad́ı prvk̊u v relaci. Mezi
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relace týkaj́ıćı se množin patř́ı např. relace je podmnožinou.

Definice 3.1.1. Uspořádáńı je relace R (na nějaké množině X), která je:

1. reflexivńı; ∀x ∈ X : xRx, tedy každý prvek množiny je v relaci sám se
sebou

2. tranzitivńı; ∀x, y, z ∈ X : xRy ∧ yRz ⇒ xRz, neboli pokud jsou je x v
relaci s y, které je v relaci se z, je nutně x v relaci se z.

3. antisymetrická; ∀x, y ∈ X : xRy ∧ yRx ⇒ x = y, tzn. je-li možné
prohodit pořad́ı prvk̊u v relaci, pak se prvky nutně rovnaj́ı.

Poznámka. Všimněme si, že tranzitivita i antisymetrie pracuj́ı s implikaćı;
d̊usledek muśı být pravdivý, jen pokud je splněna předchoźı podmı́nka (pro
tranzitivitu je to xRy ∧ yRz). Pokud tato podmı́nka neplat́ı, je úplně jedno,
zda závěr plat́ı či ne (v př́ıpadě tranzitivity zda plat́ı xRz).

Dále poznamenejme, že v definici uspořádáńı neńı zmı́něno, že by
všechny prvky musely být porovnatelné, tedy že by pro každé dva prvky x, y
platilo xRy nebo yRx (nebo oboj́ı).

Definice 3.1.2. Množinu, na které je definováno uspořádáńı, nazvěme
uspořádanou. Pokud jsou nav́ıc každé dva prvky množiny porovnatelné,
nazývá se úplně uspořádaná.

Poznámka. Někdy se pro rozlǐseńı použ́ıvá označeńı částečně uspořádaná
množina pro uspořádanou množinu.

Př́ıklad 3.1.3. I Relace ≤ je uspořádáńım na množině R. Množina
reálných č́ısel je úplně uspořádaná.

I Relace ⊂ je uspořádáńım na množině P (N) podmnožin množiny
přirozených č́ısel. Potenčńı množina P (X) je jen částečně uspořádaná,
protože např. neplat́ı ani {2, 5, 8} ⊂ {3, 42, 1024}, ani {3, 42, 1024} ⊂
{2, 5, 8}, tedy ne všechny podmnožiny jsou porovnatelné.

Zaměřme se nyńı na množinu reálných č́ısel R, nebot’ následuj́ıćı
pojmy potřebujeme mı́t definované právě na ńı.

Definice 3.1.4. Mějme uspořádáńı ≤ na R. Neprázdná podmnožina
A ⊂ R je zdola omezená, pokud existuje k ∈ R takové, že pro všechna a ∈ A
plat́ı k ≤ a. Prvek k pak nazýváme dolńı mez množiny A.
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Poznámka. Zde je d̊uležité, že množina A je neprázdná. O prvćıch prázdné
množiny bychom totiž mohli vyslovit cokoli.

Poznámka. Dolńıch meźı může být dle definice nekonečně mnoho.

Definice 3.1.5. Necht’ A ⊂ R a ≤ je uspořádáńı na R. Prvek x ∈ A je
minimálńım prvkem množiny A, pokud pro ∀a ∈ A : x ≤ a.

Poznámka. Tato množina je pak zřejmě zdola omezená a x je jednou z jej́ıch
dolńıch meźı.

Kupř́ıkladu minimálńım prvkem množiny přirozených č́ısel je
č́ıslo 1. Nemuśıme však chodit daleko, abychom zjistili, že ne všechny zdola
omezené množiny maj́ı minimálńı prvek. Vezměme množinu kladných
reálných č́ısel R+. Zjevně je zdola omezená, dolńı meźı je např. −4. Má však
minimálńı prvek?

Tvrzeńı 3.1.1. Množina kladných reálných č́ısel R+ = {x ∈ R|x > 0} nemá
minimum.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že existuje prvek r ∈ R+ takový, že pro
všechna x ∈ R+ plat́ı: jestliže x ≤ r, tak x = r. Pak ale existuje prvek r

2
∈ R+,

který je ostře menš́ı než r, což je spor s předpokladem, že r je minimum.
Minimálńı prvek množiny kladných reálných č́ısel tedy neexistuje.

Podobně bychom ukázali, že žádný otevřený interval reálných č́ısel
nemá minimum. Proto se zavád́ı následuj́ıćı pojem.

Definice 3.1.6. Mějme zdola omezenou podmnožinu A ⊂ R. Pokud pro jej́ı
dolńı mez λ ∈ R plat́ı, že každá daľśı dolńı mez k ≤ λ, pak λ je nejvyšš́ı dolńı
mez neboli infimum množiny A. Znač́ıme inf A = λ.

Poznámka. Má-li množina minimum, je toto zároveň jej́ım infimem.

Tvrzeńı 3.1.2. Každá zdola omezená podmnožina A reálných č́ısel má infi-
mum.

D̊ukaz. Sestrojme λ = a0, a1a2... tak, že najdeme nejvyšš́ı celé č́ıslo a0, které
je dolńı meźı A, následně nejvyšš́ı č́ıslo od 0 do 9 takové, že a0, a1 je dolńı meźı
A a analogicky pro daľśı ak. Kv̊uli zp̊usobu sestrojeńı je λ zřejmě dolńı meźı.
Pokud existuje dolńı mez k > λ, pak k−λ > 0, a tedy 1 k−λ > 10−n > 0 pro

1podle podmı́nky známé jako Archimédova vlastnost
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nějaké n ∈ N. To znamená, že můžeme an zvýšit o 1, anebo pokud an = 9,
můžeme zvýšit o 1 některé předchoźı am < 9. Což je spor s definićı λ. Tedy
λ je nejvyšš́ı dolńı meźı, neboli infimem A.

Analogicky definujeme omezenost shora, maximálńı prvek množiny
a supremum (nejnižš́ı horńı mez) sup A.

3.1.2 Pr̊uměr množiny bod̊u

Pr̊uměrem v této souvislosti mysĺıme geometrický pr̊uměr, např. pr̊uměr
kružnice či koule. Definice pr̊uměru coby úsečky procházej́ıćı středem však
na méně pravidelná tělesa či útvary nestač́ı. Pro účely měřeńı nekulatých
těles v Rn dodefinujeme pr̊uměr jako nejdeľśı úsečku, jej́ıž koncové body lež́ı
na povrchu tělesa (analogicky na obvodu útvaru). To souhlaśı s naš́ı intuićı -
např. pr̊uměrem krychle bude jej́ı tělesová úhlopř́ıčka.

Tato
”
definice“ je však př́ılǐs volná, aby stačila na naše abstraktńı

pojet́ı množin v prostoru. Zaprvé, množiny mohou mı́t roztodivné tvary a
nemuśı být v̊ubec jasné, která úsečka je nejdeľśı. Zadruhé, abstraktńı množiny
bod̊u nemusej́ı být tak jasně uchopitelné jako známá tělesa, předevš́ım v̊ubec
nemusej́ı mı́t jasně ohraničený okraj, jedná-li se o tzv. otevřené množiny 2.
V neposledńı řadě ještě nev́ıme, co přesně mysĺıme pojmem vzdálenost a v
jakém prostoru se pohybujeme!

Pro účely této práce pouze lehce nast́ıńıme, jaké pozad́ı potřebujeme
pro přesnou definici pr̊uměru tělesa. Zobecněńım 3-rozměrného prostoru, ve
kterém žijeme, poč́ıtáme a měř́ıme pr̊uměry těles, je metrický prostor. Me-
trický prostor tvoř́ı množina spolu se zobrazeńım metrikou, která se chová
tak, jak bychom očekávali od funkce přǐrazuj́ıćı vzdálenost dvěma bod̊um v
dané množině. Metrika tedy splňuje některé intuitivńı podmı́nky: jej́ı hod-
noty (vzdálenosti) jsou nezáporné; vzdálenost od bodu A do bodu B je stejná
jako vzdálenost z B do A; pokud je vzdálenost dvou bod̊u nulová, jsou tyto
body totožné; a splňuje trojúhelńıkovou nerovnost [enc20c].

Prostor Rn je metrickým prostorem a s vlastnostmi jemu př́ıslušné
metriky pracujeme přirozeně, proto t́ımto ukonč́ıme exkurz do obecných met-
rických prostor̊u a budeme se věnovat známému n-rozměrnému prostoru Rn.

2analogie otevřených interval̊u
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Hodnotám euklidovské metriky v Rn budeme ř́ıkat vzdálenost a značit je
rovnými závorkami.

Definice 3.1.7. Necht’ M je množina bod̊u v prostoru Rn. Pr̊uměr množiny
M definujeme jako nejnižš́ı horńı mez vzdálenost́ı mezi body množiny M .
Zapisujeme:

diam(M) = sup{|XY |;X, Y ∈M}

Poznámka. Zde se hod́ı použ́ıt supremum, nebot’ d́ıky němu můžeme defino-
vat pr̊uměr i na otevřených množinách.

3.2 Hausdorffova mı́ra

Hausdorffova mı́ra umožňuje měřit velmi malé a geometricky složité
podmnožiny Rn. Je definovaná pomoćı pr̊uměr̊u vhodných pokryt́ı množiny.

Definice 3.2.1. Necht’ A ⊂ Rn, 0 ≤ s <∞ a 0 < δ ≤ ∞. Definujme

Hs
δ(A) = inf

{
∞∑
j=1

α(s)

(
diam Cj

2

)s
|A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diam Cj ≤ δ

}
,

kde

α(s) =
πs/2

Γ( s
2

+ 1)
.

Zde je Γ(s) =
∫∞
0
e−xxs−1dx, (0 < s <∞), známá gamma funkce.

Poznámka. Hs
δ můžeme nazvat Hausdorffovou

”
předmı́rou“3.

Vysvětleńı definice. Normalizačńı konstanta α(s) je použita, aby Hausdorf-
fova mı́ra odpov́ıdala obsahu 2-rozměrných útvar̊u a objemu v́ıcerozměrných
těles 4. Nestarejme se tedy nyńı o konstantu α(s), ale nahlédněme smysl
Hausdorffovy předmı́ry. Je to funkce, která pro danou množinu najde
všemožná pokryt́ı koulemi o pr̊uměru menš́ım nebo rovným δ a sečte jim
přisouzené

”
objemy“, které jsou definovány vzorcem α(s)

(diam Cj

2

)s
. Důležité

je, že pokrývaćıch tvar̊u může být nekonečně mnoho (spočetně). Funkce Hs
δ

poté z těchto součt̊u objemů vezme jejich infimum, tzn. bud’ nejmenš́ı součet,

3jedná se o pracovńı překlad anglického premeasure, jak je v některých cizojazyčných
publikaćıch označována

4přesněji, pokud n je přirozené č́ıslo, je α(n) rovno objemu (Lebesqueově vněǰśı mı́̌re)
n-rozměrné jednotkové koule
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nebo hodnotu, ke které se součty shora limitně bĺıž́ı (protože r̊uzných pokryt́ı
množiny A je mnoho a nemuśı existovat jedno dokonalé pokryt́ı, které doko-
nale obeṕıná množinu A 5).T́ım je dosaženo aproximace skutečného objemu
množiny s přesnost́ı danou velikost́ı δ.

Definice 3.2.2. Mějme A a s z definice 3.2.1 a definujme s-rozměrnou
Hausdorffovu mı́ru na Rn

Hs(A) = lim
δ→0
Hs
δ(A) = sup

δ>0
Hs
δ(A).

Poznámka. Zat́ımco se δ bĺıž́ı nule, zvyšuj́ı se nároky na pr̊uměr pokrývaćıch
množin, tj. jejich pr̊uměr muśı být menš́ı a menš́ı, č́ımž se omezuje počet
vhodných pokryt́ı, takže Hs

δ(A) se zmenšuj́ıćı se δ rozhodně neklesá, což
zd̊uvodňuje použit́ı suprema.

Věta 3.2.1. Hs je mı́ra (0 ≤ s <∞).

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že Hs
δ je mı́ra. Zřejmě se jedná o zobrazeńı z P (X)

do 〈0;∞〉, tzn. hodnoty Hs
δ jsou nezáporné. Dále chceme ukázat Hs

δ(∅) = 0.
Rozdělme to na př́ıpady s > 0 a s = 0. Pro s > 0 pokryjeme prázdnou
množinu kouĺı o jistém poloměru r > 0, který můžeme libovolně zmenšovat.
Potom Hs

δ(∅) = α(s)( r
2
)s, přičemž když r → 0, bĺıž́ı se r

2
k nule a 0s = 0, tedy

Hs
δ(∅) = 0. Jestliže s = 0, hod́ı se domluvit se, že velikost prázdné množiny

umocněná na 0 bude 0, tj. |∅|0 = 0.

Zbývá dokázat σ-subaditivitu Hs
δ. Z definice Hs

δ zřejmé, že pokud
A ⊂ ∪∞k=1Ak, je Hs

δ(A) ≤ Hs
δ(∪∞k=1Ak). Proto stač́ı dokázat, že pro posloup-

nost {Ak}∞k=1 podmnožin Rn plat́ı

Hs
δ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

Hs
δ(Ak). (3.1)

Pro každé Ak najděme množiny {Ck
j }∞j=1 takové, že ∀j ∈ N : diam Ck

j ≤ δ.
Potom množiny {Ck

j }∞j,k=1 pokrývaj́ı celé ∪∞k=1Ak. Proto

Hs
δ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

∞∑
j=1

α(s)
(diam Ck

j

2

)s
.

Vezmeme-li infima z obou stran nerovnice, dostaneme požadovanou
nerovnost 3.1.

5zde se nab́ıźı analogie s otevřenými intervaly reálných č́ısel
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Pro d̊ukaz, že Hs je mı́ra, použijeme nerovnost́ı

Hs
δ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

Hs
δ(Ak) ≤

∞∑
k=1

Hs(Ak),

kde Hs
δ(Ak) ≤ Hs(Ak) vyplývá z poznámky u definice 3.2.2. Necháme δ → 0

a dostaneme

Hs
( ∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

Hs(Ak).

Zbývaj́ıćı vlastnosti mı́ry vyplývaj́ı pro Hs z již dokázaných vlastnost́ı Hs
δ.

Věta 3.2.2. Necht’ A ⊂ Rn a 0 ≤ s < t <∞. Plat́ı

1. Pokud Hs(A) <∞, tak Ht(A) = 0.

2. Pokud Ht(A) > 0, tak Hs(A) =∞.

D̊ukaz. Všimněme si, že 2. implikace automaticky vyplývá z 1. Dokážeme 1.
implikaci. Necht’ tedy Hs(A) <∞ a δ > 0. Najdeme množiny {Cj}∞j=1, které
splňuj́ı diam Cj ≤ δ a zároveň pokrývaj́ı množinu A. Dokonce existuj́ı takové
množiny {Cj}∞j=1, že

Hs
δ(A) ≤

∞∑
j=1

α(s)
(diam Cj

2

)s
≤ Hs

δ(A) + 1, (3.2)

nebot’ Hs(A) < ∞, takže i Hs
δ(A) je konečná, a proto vezmeme-li takové

pokryt́ı {Cj}∞j=1, které se limitně bĺıž́ı infimu z definice Hs
δ(A), dokážeme

sumu
∑∞

j=1 α(s)
(diam Cj

2

)s
obemknout v jednotkovém intervalu.

Dále z již známého vztahu Hs(A) ≥ Hs
δ(A) spolu s nerovnost́ı 3.2

dostáváme
∞∑
j=1

α(s)
(diam Cj

2

)s
≤ Hs(A) + 1 (3.3)
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Nerovnost 3.3 tedy stoj́ı na předpokladu Hs(A) <∞. Dále

Ht
δ(A) ≤

∞∑
j=1

α(t)
(diam Cj

2

)t
=
α(t)

α(s)
· 2s−t

∞∑
j=1

α(s)
(diam Cj

2

)s
· (diam Cj)

t−s

≤ α(t)

α(s)
· 2s−t · δt−s(Hs(A) + 1).

(3.4)

Nyńı poznamenejme, že α(t)
α(s)
·2s−t·(Hs(A)+1) je z předchoźıho nějaké konečné

č́ıslo. Jelikož t− s > 0, bude se spolu s δ → 0 bĺıžit nule i δt−s. Proto pokud
v nerovnosti 3.4 pošleme δ → 0, dostaneme kýžený vztah

Ht(A) = 0.

3.3 Hausdorffova dimenze

Navážeme na větu 3.2.2, jej́ı význam nyńı rozebereme. Dané s, resp. t,
určuje dimenzi Hausdorffovy mı́ry, proto jsme Hs v definici 3.2.2 nazvali
s-rozměrnou Hausdorffovou měrou na Rn. Jedná se o dimenzi, ve které da-
nou množinu měř́ıme, a je typicky menš́ı než dimenze celého
prostoru (n) 6.

Už v kapitole 2 jsme narazili na množiny, jejichž délka byla ne-
konečná, ale obsah nulový. Zde bylo s = 1 a t = 2, protože délka je jedno-
rozměrná a obsah 2-rozměrný. Podle věty 3.2.2 at’ měř́ıme v jakékoli dimenzi
menš́ı než 1, už vždy dostaneme nekonečnou

”
mı́ru“, a naopak v kterékoli

dimenzi větš́ı než 2 naměř́ıme 0. Někde v intervalu (1; 2) muśı být mezńı
(hraničńı, zlomový) bod, v jehož dimenzi naměř́ıme něco smysluplného (pro
Kochovu hvězdu a Sierpińského trojúhelńık).

Je to logické. Představme si třeba takový čtverec. Očividně neńı
fraktálńı. Jedná se dvourozměrný útvar. Když jej chceme měřit, měř́ıme jeho
obsah, ani nás nenapadne měřit jeho délku (nanejvýš délku jeho obvodu, což
ale neńı

”
délka čtverce“) ani jeho objem - prvńı by vyšlo ∞ a druhé 0.

6Dá se dokázat, že pokud s > n, tak Hs = 0 na Rn. Např. zde [EG92]
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Proto nám u Kochovy hvězdy a Sierpińského trojúhelńıka vycházela
tak neočekávaná č́ısla. Jednoduše jsme je neměřili v jim př́ıslušné dimenzi,
kterou rozhodně neńı dimenze topologická. Topologická dimenze je nám
známá, běžně s ńı pracujeme, např. rovina má topologickou dimenzi 2, bod
0 a př́ımka 1. Fraktály však lež́ı jaksi mezi topologickými dimenzemi a až
Hausdorffova mı́ra nám je dovoluje měřit.

To vede k následuj́ıćı definici.

Definice 3.3.1 (Hausdorffova dimenze). Hausdorffova (fraktálńı) dimenze
podmnožiny A prostoru Rn je

Hdim(A) = inf{0 ≤ t <∞ | Ht(A) = 0} = sup{0 ≤ s <∞ | Hs(A) =∞}.

Poznámka. Definice pomoćı infima, resp. suprema, opět dává smysl. Nev́ıme
totiž, jaké hodnoty bude Hs pro dané A nabývat, jediné, co v́ıme podle věty
3.2.2 s jistotou, je to, že někde nastane právě jeden zlomový bod, kterým ani
nemuśı být kladné reálné č́ıslo, ale i 0 a ∞7.

3.4 Definice fraktálu

Benôıt Mandelbrot definoval fraktál jako množinu, jej́ı̌z Hausdorffova di-
menze ostře převyšuje jej́ı dimenzi topologickou. Avšak později se ukázalo,
že přijet́ım této definice bychom vyloučili mnoho útvar̊u, které zcela jistě
fraktály jsou (např. Hilbertovu křivku) [enc20b]. Definice pomoćı
soběpodobnosti také nestač́ı, nebot’ soběpodobná jsou i r̊uzná nefraktálńı
pravidelná tělesa (krychle), útvary (čtverec) a křivky (úsečka).

Britský matematik Kenneth Falconer se ve své knize Fractal Geo-
metry: Mathematical Foundations and Applications vyslovuje, že za fraktál
je považována množina, která má některé typické vlastnosti [Fal04]. Jejich
přibližné zněńı je zde:

Vlastnosti fraktál̊u

1. V libovolném přibĺıžeńı jsou velmi členité.

2. Jsou př́ılǐs nepravidelné pro tradičńı geometrii.

7vezměme si např́ıklad prázdnou množinu, nebo celou rovinu
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3. Často jsou soběpodobné (nějakým zp̊usobem 8).

4. Jejich fraktálńı dimenze je obvykle větš́ı než topologická.

5. Většinou je lze definovat velmi jednoduše (iterace, rekurze).

8např. dokonalá, přibližná, statistická soběpodobnost
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Kapitola 4

Výpočty dimenźı fraktál̊u

V praktické části této práce spoč́ıtáme Hausdorffovy dimenze několika
známých a neznámých fraktál̊u.

4.1 Typické fraktály

4.1.1 Kochova hvězda

Kochovu hvězdu jsme již definovali v kapitole 2. Pokuśıme se zjistit jej́ı
Hausdorffovu dimenzi. Postupně budeme v Hs

δ snižovat δ, tedy maximálńı
pr̊uměr pokrývaćıch množin (pro představu jsou jimi kruhy).

Obrázek 4.1: Pokryt́ı 1. iterace Kochovy hvězdy
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4.1. TYPICKÉ FRAKTÁLY KAPITOLA 4. VÝPOČTY DIMENZÍ FRAKTÁLŮ

Poč́ıtejme pro množinu K tvoř́ıćı Kochovu hvězdu, přičemž jednot-
kou vzdálenosti je strana výchoźıho trojúhelńıka.

� Hs
1
3

(K) = α(s) · 3 · 4
(

1
3

2

)s
� Hs

1
9

(K) = α(s) · 3 · 42
(

( 1
3
)2

2

)s
� Hs

1
27

(K) = α(s) · 3 · 43
(

( 1
3
)3

2

)s
. . .

� Hs
1
3n

= α(s) · 3 · 4n
(

( 1
3
)n

2

)s
Pošleme-li n→∞, pak zároveň δ → 0, takže Hs

δ → Hs. Z toho

Hs(K) = lim
n→∞

(α(s) · 3 · 4n
((1

3
)n

2

)s
)

= lim
n→∞

(α(s) · 3 · 2−s
( 4

3s

)n
)

(4.1)

Uvědomme si, co ovlivňuje velikost dané limity. Pro dostatečně velké s bude
4
3s
< 1 a limita rovna 0, pro dostatečně malé s naopak

”
rovna“ ∞. Dokonce

ze znalosti exponenciálńı funkce můžeme ř́ıct, že existuje právě jedno s, u
kterého se velikost Hs(K) láme. Limita je totiž konečná, právě tehdy když
4
3s

= 1, neboli s = log3 4.

Hausdorffova dimenze Kochovy množiny je proto

Hdim(K) = log3 4
.
= 1.2619.

4.1.2 Sierpińského trojúhelńık

Dokonč́ıme úvahy z kapitoly 2 vyč́ısleńım Hausdorffovy dimenze Sierpińského
trojúhelńıka dvěma zp̊usoby - nahlédneme na něj postupně jako na topolo-
gicky 2-rozměrný útvar, do kterého vykusujeme d́ıry, a jako na nekonečně
diferencovanou křivku.

Ihned vid́ıme, že při každé iteraci se pr̊uměr pokrývaćıho kruhu
zmenš́ı na polovinu a těchto menš́ıch kruh̊u bude potřeba 3krát v́ıce (a to jak
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Obrázek 4.2: Pokryt́ı 2. iterace 2 náhled̊u na vznik Sierpińského trojúhelńıka

u křivky tak u trojúhelńıka). Fraktálńı množinu tvoř́ıćı v limitě Sierpińského
trojúhelńık označme S. To nám dává vzorec pro n-tou iteraci, kdy poloměr
bude 1

2n
počátečńıho poloměru:

Hs
1
2n

(S) = α(s) · 3n
( 1

2n

2

)s
Pro n→∞, a tud́ıž δ → 0 dostaneme

Hs(S) = lim
n→∞

(α(s) · 2−s
( 3

2s

)n
) (4.2)

Fraktálńı dimenze Sierpińského trojúhelńıka je tedy

Hdim(S) = log2 3
.
= 1.58496.

4.2 Vlastńı tvorba

4.2.1 Protilátka

Tento fraktál vzniká iteraćı druhého kroku:

1. Mějme bod, nazvěme jej ohniskem. Vztyčme z něj 3 úsečky sv́ıraj́ıćı
úhel 120◦. Ve středu každé úsečky at’ je ohnisko následuj́ıćı iterace.

2. Z nových ohnisek vztyčme 3 úsečky polovičńı délky tak, aby sv́ıraly úhel
120◦ a aby jedna z nich vedla směrem do nejbližš́ıho ohniska předchoźı
iterace.
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Obrázek 4.3: Prvńıch 5 iteraćı fraktálu protilátky

Obrázek 4.4: Prvńıch 5 iteraćı fraktálu protilátky s vyznačenými ohnisky
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Fraktál se jmenuje protilátka, protože trojnožky připomı́naj́ı sche-
matická znázorněńı protilátek z učebnic biologie. Daľśı souvislost́ı může být
fakt, že proces tvorby protilátek má fraktálńı strukturu.

Než začneme odvozovat dimenzi tohoto fraktálu, učiňme několik
pozorováńı.

Nab́ıźı se otázka, zda se při nějaké vzdáleněǰśı iteraci úsečky
nepřekř́ıž́ı. Pokud ano, jakým zp̊usobem? Nebo neslouč́ı se některá ohniska
v jedno?

Tvrzeńı 4.2.1. V žádné iteraci fraktálu protilátky se jeho úsečky nepřekř́ı̌źı,
ani se žádná dvě ohniska nespoj́ı v jedno.

D̊ukaz. V celém fraktálu jsou jen tři nakloněńı úseček: vertikálńı,
severovýchodńı a jihovýchodńı, a jejich směry sv́ıraj́ı úhel 60◦. Tyto směry
v n-té iteraci vytvoř́ı mozaiku z rovnostranných trojúhelńık̊u o straně 1

2n
.

Proto v d̊ukazu považujme za vzdálenost dvou ohnisek délku nejkratš́ı
cesty z jednoho ohniska do druhého po stranách trojúhelńık̊u mozaiky.
Matematickou indukćı ukážeme, že vzdálenost každých dvou ohnisek v každé
iteraci je vždy alespoň 2krát strana trojúhelńıka v mozaice dané iterace.
V prvńı iteraci je jen jedno ohnisko, takže tvrzeńı plat́ı. Předpokládejme, že
v n-té iteraci jsou všechna ohniska vzdálena alespoň 2 · 1

2n
. Ohniska (n+1)-té

iterace lež́ı ve vzdálenosti 1
2n+1 od ohnisek n-té iterace, takže k sobě nemohou

mı́t bĺıž než 2 · 1
2n+1 , což jsme chtěli ukázat. T́ım jsme však vyřešili pouze

př́ıpad, kdy ohniska n+ 1-té iterace pocházej́ı ze dvou r̊uzných
”
kmenových“

ohnisek n-té iterace. Muśıme tedy dodat, že 3 ohniska lež́ıćı ve středech úseček
vycházej́ıćıch z ohniska n-té iterace jsou nutně vzdálena právě 2 · 1

2n+1 vzhle-
dem ke zp̊usobu tvorby fraktálu.
A jestliže jsou v každé iteraci ohniska vzdálena alespoň 2 strany trojúhelńıka
mozaiky dané iterace, nemohou se úsečky (o délce strany trojúhelńıka)
vycházej́ıćı z daných ohnisek překř́ıžit ani splynout v jednu, mohou se pouze
dotknout koncovými body, jak je vidět na obrázćıch.

Uvědomme si, že tento fraktál se skládá ze stále se zmenšuj́ıćıch
trojnožek, které se vyskytuj́ı ve dvou otočeńıch. Označme A natočeńı, při
kterém směřuje vertikálńı úsečka z ohniska na sever, a B natočeńı, při kterém
vertikálńı úsečka ukazuje na jih. Dále si všimněme, že v určité iteraci jsou
všechny trojnožky téhož druhu. Pro zaj́ımavost bychom mohli změnit krok v
nějaké iteraci vyměněńım formy A za formu B a sledovat, jak fraktál poroste.
Zřejmě bude mı́t stejnou Hausdorffovu dimenzi jako originálńı fraktál.
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Zjist́ıme, jaká je Hausdorffova dimenze fraktálu protilátky P .
Položme délku úsečky z 1. iterace rovnu 1

2
.

� Hs
1
2

(P ) = α(s) · 3
(

1
2

2

)s
� Hs

1
4

(P ) = α(s) · 32
( 1

22

2

)s
� Hs

1
8

(P ) = α(s) · 33
( 1

23

2

)s
. . .

� Hs
1
2n

(P ) = α(s) · 3n
(

1
2n

2

)s
Z toho je patrné, že P má stejnou Hausdorffovu dimenzi jako Sierpińského
trojúhelńık, a to log2 3

.
= 1.58496.
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Závěr

Moj́ı motivaćı k napsáńı této práce byl předevš́ım pocit, že téma fraktálńıch
množin je v dostupných českých publikaćıch popsáno bud’ jen nahodile a
s d̊urazem sṕı̌se na efekt a umělecký dojem z fraktál̊u než na teorii schovanou
za t́ım, anebo naopak formou nepř́ıstupnou amatérským čtenář̊um se zájmem
o matematiku. Snažila jsem se proto nashromáždit základńı informace k dané
problematice a složit je v ucelený text vyvážený co do odbornosti. Inspirovala
jsem se metodikou knihy The Foundations of Mathematics [ST15] a poku-
sila se téma představit postupně od hypotéz po vystaveńı solidńıho základu
pro následnou teorii. Mým hlavńı ćılem bylo představit matematickou teorii
týkaj́ıćı se fraktál̊u srozumitelně pro středoškoláky, a proto jsem se snažila
nové koncepty vysvětlit svými slovy a formálńı d̊ukazy prokládat vlastńımi
úvahami, které by měly čtenáři pomoci toto téma lépe pochopit.

Mysĺım si, že jsem sv̊uj ćıl naplnila. Zároveň jsem vymýšleńım
fraktál̊u lépe pochopila smysl Hausdorffovy dimenze a mı́ry.

Závěrečná část je však pouhým nast́ıněńım možnost́ı daľśı práce
s fraktály. Zkoumala jsem také zobecněńı známých fraktál̊u, jako je
Sierpińského koberec nebo Cantorovo diskontinuum. Později jsem zjistila,
že všechna jsou již popsána, takže mi přijde bezpředmětné je v této práci
uvádět. Na druhou stranu bych do budoucna chtěla rozš́ı̌rit tato zobecněńı
i do euklidovských prostor̊u vyšš́ıho rozměru než 3 a naj́ıt zp̊usob, jak je
graficky znázornit.

Námětem daľśı práce by mohlo být zkoumáńı množin, jejichž di-
menze nelze snadno vyjádřit pomoćı logaritmu. Mezi mými návrhy totiž byly
takové, že pro zjǐstěńı jejich dimenze bych potřebovala vhodně vyjádřit ne-
konečný výraz typu

((((b+ a) · b+ a) · b+ a) · b+ a) · b · · · = lim
n→∞

(
bn + a · b

n − 1

b− 1

)
,
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který vyjadřuje počet pokrývaćıch s-rozměrných kouĺı při n-té iteraci, kdy
n→∞. Jeden z nich jsem nazvala

”
navrtaná krychle“.

Vzniká t́ımto zp̊usobem:

1. Mějme krychli. Pomyslně ji rozdělme na 27 shodných krychliček o
třetinové hraně.

2. Z každé stěny vyjměme prostředńı krychličku, celkem 6 krychĺı 1.

3. Celý zbytek krychle kromě prostředńı krychličky nechme být. Opa-
kujme tyto kroky s prostředńı krychličkou.

Nedokážu ř́ıct, zda lze tento objekt považovat za fraktál, ale každopádně bych
ráda zjistila jeho Hausdorffovu dimenzi přesně. V Excelu jsem odhadovala
dimenzi tohoto tělesa tak, že jsem zvětšovala n a zkoumala, zda se hodnoty
s bĺıž́ı k nějakému č́ıslu. Pozorovala jsem, že od určitého n se ustáĺı prvńı tři
cifry za desetinnou čárkou tak, že rozvoj př́ıslušných s zač́ıná 2, 998, mým
velmi hrubým odhadem je tedy to, že Hausdorffova dimenze tohoto tělesa se
bud’ limitně bĺıž́ı 3, nebo je jen o něco málo nižš́ı než 3.

V daľśı práci by podle mě bylo zaj́ımavé zkoumat analogie př́ıpadu
uvedeného v kapitole 2 u Sierpińského trojúhelńıka, totiž že jej lze źıskat z
plošného trojúhelńıka i ze zakřivuj́ıćı se lomené čáry. Mám návrh, jak by se
takto dal źıskat zmı́něný fraktál protilátka:

1. Mějme plný trojúhelńık. Vyjměme prostředńı trojúhelńık jako u
Sierpińského trojúhelńıka.

2. Zbylé tři trojúhelńıky o polovičńı délce strany otočme o 180◦.

3. Opakujme předchoźı kroky pro nově vzniklé trojúhelńıky.

Snadno ověř́ıme, že Hausdorffova dimenze tohoto útvaru je stejná jako di-
menze fraktálu protilátky. To však neznamená, že se v limitě tyto útvary
shoduj́ı. V navazuj́ıćı činnosti by proto bylo zaj́ımavé věnovat se dvoj́ımu
zp̊usobu generováńı totožných fraktál̊u a hledat d̊ukazy, že jsou r̊uzně źıskané
fraktály v limitě shodné.

1vyjmeme ty krychličky, které se dotýkaj́ı sousedńıch krychliček právě pěti stranami
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4.2. VLASTNÍ TVORBA KAPITOLA 4. VÝPOČTY DIMENZÍ FRAKTÁLŮ

Obrázek 4.5: Fraktál protilátka v rozostřeńı
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Definice 3.1.4 (dolńı mez), s. 27, [ST15]
Definice 3.1.5 (minimum), s. 28, [Kuř19]
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tistický obzor 22 (1941), s. 171–222.

[Man75] B. B. Mandelbrot. Les objets fractals : forme, hasard et dimension.
Paris: Flammarion, 1975.

[Man82] B. B. Mandelbrot. The Fractal Geometry of Nature. San Francisco:
W.H. Freeman, 1982.

[EG92] L.C. Evans a R.F. Gariepy. Measure Theory and Fine Properties
of Functions. Studies in Advanced Mathematics. CRC Press, 1992,
s. 1–4, 60–65. isbn: 0-8493-7157-0. url: https://books.google.
cz/books?id=e3R3CAAAQBAJ.

[Hyk01] Magdalena Hykšová.
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