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Obor č. 1: Matematika a statistika
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kvadratické reciprocity
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Abstrakt

Hlavńım ćılem této práce je aplikovat algebraickou teorii č́ısel na teorii kvadratických
zbytk̊u. Konkrétněji: zaprvé, vysvětlit čtenáři se základńımi znalostmi abstraktńı a lineárńı
algebry d̊ukaz kvadratické reciprocity, který využ́ıvá kvadratické reciprocity a je uveden
v jednom z mých zdroj̊u. A zadruhé, pokusit se sám využit́ım dekompozičńıch grup dokázat
daľśı tvrzeńı o kvadratických zbytćıch.

Kĺıčová slova

kvadratický zbytek; Legendre̊uv symbol; zákon kvadratické reciprocity; dekompozičńı grupa;
Frobeni̊uv automorfismus

Abstract

The main goal of this thesis is to applicate algebraic number theory onto quadratic resi-
dues theory. More concretely: at first, to explain proof of the quadratic reciprocity law in
which decomposition groups are used – and which is described in one of my sources – to
a reader who was introduced to abstract and linear algebra. And at second, to try to use
decomposition groups to prove more theorems about quadratic residues by myself.
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6.1 Kvadratická tělesa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Úvod

Úvod

Hlavńım ćılem této práce je pomoćı algebraické teorie č́ısel využit́ım dekompozičńıch
grup dokázat zákon kvadratické reciprocity a aplikovat tuto teorii na daľśı tvrzeńı o kvad-
ratických zbytćıch. Aby čtenář mohl celému textu bez pot́ıž́ı rozumět, měl by mı́t znalosti
algebry přibližně v rozsahu [3] a také ovládat základy linárńı algebry. Nicméně obt́ıžněǰśı
algebraické pojmy, které jsou v textu využ́ıvány, jsou povětšinou zopakovány.

Prvńı kapitola pojednává o kvadraticky zbytćıch a snad z ńı plyne dostatečná mo-
tivace pro to, dozvědět se o tomto objektu v́ıce. V druhé kapitole se pak seznamujeme
s pojmy týkaj́ıćımi se rozš́ı̌reńı těles. V třet́ı kapitole je pak zavedena Galoisova teorie
konečných rozš́ı̌reńı – text by měl být př́ıstupný i čtenáři, který doposud neměl možnost
se s t́ımto tématem seznámit. Hlavńı výsledky jsou odvozovány a vysvětlovány předevš́ım
na př́ıkladech.

Ve čtvrté kapitole popisujeme základńı výsledky algebraické teorie č́ısel. Většina tvrzeńı
je uvedena bez d̊ukazu a jejich platnost je demonstrována na několika př́ıkladech; v této
části textu je ćılem předevš́ım stručně čtenáře seznámit s d̊uležitými pojmy a tvrzeńımi,
které budou potřeba dále – zevrubněǰśı zavedeńı algebraické teorie č́ısel je možno nalézt
např. v [1] (čtvrtá a pátá kapitola této práce vycháźı předevš́ım z druhé, třet́ı a čtvrté
kapitoly citované publikace) nebo v [6] (lze doporučit, pokud čtenář preferuje česky psaný
text).

Výsledky předchoźıch kapitol jsou propojeny v kapitole páté, která se zabývá alge-
braickou teoríı č́ısel v Galoisových rozš́ı̌reńıch. Zde se seznamujeme s kĺıčovými pojmy
jako dekompozičńı grupa a Frobeni̊uv automorfismus. Teoretické poznatky pak aplikujeme
v kapitole šesté, kde se nejprve zabýváme rozkládáńım prvoč́ısel v kvadratických a kru-
hových tělesech a posléze teoríı kvadratických zbytk̊u. Pomoćı teorie v textu vybudované
dokážeme nejen zákon kvadratické reciprocity, ale i daľśı tvrzeńı, jako např. multiplikativitu
Legendreova symbolu, Eulerovo kritérium nebo podmı́nky řešitelnosti rovnice x2 + y2 = p
pro liché prvoč́ıslo p a celá č́ısla x, y.
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Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Kapitola 1

Kvadratické zbytky

Teorie kvadratických zbytk̊u patř́ı k d̊uležitým částem elementárńı teorie č́ısel. Mezi
autory prvńıch poznatk̊u o kvadratických zbytćıch patřili mnoźı významńı matematici 17.
a 18. stolet́ı, mezi nimi např́ıklad Pierre de Fermat a Leonhard Euler. Uceleně se jim
začal věnovat až Carl Friedrich Gauss ve svém slavném d́ıle Disquisitiones Arithmeticae.
Povězme si tedy nyńı, co to kvadratické zbytky vlastně jsou.

Definice 1.0.1. O celém č́ısle a nesoudělném s přirozeným č́ıslem m řekneme, že je kva-
dratický zbytek modulo m, pokud existuje nějaké c ∈ Z takové, že a ≡ c2 (mod m). Pokud
žádné takové c neexistuje, ř́ıkáme, že a je kvadratický nezbytek modulo m.

Je poměrně jednoduché určit všechny kvadratické zbytky modulo p, kde p je liché
prvoč́ıslo. Zkusme určit všechny kvadratické zbytky modulo třináct. Zbytkové tř́ıdy si zaṕı̌se-
me jako ±[1]13,±[2]13,±[3]13,±[4]13,±[5]13,±[6]13. Neuvažujeme tř́ıdu obsahuj́ıćı nulu, lež́ı
v ńı totiž násobky třinácti, které podle definice kvadratickými zbytky být nemohou. Všechny
tyto tř́ıdy umocńıme na druhou modulo 13: (±1)2 ≡ 1, (±2)2 ≡ 4, (±3)2 ≡ 9, (±4)2 ≡ 3,
(±5)2 ≡ 12, (±6)2 ≡ 10. Tedy celé č́ıslo a je kvadratický zbytek modulo 13 právě tehdy,
když a ≡ 1, 3, 4, 9, 10, 12 (mod 13).

Předchoźı úvahu lze zobecnit pro libovolné liché prvoč́ıslo. Všechny tř́ıdy obsahuj́ıćı
kvadratické zbytky modulo p jsou tedy tvaru [12]p, [2

2]p, ..., [(
p−1

2
)2]p. Můžeme jednoduše

ukázat, že se opravdu jedná o p−1
2

r̊uzných tř́ıd: kdyby totiž pro dvě celá č́ısla m,n,

0 < m < n ≤ p−1
2

, platilo m2 ≡ n2 (mod p), dostali bychom 0 ≡ m2−n2 ≡ (m+n)(m−n)
(mod p), a tedy p děĺı součin (m + n)(m− n). Pokud ale prvoč́ıslo děĺı součin, muśı dělit
alespoň jednoho z činitel̊u, tedy p děĺı m + n nebo m− n, což je ve sporu s t́ım, jak jsme
volili č́ısla m,n. Poznamenejme ještě, že jelikož pro každé liché prvoč́ıslo p máme právě
p−1

2
kvadratických zbytk̊u, zbývá nám tedy nutně rovněž p−1

2
kvadratických nezbytk̊u.

U předchoźıho př́ıkladu p = 13 vid́ıme, že celé č́ıslo a je kvadratický nezbytek, právě když
a ≡ 2, 5, 6, 7, 8, 11 (mod 13).

Je užitečné tyto poznatky shrnout do následuj́ıćı věty:

Věta 1.0.2. Necht’ p je prvoč́ıslo. Pak existuje právě p−1
2

tř́ıd obsahuj́ıćıch kvadratické
zbytky modulo p a stejný počet tř́ıd obsahuj́ıćıch kvadratické nezbytky.
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Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Tato věta má zaj́ımavý d̊usledek:

Věta 1.0.3. Necht’ K = {[a2]p|a ∈ Z, a 6= 0} je množina všech zbytkových tř́ıd obsahuj́ıćıch
kvadratické zbytky modulo p. Pak K tvoř́ı p−1

2
-prvkovou podgrupu grupy (Z /pZ)∗.

D̊ukaz. Ukázali jsme již, že K je p−1
2

-prvková podmnožina množiny (Z /pZ)∗. Zbývá tedy
ukázat, že se jedná o grupu. Uvažujme libovolná nenulová celá č́ısla a, b. Jistě [1]p =
= [12]p ∈ K a také [a2]p · [b2]p = [(ab)2]p ∈ K. Nakonec uvažujme tř́ıdu [a2]−1

p a ukažme,
že lež́ı v K. Označme c nějaké celé č́ıslo splňuj́ıćı [c]p = [a]−1

p (jistě je c nenulové). Pak
[a2]−1

p = ([a]−1
p )2 = [c]2p = [c2]p ∈ K, což jsme chtěli. K je tedy opravdu grupa a tvrzeńı je

dokázáno.

Abychom s kvadratickými zbytky mohli pracovat, je potřeba zavést si jisté značeńı
zvané Legendre̊uv symbol.

Definice 1.0.4. Necht’ a ∈ Z a p je liché prvoč́ıslo. Pak Legendre̊uv symbol (a
p
) je definován

následovně:

(
a

p

)
=


1 pokud je a kvadratický zbytek modulo p,

0 pokud p děĺı a,

−1 pokud je a kvadratický nezbytek modulo p.

Je třeba si všimnout, že pokud m ≡ n (mod p), tak
(
m
p

)
=
(
n
p

)
, tedy všechna č́ısla

z dané zbytkové tř́ıdy maj́ı týž Legendre̊uv symbol. Jinými slovy tento symbol můžeme
chápat jako jakési zobrazeńı z množiny Z/pZ do množiny {−1, 0, 1}.

Zat́ım však nemáme potřebné nástroje na to, abychom s Legendreovým symbolem mohli
poč́ıtat. Zamysleme se třeba nad následuj́ıćım př́ıkladem:

Př́ıklad 1.0.1. Určete, pro která lichá prvoč́ısla p existuje celé č́ıslo m takové, že p|(m2+
+10).

Zkoumanou podmı́nku můžeme vyjádřit v ekvivalentńım tvaru m2 ≡ −10 (mod p), což
je totéž jako

(−10
p

)
= 1. Zaj́ımá nás tedy, pro která p je tato podmı́nka splněna. Abychom ale

tento a daľśı př́ıklady mohli řešit, muśıme se seznámit se zákonem kvadratické reciprocity.

Zákon kvadratické reciprocity se skládá z jednoho hlavńıho tvrzeńı a několika doplňuj́ıćıch
poznatk̊u (v angličtině jsou známy jako suplementary laws nebo additional laws). Uvedeme
toto tvrzeńı v té nejplněǰśı podobě, ve které je možno jej v publikaćıch nalézt, tedy hlavńı
zákon a dva doplňuj́ıćı.

Věta 1.0.5. Necht’ p, q jsou r̊uzná lichá prvoč́ısla. Potom(
p

q

)
=

(
q

p

)
· (−1)

(p−1)(q−1)
4 .
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Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Dále nav́ıc plat́ı:

1.
(−1
p

)
= (−1)

p−1
2 ,

2.
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Vzhledem k d̊uležitosti těchto tvrzeńı uvedeme ještě ekvivalentńı formu, j́ıž je možné
toto tvrzeńı vyjádřit – a to pomoćı kongruenćı:

Věta 1.0.6. Necht’ p, q jsou r̊uzná lichá prvoč́ısla. Potom

(
p

q

)
=


(
q
p

)
pokud p ≡ 1 nebo q ≡ 1 (mod 4),

−
(
q
p

)
pokud p ≡ q ≡ 3 (mod 4).

Dále nav́ıc plat́ı:

1.
(−1
p

)
=

{
1 pokud p ≡ 1 (mod 4),

−1 pokud p ≡ 3 (mod 4),

2.
(

2
p

)
=

{
1 pokud p ≡ ±1 (mod 8),

−1 pokud p ≡ ±3 (mod 8).

Doplňuj́ıćı zákony lze dokázat prostředky elementárńı teorie č́ısel; co se týče hlavńıho
tvrzeńı, je dnes známo několik d̊ukaz̊u, od těch využ́ıvaj́ıćıch poměrně elementárńı prostřed-
ky až po některé velmi pokročilé. Mezi ty sṕı̌se elementárńı patř́ı d̊ukaz pomoćı Gaussova
lemmatu nebo Gaussovy sumy (s nimi je možno se seznámit např. v [4]) – to neńı náhodou,
tento slavný matematik si kvadratické reciprocity i d̊ukaz̊u, jež objevil, velice považoval,
zákon dokonce nazýval Theorema Aurum, tedy zlatá věta. Jeho motivaćı nav́ıc bylo tuto
zákonitost zobecnit (což se však povedlo až později).

V šesté kapitole uvedeme jeden z oněch pokročileǰśıch d̊ukaz̊u zákona kvadratické reci-
procity – využijeme při něm poznatky z algebraické teorie č́ısel v Galoisových rozš́ı̌reńıch.

Než se vrát́ıme k př́ıkladu 1.0.1, uved’me ještě jedno d̊uležité tvrzeńı potřebné pro po-
č́ıtáńı s Legendreovými symboly, a to je jeho multiplikativita:

Věta 1.0.7. Pro libovolná celá č́ısla a, b a liché prvoč́ıslo p plat́ı:(
a

p

)
·
(
b

p

)
=

(
ab

p

)
.

Důkaz této věty uvedeme také až ke konci práce.
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Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Nyńı ale zpět ke kvadratickým zbytk̊um. S pomoćı obou tvrzeńı výše s nimi můžeme
velmi dobře pracovat. Pod́ıvejme se na př́ıklad 1.0.1, tedy pro která lichá prvoč́ısla p plat́ı(
−10
p

)
= 1. Při výpočtu použijeme všechna čtyři výše zmı́něná tvrzeńı:(
−10

p

)
=

(
−1

p

)
·
(

2

p

)
·
(

5

p

)
= (−1)

p−1
2 · (−1)

p2−1
8 ·

(p
5

)
· (−1)

(p−1)(5−1)
4 .

Nyńı uprav́ıme jednotlivé části vzniklého součinu. Nejprve

(−1)
(p−1)(5−1)

4 = (−1)
(p−1)·4

4 = (−1)p−1

a jelikož p je liché, tak (−1)p−1 = 1. Dále:

(−1)
p−1
2 · (−1)

p2−1
8 = (−1)

p−1
2

+ p2−1
8 .

Exponent uprav́ıme:

p− 1

2
+
p2 − 1

8
=
p2 + 4p− 5

8
=

(p− 1)(p+ 5)

8
.

Celkem tedy
(−10

p

)
= 1, právě když (−1)

(p−1)(p+5)
8 ·

(
p
5

)
= 1. To nastane v př́ıpadě, kdy jsou

bud’ oba činitelé rovni jedné, nebo minus jedné.
Abychom zjistili možné hodnoty prvńıho činitele, můžeme uvažovat následovně: p+ 5

i p− 1 jsou sudá č́ısla, avšak jejich rozd́ıl je 6, tud́ıž čtyřmi je dělitelné právě jedno z nich.
Tedy pokud je p+5 nebo p−1 dělitelné osmi, jejich součin je dělitelný šestnácti, po vyděleńı

osmi dostaneme sudé č́ıslo a (−1)
(p−1)(p+5)

8 = 1. Pokud ani p + 5, ani p − 1 neńı dělitelné

osmi, je celý výraz (−1)
(p−1)(p+5)

8 roven č́ıslu −1. A podmı́nka, že p+5 nebo p−1 je dělitelné
osmi, zjevně nastane, právě když p ≡ 1, 3 (mod 8).

Abychom zjistili možné hodnoty druhého činitele, je nutno zjistit, jaký dává p zbytek
po děleńı pěti. To můžeme spolu s předchoźım zanést do tabulky:

p mod 8 (−1)
(p−1)(p+5)

8 p mod 5
(
p
5

)
1 1 1 1
3 1 2 −1
5 −1 3 −1
7 −1 4 1

Ted’ již stač́ı dát źıskané poznatky dohromady. Př́ıpad (−1)
(p−1)(p+5)

8 =
(
p
5

)
= 1 na-

stane, právě když p ≡ 1, 3, (mod 8) a zároveň p ≡ 1, 4 (mod 5). Podle č́ınské zbytkové
věty můžeme obě kongruence sjednotit modulo 40, tedy p ≡ 1, 9, 11, 19 (mod 40). Př́ıpad

(−1)
(p−1)(p+5)

8 =
(
p
5

)
= −1 nastane, právě když p ≡ 5, 7 (mod 8) a zároveň p ≡ 2, 3

(mod 5), tedy podle č́ınské zbytkové věty p ≡ 7, 13, 23, 37 (mod 40). Celkem tedy liché
prvoč́ıslo p děĺı výraz m2+10 pro nějaké celé č́ıslo m, právě když p ≡ 1, 7, 9, 11, 13, 19, 23, 37
(mod 40). Můžeme uvést několik př́ıklad̊u: 41|(202 + 10), 53|(192 + 10), 157|(332 + 10).
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Kapitola 1. Kvadratické zbytky

Uvědomme si, že řešit tento př́ıklad bez kvadratických zbytk̊u by bylo velmi náročné,
zat́ımco s nimi byl př́ıklad sice poněkud pracný, ale principiálně poměrně jednoduchý.
Dále si můžeme všimnout, že spolu s ńım jsme dokázali např́ıklad, že diofantická rovnice
17y = x2 + 10, x, y ∈ Z nemá řešeńı.

Doufejme, že to vše čtenáře přesvědčilo o tom, že kvadratické zbytky a zákon kva-
dratické reciprocity jsou velice silné nástroje. Dále je lze využ́ıt např. v kryptografii, ale
překvapivě i v teorii graf̊u nebo akustice. Daľśı jejich významné využit́ı je v řešeńı problému,
která lichá prvoč́ısla p lze pro dané přirozené n vyjádřit ve tvaru x2 + ny2, x, y ∈ Z (me-
todám řešeńı tohoto problému je věnována kniha [8]). Má tedy smysl zákon kvadratické re-
ciprocity dokazovat. Abychom se k tomuto d̊ukazu dostali, je však třeba nejprve se hlouběji
seznámit s pojmem rozš́ı̌reńı těles.

10
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Kapitola 2

Rozš́ı̌reńı těles

Tělesa patř́ı k jednomu ze základńıch objekt̊u studovaných v algebře, potažmo v alge-
braické teorii č́ısel. Nás bude předevš́ım zaj́ımat situace, kdy budeme mı́t v́ıce do sebe
vnořených těles – pak je možno mluvit o rozš́ı̌reńı.

Definice 2.0.1. Necht’ (K,+, ·), (L,+, ·) jsou tělesa. Pokud K ⊆ L, ř́ıkáme, že těleso L je
rozš́ıřeńım tělesa K.

Můžeme hned uvést mnoho př́ıklad̊u. Libovolné těleso K je rozš́ı̌reńım sebe samého.
Těleso komplexńıch č́ısel je rozš́ı̌reńım tělesa reálných č́ısel, to je rozš́ı̌reńım tělesa ra-
cionálńıch č́ısel. Těleso Q(

√
n) je pro každé přirozené n rozš́ı̌reńım tělesa racionálńıch č́ısel.

Těleso R(x, y) racionálńıch funkćı dvou proměnných nad reálnými č́ısly (tedy R(x, y) =
= {f

g
|f, g ∈ R[x, y], g 6= 0}) je rozš́ı̌reńım tělesa R(x).

Poznámka 2.0.1. V daľśım textu budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı: pro těleso K sym-
bolem K(a1, ..., an) mı́ńıme těleso generované množinou K∪{a1, ..., an}; tedy předpokládá-
me-li existenci tělesa F takového, žeK ⊆F a a1, ..., an ∈ F , tělesem generovaným množinou
K ∪ {a1, ..., an} mysĺıme nejmenš́ı podtěleso tělesa F tuto množinu obsahuj́ıćı. V př́ıpadě
okruh̊u použ́ıváme obdobné značeńı – je-li R okruh, znač́ıme okruh generovaný množinou
R∩{a1, ..., an} jako R[a1, ..., an]. Tedy např. Q(

√
2) nejmenš́ı podtěleso reálných č́ısel obsa-

huj́ıćı racionálńı č́ısla a odmocninu ze dvou a Z[i] je nejmenš́ı podokruh komplexńıch č́ısel
obsahuj́ıćı celá č́ısla a imaginárńı jednotku i.

Ideál daného okruhu R generovaný množinou {a1, ..., an} (tedy pr̊unik všech ideál̊u
okruhu R obsahuj́ıćıch tuto množinu) pak znač́ıme jednoduše jako (a1, ..., an).

Důležitou vlastnost́ı rozš́ı̌reńı těles je, že to
”
větš́ı“ tvoř́ı vektorový prostor nad t́ım

”
menš́ım“:

Věta 2.0.2. Necht’ K ⊆ L je rozš́ıřeńı těles. Pak plat́ı, že L tvoř́ı vektorový prostor nad
tělesem K.

D̊ukaz. Abychom tvrzeńı dokázali, stač́ı si ověřit axiomy vektorového prostoru. L bude
tvořit vektorový prostor nad K, právě když se nám podař́ı nalézt nějakou operaci zadanou
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jako + : L× L→ L, s ńıž L tvoř́ı komutativńı grupu, a operaci · : K × L→ L, která pro
libovolná a, b ∈ K a u,v ∈ L splňuje následuj́ıćı čtyři podmı́nky:

1. a · (b · v) = (ab) · v,

2. 1 · v = v (kde 1 je neutrálńı prvek v̊uči násobeńı v tělese K),

3. a · (u + v) = a · u + a · v,

4. (a+ b) · v = a · v + b · v.

Avšak je snadno vidět, že pokud si zvoĺıme za operaci + klasické sč́ıtáńı v tělese L a za ope-
raci · zúžeńı klasického násobeńı v L na K × L, všechny tyto podmı́nky jsou splněny.

Máme-li definován vektorový prostor, můžeme hovořit i o jeho dimenzi:

Definice 2.0.3. Necht’ K ⊆ L je rozš́ıřeńı těles. Pak dimenzi L jako vektorového prostoru
nad K nazýváme stupeň rozš́ıřeńı L nad K a znač́ıme tento stupeň jako [L : K]. Je-li
dimenze nekonečná, ṕı̌seme [L : K] =∞.

Např́ıklad [C : R] = 2, jelikož báze C nad R je množina {1, i}, která je dvojprvková.
Dále [R : Q] =∞, [K : K] = 1.

V situaćıch, kdy máme v́ıce do sebe vnořených těles, se stupně rozš́ı̌reńı chovaj́ı velice
sympatickým zp̊usobem, jak nám ř́ıká věta o násobeńı stupň̊u:

Věta 2.0.4. Necht’ K ⊆ M , M ⊆ L jsou rozš́ıřeńı těles. Pak pro stupně těchto rozš́ıřeńı
plat́ı

[L : K] = [L : M ] · [M : K],

přičemž využ́ıváme konvence n · ∞ = n =∞ · n pro všechna přirozená n.

D̊ukaz. Pokud je [L : M ] nebo [M : K] rovno nekonečnu, můžeme snadno nahlédnout,
že i [L : K] bude rovno nekonečnu. Necht’ tedy [L : M ] = n, [M : K] = m. Zvolme nějakou
bázi α1, ..., αn L nad M a bázi β1, ..., βm M nad K. Pak lze př́ımým výpočtem (který je
ale poněkud zdlouhavý, proto ho zde vynecháme) ukázat, že αiβj (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)
je báźı L nad K, tedy vskutku [L : K] = mn.

Důležitý pojem týkaj́ıćı se rozš́ı̌reńı těles je kompozitum.

Definice 2.0.5. Necht’ K ⊆ M , K ⊆ N jsou rozš́ıřeńı těles, nav́ıc M i N jsou podtělesa
nějakého tělesa L. Pak nejmenš́ı podtěleso tělesa L, které obsahuje M i N , nazýváme
kompozitum těles M a N a znač́ıme ho MN .

Poznámka 2.0.2. Lze ukázat, že [MN : K] ≤ [M : K]·[N : K]. Rovnost v této nerovnosti
nastává, právě když je báze vektorového prostoru M nad K lineárně nezávislá nad N .

Jsou-li nav́ıc M a N rozš́ı̌reńı tělesa K konečného stupně a prvky α1, ..., αm (resp.
β1, ..., βn) tvoř́ı bázi vektorového prostoru M (resp. N) nad K, lze ukázat, že součiny αiβj,
1 ≤ i ≤ m, l ≤ j ≤ n, generuj́ı vektorový prostor MN nad K.
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Např. kompozitum těles Q(
√

2), Q(
√

3) je těleso Q(
√

2,
√

3), což vid́ıme z definice:
Q(
√

2) je nejmenš́ı těleso obsahuj́ıćı Q a
√

2, Q(
√

3) je nejmenš́ı těleso obsahuj́ıćı Q a
√

3;
Q(
√

2,
√

3) je nejmenš́ı těleso obsahuj́ıćı Q,
√

2 a
√

3, tedy kompozitum předchoźıch dvou.
Zat́ım o rozš́ı̌reńıch nemluv́ıme explicitně – hovoř́ıme sice o tělese Q(

√
2), ale ne o tom,

z jakých prvk̊u se skládá. Situace se nám osvětĺı, seznámı́me-li se s konceptem minimálńıho
polynomu. Dı́ky němu zjist́ıme, v jakém vztahu jsou prvky

”
větš́ıho“ tělesa k

”
menš́ımu“.

Poznámka 2.0.3. Než přijde řeč na okruhy polynomů jedné proměnné nad tělesem,
připomeňme, že v těchto okruźıch můžeme dělit se zbytkem a použ́ıvat Bezoutovu rov-
nost. To proto, že se jedná o př́ıklad tzv. Euklidovského okruhu – to je obor integrity R,
na němž existuje funkce f : R r {0} → N splňuj́ıćı 1) pro všechna a, b ∈ R, b 6= 0 existuj́ı
q, r ∈ R tak, že a = bq + r a bud’ r = 0, nebo f(r) < f(b), 2) f(a) ≤ f(ab) pro libovolná
nenulová a, b z R. V takovémto okruhu mj. vždy můžeme dělit se zbytkem a použ́ıvat
Bezoutovu rovnost.

Necht’ K ⊆L je rozš́ı̌reńı těles a f ∈ K[x], tedy f(x) = anx
n+ · · ·+a1x+a0, a0, ..., an ∈

K, an 6= 0 (připomeňme, že č́ıslu n ř́ıkáme stupeň polynomu f a znač́ıme ho deg f). Pak pro
libovolné α ∈ L je f(α) = anα

n + ···+ a1α+ a0 prvkem tělesa L. Připomeňme, že kořenem
polynomu f nazýváme libovolné a takové, že f(a) = 0.

Definice 2.0.6. Necht’ K ⊆ L je rozš́ıřeńı těles, α ∈ L. Řekneme, že α je algebraický nad
K, pokud existuje polynom f ∈ K[x], f 6= 0 takový, že α je jeho kořenem. Pokud žádný
takový polynom neexistuje, ř́ıkáme, že α je transcendentńı nad K.

Můžeme uvést mnoho př́ıklad̊u algebraických prvk̊u. Každý prvek a libovolného tělesa
K je algebraický nad K, protože je kořenem polynomu x − a. Imaginárńı jednotka i je
algebraická nad R, protože je kořenem polynomu x2+1. Pro libovolné celé č́ıslo n a přirozené
č́ıslo m je m-tá odmocnina z n algebraická nad Q, protože je kořenem polynomu xm − n.

S transcendentńımi č́ısly je to o něco náročněǰśı. Je totiž nesrovnatelně jednodušš́ı
dokázat, že č́ıslo je nad nějakým tělesem K algebraické – tedy naj́ıt polynom f ∈ K,
jehož by bylo kořenem – než ukázat, že je nad K transcendentńı, tedy dokázat, že žádný
takový polynom neexistuje. Matematik̊um trvalo dlouhý čas ukázat, že č́ısla π a e jsou
transcendentńı nad R. Můžeme ale uvést snazš́ı př́ıklad: y ∈ R(x, y) je transcendentńı
nad R(x).

Necht’ je prvek α ∈ L algebraický nad K – existuje tedy polynom f ∈ K[x] takový, že α
je jeho kořenem. Takových polynomů je však určitě v́ıce – např́ıklad polynom 2f nebo f 2.
Budeme nyńı definovat polynom s vlastnost́ı f(α) = 0, který je v jistém smyslu nejmenš́ı,
a uvid́ıme, že má některé d̊uležité vlastnosti.

Věta 2.0.7. Necht’ K ⊆ L je rozš́ıřeńı těles, α ∈ L je algebraický nad K. Pak plat́ı, že α
je kořenem právě jednoho normovaného ireducibilńıho polynomu f ∈ K[x]. Nav́ıc plat́ı:

1. pro libovolný polynom h ∈ K[x] plat́ı h(α) = 0, právě když f |h,

2. K(α) = K[α],
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3. 1, α, α2, ..., αn−1 je báźı vektorového prostoru K(α) nad K, kde n = deg f ,

4. [K(α) : K] = n.

D̊ukaz. Nejprve si uvědomme, že α je jistě v K[x] kořenem alespoň jednoho normovaného
ireducibilńıho polynomu. Vı́me totiž, že je kořenem nějakého polynomu p ∈ K[x], proto
muśı být kořenem nějakého z ireducibilńıch dělitel̊u polynomu p. Rozlož́ıme-li totiž p
na součin ireducibilńıch polynomů jako p = f1 · · · fr, dostaneme 0 = p(α) = f1(α) · · · fr(α),
tedy fi(α) = 0 pro vhodné i a α je kořenem ireducibilńıho polynomufi. Ten sice nemuśı
být normovaný, ale je-li jeho vedoućı koeficient roven m, tak je α jistě také kořenem ire-
ducibilńıho polynomu m−1fi, jenž už normovaný je.

Předpokládejme nyńı, že α je kořenem v́ıce než jednoho normovaného ireducibilńıho
polynomu, označme je f a g. Pak podle Bezoutovy rovnosti plat́ı af + bg = 1 pro nějaké
a, b ∈ K[x]. Pak ale 1 = a(α)f(α) + b(α)g(α) = 0, což je spor. Tedy α je opravdu kořenem
právě jednoho normovanéhu ireducibilńıho polynomu f ∈ K[x].

Necht’ je nyńı h ∈ K[x] libovolný polynom, jehož je α kořenem. Jelikož je okruh
polynomů jedné proměnné nad tělesem okruh s jednoznačným rozkladem, můžeme psát
h = mp1 · · · pk, kde m ∈ K[x] a pi ∈ K[x] jsou nějaké normované ireducibilńı polynomy.
Potom je jistě α kořenem nějakého z těchto polynomů, řekněme p1. Protože však jediný
normovaný ireducibilńı polynom, jehož je α kořenem, je f , tak p1 = f a tedy f |h. Naopak
také pokud f |h, tak zjevně h(α) = 0. Dokázali jsme tedy tvrzeńı 1.

Uvažujme nyńı zobrazeńı ϕ : K[x] → K[α], které libovolnému polynomu g(x) přǐrad́ı
jeho hodnotu g(α). Toto zobrazeńı je jistě homomorfismus, nav́ıc surjektivńı, tedy K[α] ∼=
∼= K[x]/ kerϕ. Jádrem homomorfismu ϕ je však množina polynomů h takových, že h(α) =
0, což jsou právě ty polynomy, jejichž dělitelem je náš polynom f . Tedy kerϕ = (f), což
je prvoideál (protože je f ireducibilńı), a tud́ıž i maximálńı ideál (jelikož se pohybujeme
v okruhu s jednoznačným rozkladem). Proto K[x]/(f) je těleso (faktorizujeme podle ma-
ximálńıho ideálu) a tedy i K[α] je těleso. Jelikož je to nejmenš́ı okruh obsahuj́ıćı K i α,
je to tedy i nejmenš́ı těleso obsahuj́ıćı tyto prvky, tedy př́ımo K(α). Dokázali jsme tedy
tvrzeńı 2.

Abychom dokázali tvrzeńı 3 a 4, uvědomme si, že každý polynom h ∈ K[x] je tvaru
af + r, kde a, r ∈ K[x] a deg r < n. Pak tedy

K(α) = K[α] = {h(α)|h ∈ K[x]} = {a(α)f(α) + r(α)} = {r(α)|r ∈ K[x], deg r < n} =

= {a0 + a1α + ···+ an−1α
n−1|a0, ..., an−1 ∈ K}.

Prvky 1, α, α2, ..., αn−1 tedy generuj́ı vektorový prostor K(α) nad K. Abychom ukázali,
že tyto prvky tvoř́ı bázi, zbývá ukázat, že jsou lineárně nezávislé nad K. To provedeme
sporem: jsou-li lineárně závislé, dostáváme rovnost

c0 + c1α + · · ·+ cn−1α
n−1 = 0,
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tedy α je kořenem polynomu

h(x) = cn−1α
n−1 + · · ·+ c1α + c0 ∈ K[x].

Z tvrzeńı jedna tedy f |h, což nelze, jelikož deg h < deg f .
Prvky 1, α, α2, ..., αn−1 tedy opravdu tvoř́ı bázi vektorového prostoru K(α) nad K

a z toho plyne [K(α) : K] = n.

Definice 2.0.8. Polynom f z předchoźı věty nazýváme minimálńı polynom prvku α nad
tělesem K.

Důkaz je poněkud pracný, ale představuje krásné využit́ı základńıch kamen̊u teorie
okruh̊u – předevš́ım hlavńı věty o faktorokruźıch a tvrzeńı, že okruh polynomů jedné
proměnné nad libovolným tělesem je Euklidovský (a tedy s jednoznačným rozkladem).

Abychom ukázali, kolik nového nám tato věta přináš́ı, zamysleme se nad následuj́ıćım
př́ıkladem:

Př́ıklad 2.0.1. Určete explicitně prvky těles M = Q(
√

2), N = Q(
√

3), L = Q(
√

2,
√

3).
Nav́ıc určete stupně rozš́ı̌reńı [L : M ], [L : N ], [M : Q], [N : Q], [L : Q].

Dı́ky větě o minimálńım polynomu si s př́ıkladem hravě porad́ıme. Polynom x2 − 2
je normovaný a ireducibilńı polynom nad Q a jeho kořenem je

√
2, tud́ıž je to minimálńı

polynom prvku
√

2 nad Q. Proto M = {a + b
√

2 | a, b ∈ Q} a [M : Q] = 2. Obdobně
N = {a+ b

√
3 | a, b ∈ Q} a [N : Q] = 2, tentokrát použijeme polynom x2 − 3.

Nyńı si všimněme, že x2 − 2 je rovněž minimálńım polynomem prvku
√

2 nad N .
Jistě je normovaný a je také ireducibilńı v N [x] – kdyby nebyl, mohli bychom ho v N [x]
rozložit na součin lineárńıch činitel̊u a jeho kořeny by tedy ležely v N , ale

√
2 ani −

√
2

v N = Q(
√

3) zjevně nelež́ı (kdyby ano, musela by nějaká racionálńı č́ısla a, b splňovat
rovnost

√
2 = a + b

√
3, po umocněńı na druhou bychom tedy dostali, že

√
3 je racionálńı

č́ıslo, což je spor). Proto [L : N ] = [N(
√

2) : N ] = 2 a tedy [L : Q] = [L : N ] · [N : Q] = 4
(podle věty o násobeńı stupň̊u), obdobně bychom ukázali i [L : M ] = [M(

√
3) : M ] = 2.

Zbývá nám zjistit, jakého tvaru jsou prvky tělesa L. Jelikož L = N(
√

2), můžeme psát

L = {α + β
√

2 | α, β ∈ N}
= {(k + l

√
3) + (m+ n

√
3)
√

2 | k, l,m, n ∈ Q}
= {a+ b

√
2 + c

√
3 + d

√
2
√

3 | a, b, c, d ∈ Q}.

Q(
√

2,
√

3)

Q(
√

2)

2

Q(
√

3)

2

Q
2 2

4
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Nyńı je třeba zavést několik pojmů týkaj́ıćıch se rozš́ı̌reńı:

Definice 2.0.9. Necht’ K ⊆ L je rozš́ıřeńı těles. Řekneme, že toto rozš́ıřeńı je:

� konečné, pokud [L : K] ∈ N,

� jednoduché, pokud L = K(α) pro nějaký prvek α algebraický nad K,

� algebraické, pokud je každý prvek L algebraický nad K.

Jistě je každé jednoduché rozš́ı̌reńı konečné, jelikož jeho stupeň je roven stupni nějakého
polynomu, což je přirozené č́ıslo. Dále plat́ı:

Věta 2.0.10. Každé konečné rozš́ıřeńı je algebraické.

D̊ukaz. Necht’ K ⊆ L je libovolné konečné rozš́ı̌reńı. Označme n = [L : K]. Pak pro li-
bovolný prvek α ∈ L jsou prvky 1, α, ..., αn lineárně závislé nad K, tedy existuj́ı prvky
a0, ..., an ∈ K, ne všechny rovny nule, pro něž plat́ı anα

n + · · · + a1α + a0 = 0. Pak je α
kořenem polynomu f(x) = anx

n + ···+ a1x+ a0 ∈ K[x] a je tedy algebraický nad K.

Všimněme si, že d̊ukaz věty o minimálńım polynomu mimo jiné ř́ıká, že jakékoli jed-
noduché rozš́ı̌reńı K(α) můžeme popsat také jako faktorokruh K[x]/(f), kde f je mi-
nimálńı polynom α nad K. Až na izomorfismy tak tedy můžeme popsat veškerá jednoduchá
rozš́ı̌reńı.

Pod́ıvejme se, co dostaneme v př́ıpadě, kdy těleso K budou reálná č́ısla a α bude
imaginárńı jednotka i. Jistě minimálńı polynom i nad R je polynom x2 + 1 – je normovaný
a ireducibilńı nad R. Těleso komplexńıch č́ısel je vlastně těleso R(i), tud́ıž dostáváme C ∼=
∼= R[x]/(x2 + 1).

Daľśı významnou skupinou rozš́ı̌reńı těles jsou rozkladová tělesa.

Věta 2.0.11. Necht’ K je těleso, f ∈ K[x] je nekonstantńı polynom. Pak vždy existuje
těleso L, které je rozš́ıřeńım tělesa K a v němž se f rozkládá na součin lineárńıch činitel̊u.

Tuto větu lze dokázat matematickou indukćı v̊uči stupni polynomu f .

Definice 2.0.12. Necht’ K je těleso, f ∈ K[x] je nekonstantńı polynom. Zvolme rozš́ıřeńı
L tělesa K, v němž se f rozkládá na součin lineárńıch činitel̊u, tedy

f = m · (x− α1) · · · (x− αn),

kde m ∈ K,α1, ..., αn ∈ L. Pak těleso K(α1, ..., αn) nazýváme rozkladovým tělesem poly-
nomu f ∈ K[x].
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Rozkladové těleso je tedy nejmenš́ı podtěleso tělesa L, v němž se polynom f rozkládá
na součin lineárńıch činitel̊u. Lze ukázat, že rozkladové těleso je vždy určeno jednoznačně
až na izomorfismus, avšak neńı to úplně snadné, proto to v textu dokazovat nebudeme.

Např́ıklad pro libovolný polynom nad racionálńımi č́ısly je podle základńı věty algebry
jeho rozkladové těleso nějaké podtěleso komplexńıch č́ısel. Rozkladové těleso polynomu
x2 − 2 je těleso Q(

√
2).

Př́ıklad 2.0.2. Najděte rozkladové těleso polynomu x3 − 2 ∈ Q[x].

Daný polynom můžeme nad komplexńımi č́ısly rozložit do tvaru

x3 − 2 = (x− 3
√

2)(x− ω 3
√

2)(x− ω2 3
√

2),

kde ω = −1+i
√

3
2

je primitvńı třet́ı odmocnina z jedné. Rozkladové těleso polynomu x3 − 2

je tedy tvaru Q( 3
√

2, ω 3
√

2, ω2 3
√

2).
Ukážeme, že tento zápis můžeme dále upravit na elegantněǰśı tvar Q( 3

√
2, ω). Jistě

Q( 3
√

2, ω 3
√

2, ω2 3
√

2)⊆Q( 3
√

2, ω). Ale jelikož zjevně

3
√

2 ∈ Q(
3
√

2, ω
3
√

2, ω2 3
√

2)

a rovněž

ω =
1

2
· ( 3
√

2)2 · ω 3
√

2 ∈ Q(
3
√

2, ω
3
√

2, ω2 3
√

2),

tak i Q( 3
√

2, ω)⊆Q( 3
√

2, ω 3
√

2, ω2 3
√

2) (jakožto nejmenš́ı podtěleso komplexńıch č́ısel obsa-
huj́ıćı tyto prvky). Dostáváme tedy rovnost obou těles.

Abychom ukázali, že rozkladové těleso je pojem velmi užitečný, poznamenejme, že každé
konečné těleso je izomorfńı s rozkladovým tělesem polynomu xp

n − x ∈ (Z/pZ)[x] pro
vhodné prvoč́ıslo p a přirozené č́ıslo n.

Rozkladové těleso je možné definovat nejen pro jeden polynom, ale také pro libovolnou
množinu polynomů nad daným tělesem K – je to nejmenš́ı těleso obsahuj́ıćı K, v němž
se všechny polynomy dané množiny rozkládaj́ı na součin lineárńıch činitel̊u. Lze ukázat
(ale je to poměrně pracné), že takové těleso také vždy existuje a je určeno jednoznačně až
na izomorfismy. Můžeme tedy dokonce sestrojit rozkladové těleso celé množiny K[x]:

Definice 2.0.13. Necht’ K je těleso. Algebraickým uzávěrem tělesa K nazýváme nejmenš́ı
těleso L takové, že K ⊆ L a každý polynom z K[x] se v L rozkládá na součin lineárńıch
činitel̊u.

Dobře známý př́ıklad algebraického uzávěru je těleso komplexńıch č́ısel, které podle
základńı věty algebry tvoř́ı algebraický uzávěr tělesa reálných č́ısel.

Daľśım aspektem rozš́ı̌reńı těles je grupa automorfismů daného rozš́ı̌reńı. Jej́ı hlubš́ı
studium nás zavede až ke Galoisově teorii, o které budeme hovořit v následuj́ıćı kapitole.

17
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Kapitola 3

Galoisova teorie

Galoisova teorie byla p̊uvodně vytvořena k určeńı řešitelnosti polynomiálńıch rovnic,
časem se z ńı však stal silný nástroj v mnoha odvětv́ıch matematiky souvisej́ıćıch s algebrou.
Abychom ji mohli zavést, je nejdř́ıve potřeba připomenout a definovat některé pojmy.

Definice 3.0.1. Necht’ K je těleso, U jeho algebraický uzávěr, f ∈ K[x] nekonstantńı
polynom. Řı́káme, že polynom f je separabilńı, pokud v U nemá násobné kořeny (jinak
řečeno, pokud nsd(f, f ′) = 1, kde f ′ je derivace polynomu f).

Snadno lze ukázat následuj́ıćı věta:

Věta 3.0.2. Každý ireducibilńı polynom nad tělesem charakteristiky 0 je separabilńı.

Speciálně tedy každý ireducibilńı polynom nad tělesem K, kde Q ⊆ K ⊆ C, je sepa-
rabilńı, protože všechna takováto K maj́ı charakteristiku 0.

K separabilńımu polynomu se váže pojem separabilńı rozš́ı̌reńı:

Definice 3.0.3. Necht’ K ⊆ L je algebraické rozš́ıřeńı těles. Pak ř́ıkáme, že toto rozš́ıřeńı
je separabilńı, pokud je pro libovolné α ∈ L minimálńı polynom α nad K separabilńı.

Vid́ıme, že každé algebraické rozš́ı̌reńı K ⊆ L, kde Q ⊆ K ⊆ L ⊆ C, je separabilńı,
protože minimálńı polynom libovolného prvku α ∈ L nad K je ireducibilńı polynom nad
tělesem charakteristiky 0, a tedy je separabilńı.

Daľśı pojem, který je nutno zavést, je normálńı rozš́ı̌reńı:

Definice 3.0.4. Necht’ K ⊆ L je algebraické rozš́ıřeńı těles. Řı́káme, že toto rozš́ıřeńı je
normálńı, pokud pro každý prvek α ∈ L plat́ı, že v L lež́ı všechny kořeny minimálńıho
polynomu α nad K.

Normálńı rozš́ı̌reńı je tedy např. Q ⊆ Q(i), jelikož v Q(i) je s každým prvkem a +
bi, a, b ∈ Q, b 6= 0 obsažen i prvek a− bi, což je druhý kořen minimálńıho polynomu a+ bi
nad Q. Naproti tomu rozš́ı̌reńı Q( 3

√
2) normálńı neńı, protože obsahuje pouze jeden kořen

polynomu x3 − 2, tedy minimálńıho polynomu prvku 3
√

2 nad Q (druhé dva kořeny jsou
imaginárńı a těleso Q( 3

√
2) se skládá pouze z reálných č́ısel).
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Galoisova teorie popisuje svou hlavńı větou vlastnosti tzv. Galoisových rozš́ı̌reńı, což
jsou právě konečná separabilńı normálńı rozš́ı̌reńı. My se budeme zabývat pouze rozš́ı̌reńımi
tělesa racionálńıch č́ısel, pro která je předpoklad separability splněn vždy (s obecněǰśım
př́ıstupem je možno se setkat např. v [5]). Budou nás tedy převážně zaj́ımat tělesa K a L
taková, že Q ⊆ K ⊆ L ⊆ C a K ⊆ L je konečné – tedy i algebraické – rozš́ı̌reńı.

Než se dostaneme k samotné Galoisově teorii, je potřeba se věnovat automorfismům
daného rozš́ı̌reńı. Dále se seznámı́me s hlavńı větou Galoisovy teorie a jej́ımi d̊usledky.
Nakonec se pod́ıváme na aplikace Galoisovy teorie v př́ıpadě kruhových těles, což budeme
potřebovat v šesté kapitole.

3.1 Automorfismy a vnořeńı

Budeme se nyńı zabývat automorfismy daného rozš́ı̌reńı těles. Připomeňme nejprve,
co to automorfismus je:

Definice 3.1.1. Necht’ K je těleso. Zobrazeńı ϕ : K → K nazýváme automorfismus tělesa
K, pokud je to bijektivńı homomorfismus.

Můžeme tedy ř́ıci, že automorfismus je izomorfismus tělesa s ńım samotným. Množina
všech automorfismů tělesa K s operaćı skládáńı je jistě grupa: to hned vid́ıme, uvědomı́me-
li si, že na automorfismus můžeme nahĺıžet jako na permutaci prvk̊u K, která je zároveň
homomorfismem okruh̊u. Tuto grupu znač́ıme Aut(K).

Nežli definujeme grupu automorfismů dané rozš́ı̌reńı, zaved’me následuj́ıćı názvoslov́ı:

Definice 3.1.2. Necht’ M,N,X jsou množiny, M ⊆ N . Necht’ ϕ : M → X, f : N → X
jsou zobrazeńı a pro všechna m ∈ M plat́ı f(m) = ϕ(m). Pak ř́ıkáme, že zobrazeńı ϕ je
zúžeńı (neboli restrikce) zobrazeńı f na množinu M (znač́ıme ϕ = f

∣∣
M

).

Definice 3.1.3. Necht’ L,L′ jsou libovolná tělesa, K jejich společné podtěleso, ϕ : L→ L′

je homomorfismus. Pokud pro všechna a ∈ K plat́ı ϕ(a) = a, ř́ıkáme, že ϕ fixuje těleso K.

Tedy např́ıklad zobrazeńı τ : C → C zadané pro libovolná a, b ∈ R předpisem τ(a+
+bi) = a− bi fixuje těleso reálných č́ısel.

Definice 3.1.4. Necht’ K ⊆ L je rozš́ıřeńı těles. Pak libovolný automorfismus tělesa L,
který fixuje těleso K, nazýváme automorfismem rozš́ıřeńı K ⊆ L. Množinu takovýchto
automorfism̊u znač́ıme Aut(L/K).

Množina Aut(L/K) je tedy podmnožinou Aut(K). Přidáme-li k oběma množinám
operaci skládáńı, vid́ıme, že Aut(L/K) je dokonce podgrupa grupy Aut(K).

Abychom grupu Aut(L/K) mohli studovat, zaměř́ıme se na obecněǰśı objekt, j́ımž je
vnořeńı. Budeme-li v následuj́ıćım mluvit o tělesech K a L, budeme t́ım vždy myslet tělesa
taková, že K ⊆L je konečné rozš́ı̌reńı a nav́ıc Q⊆K ⊆L⊆C. Jiná tělesa budeme značit
jinými ṕısmeny.

Nejprve připomeňme definici vnořeńı:
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Definice 3.1.5. Necht’ R, S jsou okruhy. Pak homomorfismus σ : R → S nazýváme
vnořeńı R do S, pokud je injektivńı.

Je d̊uležité si uvědomit, že na libovolné vnořeńı můžeme nahĺıžet také jako na izomor-
fismus R → σ(R), kde σ(R) = {σ(a)|a ∈ R}⊆S. Nav́ıc si všimněme, že pokud jsou R, S
tělesa, tak je každý homomorfismus mezi nimi vnořeńı: je-li ϕ : R → S homomorfismus,
pak kerϕ je ideál tělesa R, tedy bud’ kerϕ = {0} a ϕ je tedy injektivńı, nebo kerϕ = R,
ale v tom př́ıpadě ϕ(1) = 0, což je ve sporu s t́ım, že ϕ je homomorfismus okruh̊u.

Uvědomme si, že každý automorfismus je zároveň vnořeńı. Automorfismus je totiž bijek-
tivńı homomorfismus, je to tedy také injektivńı homomorfismus, a tud́ıž vnořeńı. Označ́ıme-
li si V(L) množinu všech vnořeńı tělesa L do komplexńıch č́ısel a V(L/K) množinu všech
vnořeńı L do C fixuj́ıćıch K (pozor, už to spolu se skládáńım nemuśı být grupy, protože
obecně vnořeńı nemůžeme skládat), plat́ı inkluze Aut(L) ⊆ V(L), Aut(L/K) ⊆ V(L/K).

Budeme se nyńı zabývat počtem vnořeńı L do komplexńıch č́ısel a jejich vztahem
k vnořeńım tělesa K do C.

Věta 3.1.6. Necht’ K ⊆ L je algebraické rozš́ıřeńı těles, σ : L→ C je vnořeńı, které fixuje
těleso K. Pak pro libovolné α ∈ L plat́ı, že σ(α) je kořenem minimálńıho polynomu prvku
α nad K.

D̊ukaz. Necht’ f(x) = xn +an−1x
n−1 + ···+a1x+a0 je minimálńı polynom prvku α nad K.

Pak tedy plat́ı αn + an−1α
n−1 + ···+ a1α + a0 = 0. Potom ale

f(σ(α)) = (σ(α))n + an−1(σ(α))n−1 + ···+ a1σ(α) + a0

= (σ(α))n + σ(an−1)(σ(α))n−1 + ···+ σ(a1)σ(α) + σ(a0)

= σ(αn) + σ(an−1α
n−1) + ···+ σ(a1α) + σ(a0)

= σ(αn + an−1α
n−1 + ···+ a1α + a0)

= σ(0)

= 0.

Tedy σ(α) je kořen polynomu f .

Tato věta bude mı́t mnoho d̊usledk̊u. Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, jak celá si-
tuace vypadá; bude sice náročný, ale pomůže nám pochopit, co se v rozš́ı̌reńıch s vnořeńımi
a automorfismy děje. Než se do něj pust́ıme, vyslov́ıme následuj́ıćı lemma, které zjednoduš́ı
některé úvahy:

Lemma 3.1.7. Necht’ K ⊆K(α) je rozš́ıřeńı těles, α je algebraický nad K, [K(α) : K] = n.
Pak pokud pro nějaké σ1, σ2 ∈ V(K(α)/K) plat́ı σ1(α) = σ2(α), tak σ1 = σ2. Jinýmy slovy,
každý prvek množiny V(K(α)/K) je jednoznačně zadán t́ım, na co zobraźı prvek α.

D̊ukaz. Předpokládejme, že nějaké takové σ1, σ2 existuj́ı. Jelikož podle věty 2.0.7

K(α) = {a0 + a1α + ···+ an−1α
n−1|a0, ..., an−1 ∈ K},
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tak dostáváme pro každý prvek γ tělesa K(α)

σ1(γ) = σ1(a0 + a1α + ···+ an−1α
n−1)

= a0 + a1σ1(α) + ···+ an−1(σ1(α))n−1

= a0 + a1σ2(α) + ···+ an−1(σ2(α))n−1

= σ2(γ).

To jsme chtěli a d̊ukaz je hotov.

Př́ıklad 3.1.1. Určete grupy automorfismů a množiny vnořeńı v situaci, kdy jsou dána
tělesa Q( 3

√
2),Q(ω) a jejich kompozitum Q(ω, 3

√
2), kde ω = −1+i

√
3

2
je primitivńı třet́ı

odmocnina z jedné.

Zkoumejme nejprve těleso Q( 3
√

2) a hledejme prvky množiny V(Q( 3
√

2)/Q), tedy všechna
vnořeńı tělesa Q( 3

√
2) do komplexńıch č́ısel, která fixuj́ı racionálńı č́ısla. Vı́me, že každé ta-

kovéto zobrazeńı muśı prvku 3
√

2 přǐradit některý z kořen̊u minimálńıho polynomu tohoto
prvku nad Q, j́ımž, jak v́ıme, je polynom f(x) = x3 − 2.

Necht’ β je nějaký kořen polynomu f . Podle lemmatu 3.1.7 existuje nejvýše jedno
vnořeńı σ ∈ V(Q( 3

√
2)/Q) takové, že σ( 3

√
2) = β. Máme tedy tři potenciálńı prvky množiny

V(Q( 3
√

2)/Q):

σ1(a+ b
3
√

2 + c
3
√

2
2
) = a+ b

3
√

2 + c
3
√

2
2
,

σ2(a+ b
3
√

2 + c
3
√

2
2
) = a+ bω

3
√

2 + cω2 3
√

2
2
,

σ3(a+ b
3
√

2 + c
3
√

2
2
) = a+ bω2 3

√
2 + c(ω2 3

√
2)2 = a+ bω2 3

√
2 + cω

3
√

2
2
.

Poznamenejme, že σ1 je sice formálně zobrazeńı Q( 3
√

2)→ C, ale můžeme ho ztotožnit
s identitou tělesa Q( 3

√
2), protože pro všechna α ∈ Q( 3

√
2) plat́ı σ1(α) = id(α). Podobně

budeme ztotožňovat i některá daľśı zobrazeńı, která se lǐśı pouze takto formálně.
Lze si př́ımým výpočtem ověřit, že σ1, σ2, σ3 jsou opravdu homomorfismy Q( 3

√
2)→ C

a zjevně jsou injektivńı. Množina V(Q( 3
√

2)/Q) má tedy právě tři prvky, což, jak si můžeme
všimnout, je také stupeň rozš́ı̌reńı Q ⊆ Q( 3

√
2). Také vid́ıme, že obrazy těchto vnořeńı jsou

ve tvaru σ1(Q( 3
√

2)) = Q( 3
√

2), σ2(Q( 3
√

2)) = Q(ω 3
√

2), σ3(Q( 3
√

2)) = Q(ω2 3
√

2); tedy pouze
jedno z nich je zároveň automorfismus. Dostáváme tedy Aut(Q( 3

√
2)/Q) = {id}.

V př́ıpadě tělesa Q(ω) lze postupovat obdobným zp̊usobem. Minimálńı polynom prvku
ω nad Q je polynom g(x) = x2 +x+1. Máme tedy nejvýše dvě vnořeńı τ1, τ2 ∈ V(Q(ω)/Q).
Jistě τ1 = id. Kandidát na druhý prvek zobraźı č́ıslo ω na druhý kořen polynomu q(x), což je
ω2, jak můžeme vidět např. z Viètových vztah̊u (protože ω ·ω2 = 1, ω+ω2 = 1). Dostáváme
tedy zobrazeńı τ2 : a+ bω 7→ a+ bω2. Opět lze výpočtem ukázat, že τ2 je homomorfismus.
Nav́ıc τ2(Q(ω)) = Q(ω2) = Q(ω) (rovnost plyne z toho, že ω = (ω2)2 ∈ Q(ω2)). Tud́ıž je τ2

nejen vnořeńı, ale dokonce automorfismus. Dostáváme tedy Aut(Q(ω)/Q) = V(Q(ω)/Q).
Obě množiny nav́ıc opět maj́ı tolik prvk̊u, kolik je stupeň daného rozš́ı̌reńı.
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Nyńı se pod́ıvejme, co se stane v kompozitu obou těles – uvědomme si, že je to těleso

tvaru Q(ω, 3
√

2) = {a+ b 3
√

2 + c 3
√

2
2
+dω+ eω 3

√
2 + fω 3

√
2

2|a, b, c, d, e, f ∈ Q} a [Q(ω, 3
√

2) :
Q] = 6. To plyne např. z toho, že báze vektorového prostoru Q( 3

√
2) nad Q, tj. množina

{1, 3
√

2, 3
√

2
2}, je linárně nezávislá nad Q(ω) (můžeme tedy zohlednit poznámku 2.0.2).

Úvahou analogickou k té, j́ıž jsme dokázali lemma 3.1.7, můžeme ukázat, že libovolné
vnořeńı ψ ∈ V(Q(ω, 3

√
2)/Q) je jednoznačně určeno t́ım, kam zobraźı prvky 3

√
2 a ω. Nav́ıc

libovolná restrikce tohoto vnořeńı je jistě také vnořeńı (injektivńı homomorfismus nemůže
přestat být injektivńım homomorfismem jen proto, že mu zmenš́ıme definičńı obor). Tedy
ψ
∣∣
Q( 3√2)

∈ V(Q( 3
√

2)/Q) a ψ
∣∣
Q(ω)
∈ V(Q(ω)/Q). Máme tedy 3 · 2 = 6 možnost́ı, jak zvolit

ψ, a proto |V(Q(ω, 3
√

2)/Q)| ≤ 6. Ukážeme, že plat́ı rovnost.
Zvažme zobrazeńı σ : Q(ω, 3

√
2) → C, které fixuje Q(ω) a prvek 3

√
2 zobraźı na ω 3

√
2.

Př́ımým (ale zdlouhavým) výpočtem si můžeme ověřit, že se jedná nejen o vnořeńı, ale
dokonce o automorfismus! Nav́ıc je to v grupě Aut(Q(ω, 3

√
2)/Q) prvek řádu 3, protože

σ2( 3
√

2) = ω2 3
√

2, σ2(ω) = ω ⇒ σ2 6= id a σ3( 3
√

2) = ω3 3
√

2 = 3
√

2, σ3(ω) = ω ⇒ σ3 = id.
Tedy 3

∣∣|Aut(Q(ω, 3
√

2)/Q)|.
Dále uvažujme zobrazeńı τ : Q(ω, 3

√
2) → C, které fixuje Q( 3

√
2) a prvek ω zobraźı

na ω2. Opět si můžeme ověřit, že je to automorfismus, tentokrát řádu 2, jelikož τ 2( 3
√

2) =
= 3
√

2, τ 2(ω) = ω4 = ω. Tedy 2
∣∣|Aut(Q(ω, 3

√
2)/Q)|.

Dohromady tedy 6 děĺı počet prvk̊u grupy automorfismů rozš́ı̌reńı Q⊆Q(ω, 3
√

2). Spolu
s předchoźım pak 6 ≤ |Aut(Q(ω, 3

√
2)/Q)| ≤ |V(Q(ω, 3

√
2)/Q)| ≤ 6.

To nám dává Aut(Q(ω, 3
√

2)/Q) = V(Q(ω, 3
√

2)/Q) = 〈σ, τ〉 , |Aut(Q(ω, 3
√

2)/Q)| =
6 = [Q(ω, 3

√
2) : Q]. Co o této grupě můžeme ř́ıci? Všimněme si, že každý jej́ı prvek nějak

permutuje tř́ıprvkovou množinu { 3
√

2, ω 3
√

2, ω2 3
√

2} (jedná se o kořeny polynomu x3 − 2).
Můžeme se tedy na σ d́ıvat jako na trojcyklus a na τ jako na transpozici a dostáváme
Aut(Q(ω, 3

√
2)/Q) ∼= S3. Podle vědomost́ı o této grupě můžeme psát

Aut(Q(ω,
3
√

2)/Q) = {id, σ, σ2, τ, στ, σ2τ}

a můžeme sestavit mulitplikativńı tabulku této grupy:

id σ σ2 τ στ σ2τ

id id σ σ2 τ στ σ2τ
σ σ σ2 id σ2τ τ στ
σ2 σ2 id σ στ σ2τ τ
τ τ στ σ2τ id σ σ2

στ στ σ2τ τ σ2 id σ
σ2τ σ2τ τ στ σ σ2 id

Na tomto př́ıkladě jsme vypozorovali několik zaj́ımavých fakt̊u, jež by bylo možné
zobecnit. Předevš́ım si nyńı položme následuj́ıćı otázky: plat́ı vždy |V(L/K)| = [L : K]? A
obecněji, rozšǐruje se každé vnořeńı K → C na právě [L : K] vnořeńı L→ C?

Abychom na tyto otázky mohli odpovědět, uved’me nejprve bez d̊ukazu následuj́ıćı větu:
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Věta 3.1.8. Necht’ F, F ′ jsou tělesa, ψ : F → F ′ je jejich izomorfismus, p ∈ F [x] je
ireducibilńı polynom. Necht’ Ψ : F [x]→ F ′[x] je izomorfismus indukovaný izomorfismem ψ
na koeficientech, tedy

Ψ(anx
n + ···+ a1x+ a0) = ψ(an)xn + ···+ ψ(a1)x+ ψ(a0)

pro libovolné an, ..., a0 ∈ F . Označme p′ = Ψ(p). Necht’ α je kořenem polynomu p v alge-
braickém uzávěru tělesa F , β je kořenem p′ v algebraickém uzávěru tělesa F ′; existuj́ı tedy
tělesa F (α), F ′(β). Pak existuje – a to jediný – izomorfismus ϕ : F (α) → F ′(β) splňuj́ıćı
ϕ(a) = ψ(a) pro všechna a ∈ F a nav́ıc ϕ(α) = β.

Ve speciálńım př́ıpadě, kdy F = F ′ = K, ψ = id a p je minimálńı polynom α nad K,
dostáváme jako d̊usledek lemma 3.1.7.

Na větu 3.1.8 se můžeme pod́ıvat ještě poněkud jinou optikou: pokud F, F ′ jsou
podtělesa komplexńıch č́ısel, můžeme se na izomorfismus ψ d́ıvat jako na vnořeńı F do
komplexńıch č́ısel, tedy prvek množiny V(F ). Také izomorfismy ϕ : F (α) → F ′(β) pak
můžeme pokládat za vnořeńı F (α)→ C. Potom tedy dostáváme následuj́ıćı d̊usledek:

Důsledek 3.1.9. Necht’ L = K(α). Pak se každé vnořeńı tělesa K do komplexńıch č́ısel
rozšiřuje na [L : K] vnořeńı L do komplexńıch č́ısel.

D̊ukaz. Z textu výše je zřejmé, že každé vnořeńı K → C se rozšǐruje na tolik vnořeńı
L → C, kolik je kořen̊u polynomu p′ = Ψ(p). Vzhledem k tomu, jak je tento polynom
definován, má právě tolik kořen̊u, kolik jich má polynom p. To je ale minimálńı polynom
α nad K, má tedy právě [K(α) : K] = [L : K] kořen̊u.

Dostáváme tedy kladnou odpověd’ naše otázky ve speciálńım př́ıpadě L = K(α).
Uvědomme si nav́ıc, že každé vnořeńı L→ C je rozš́ı̌reńım nějakého vnořeńı K → C. Plat́ı
tedy |V(K(α))| = [K(α) : K] · |V(K)|.

Nyńı tuto situaci zobecńıme. K tomu nám poslouž́ı d̊usledek 3.1.9 s pomoćı matematické
indukce.

Věta 3.1.10. Necht’ K ⊆ L je konečné rozš́ıřeńı, Q ⊆ K ⊆ L ⊆ C. Pak se každé vnořeńı
tělesa K do komplexńıch č́ısel rozšiřuje na právě [L : K] vnořeńı tělesa L do komplexńıch
č́ısel.

D̊ukaz. Budeme postupovat matematickou indukćı podle stupně rozš́ı̌reńı K ⊆ L. Pokud
[L : K] = 1, tak L = K a tvrzeńı je zřejmé. Předpokládejme tedy nyńı, že [L : K] = n, n > 1
a že pro všechna tělesa M , K ⊆M ⊆ L, [L : M ] < [L : K], tvrzeńı plat́ı, tedy každý prvek
V(M) se rozšǐruje na [L : M ] prvk̊u množiny V(L).

Zvolme si libovolný prvek α ∈ LrK. Pak jistě K ⊆ K(α) ⊆ L, [L : K(α)] < [L : K],
tedy z indukčńıho předpokladu plat́ı, že každý prvek V(K(α)) se rozšǐruje na [L : K(α)]
prvk̊u V(L).
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Z d̊usledku 3.1.9 však v́ıme, že každý prvek V(K) se rozšǐruje na [K(α) : K] prvk̊u
V(K(α)). Ve spojeńı s předchoźım tedy dostáváme, že každý prvek V(K) se rozšǐruje
na [L : K(α)][K(α) : K] = [L : K] prvk̊u V(L). To jsme ale chtěli dokázat.

Dostáváme tedy kladnou odpověd’ na naše otázky, speciálně:

Důsledek 3.1.11. Existuje právě [L : K] vnořeńı tělesa L do komplexńıch č́ısel, která
fixuj́ı těleso K.

Zobecnili jsme tedy pozorováńı z př́ıkladu 3.1.1. Jelikož každý automorfismus je vnořeńı,
okamžitě dostáváme následuj́ıćı omezeńı:

Věta 3.1.12. Necht’ K ⊆L je konečné rozš́ıřeńı, Q⊆K ⊆L⊆Q. Pak |Aut(K/L)| ≤ [L :
K].

Nab́ıźı se otázka, kdy v této nerovnosti nastane rovnost. Aby se vnořeńı σ ∈ V(L/K)
stalo automorfismem, muśı v L ležet obrazy všech prvk̊u z L – pro libovolný prvek α ∈ L je
ale σ(α) jedńım z kořen̊u minimálńıho polynomu α nad K. Aby tedy bylo σ prvkem grupy
Aut(L/K), muśı L s každým svým prvkem obsahovat také všechny kořeny minimálńıho
polynomu tohoto prvku nad K. To je ale přesně definice normálńıho rozš́ı̌reńı!

Zde již však hovoř́ıme o Galoisových rozš́ı̌reńıch:

Definice 3.1.13. Necht’ K ⊆L je konečné algebraické rozš́ıřeńı, Q⊆K ⊆L⊆C. Pak ř́ıká-
me, že toto rozš́ıřeńı je Galoisovo, pokud V(L/K) = Aut(L/K) neboli |Aut(L/K)| =
= [L : K]. Grupu Aut(L/K) pak nazýváme Galoisovou grupou roš́ıřeńı K ⊆L a znač́ıme
ji Gal(L/K).

Výše jsme již mohli vidět několik př́ıklad̊u: rozš́ı̌reńı Q⊆Q(ω, 3
√

2), Q⊆Q(ω) jsou
Galoisova, zat́ımco rozš́ı̌reńı Q⊆Q( 3

√
2) neńı.

Ukázali jsme si, že v př́ıpadě konečného rozš́ı̌reńı K ⊆L, Q⊆K ⊆L⊆C, je normálnost
tohoto rozš́ı̌reńı nutná podmı́nka k tomu, aby bylo Galoisovo. V obecném př́ıpadě je nutno
požadovat ještě separabilitu daného rozš́ı̌reńı, která je v námi diskutovaném př́ıpadě auto-
matická. Obecně plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 3.1.14. Necht’ K ⊆L je konečné (tedy i algebraické) rozš́ıřeńı těles. Pak následuj́ıćı
podmı́nky jsou ekvivalentńı:

1. K ⊆L je Galoisovo (tedy |Aut(L/K)| = [L : K]),

2. L je rozkladové těleso nějakého separabilńıho polynomu f ∈ K[x],

3. K ⊆L je separabilńı a normálńı.

V daľśı části se zaměř́ıme na hlavńı větu Galoisovy teorie, která dává do souvislosti
mezitělesa rozš́ı̌reńı s podgrupami Galoisovy grupy.
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3.2 Hlavńı věta Galoisovy teorie

Uvažujme libovolné rozš́ı̌reńı tělesK ⊆L. Pak tělesaM taková, žeK ⊆M ⊆L, nazýváme
mezitělesa rozš́ı̌reńı K ⊆L. V př́ıpadě rozš́ı̌reńı Q⊆Q(ω, 3

√
2) jsme objevili např. mezitělesa

Q( 3
√

2),Q(ω) (a očividná mezitělesa Q,Q(ω, 3
√

2)), ale také Q(ω 3
√

2),Q(ω2 3
√

2). Nev́ıme
však, existuj́ı-li daľśı, popř. jakého jsou tvaru. Uvid́ıme, že v př́ıpadě Galoisových rozš́ı̌reńı
dokážeme elegantně popsat všechna mezitělesa daného rozš́ı̌reńı.

Uvažujme nyńı konečné rozš́ı̌reńı K ⊆L, ne nutně Galoisovo. Necht’ M je libovolné me-
zitěleso. Pak můžeme uvažovat grupu Aut(L/M), která je jistě podgrupa grupy Aut(L/K)
– pokud nějaký automorfismus fixuje M , tak t́ım sṕı̌se fixuje K ⊆M .

Mezitěles̊um tedy můžeme přǐradit některé podgrupy grupy automorfismů. Je tomu
však i naopak. Je-li H podgrupa grupy Aut(L/K), můžeme j́ı přǐradit tzv. fixńı podtěleso
Fix(H) = {a ∈ L|∀ϕ ∈ H : ϕ(a) = a}. Př́ıklad může být opět rozš́ı̌reńı Q⊆Q(ω, 3

√
2)

a podgrupa H = {id, τ}, kde τ je stejné jako v př́ıkladu 3.1.1– zřejmě Fix(H) = Q( 3
√

2).
Otázkou samozřejmě je, jestli je každé mezitěleso fixńım podtělesem nějaké grupy.

Prvńı d̊uležitý poznatek ohledně fixńıch podtěles v Galoisových rozš́ı̌reńıch je následuj́ıćı
ekvivalence:

Věta 3.2.1. Necht’ K ⊆L je algebraické rozš́ıřeńı těles. Pak je Galoisovo, právě když
Fix(Gal(L/K)) = K.

V rozš́ı̌reńıch, která nejsou Galoisova, by se mohlo stát, že by těleso Fix(Aut(L/K))
bylo mezitěleso větš́ı než K.

Poznámka 3.2.1. Připomeňme, že je-li M podmnožina nosné množiny nějaké grupy G,
zápisem 〈M〉 znač́ıme podgrupu grupy G generovanou množinou M (tedy pr̊unik všech
podgrup grupy G obsahuj́ıćıch M).

Uved’me nyńı hlavńı větu (konečné) Galoisovy teorie. Ta nám ř́ıká, že podgrupy Galoi-
sovy grupy a mezitělesa si jednoznačně odpov́ıdaj́ı:

Věta 3.2.2. Necht’ K ⊆ L je konečné Galoisovo rozš́ıřeńı, G = Gal(L/K). Označme
H = {H|H je podgrupa G}, M = {M |M je těleso, K ⊆ M ⊆ L}. Pak dvojice zobra-
zeńı H 7→ Fix(H), M 7→ Aut(L/M) jsou navzájem inverzńı bijekce mezi H a M (tzn.
Fix(Aut(L/M)) = M , Aut(L/Fix(H)) = H). Nav́ıc plat́ı:

1. Je-li M1 = Fix(H1),M2 = Fix(H2) pro libovolné H1, H2 ∈ H, pak:

(a) M1 ⊆M2 ⇔ H2 ⊆ H1,

(b) M1M2 = Fix(H1 ∩H2),

(c) M1 ∩M2 = Fix(〈H1 ∪H2〉);

2. je-li M = Fix(H), pak:
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(a) [L : M ] = |H|, [M : K] = |G/H|,
(b) M ⊆ L je vždy Galoisovo, Gal(L/M) = H,

(c) K ⊆ M je Galoisovo, právě když je H normálńı podgrupa G; v tom př́ıpadě
Gal(M/K) ∼= G/H (izomorfismus je dán restrikćı).

Zamysleme se nad t́ım, co nám tato věta vlastně ř́ıká. Zásadńı informaćı je, že podgrupy
a mezitělesa si jednoznačně odpov́ıdaj́ı; to však neńı všechno. Tvrzeńı 1 nám sděluje, jakým
zp̊usobem si přesně tyto objekty odpov́ıdaj́ı – v kostce to můžeme popsat jako

”
č́ım větš́ı

podgrupa, t́ım menš́ı mezitěleso,“ což neńı překvapivé vzhledem k Fix(Gal(L/K)) = K,
Fix({id}) = L. Tvrzeńı 2 nám pak ř́ıká v́ıce o vztahu tělesa M k těles̊um L a K.

Nebudeme se dopodrobna zabývat d̊ukazem této věty, jelikož většina myšlenek pro
daľśı text neńı př́ılǐs př́ınosná; nicméně lze ř́ıci, že d̊ukaz tvrzeńı 1 a toho, že mezi H a M
jsou navzájem inverzńı bijekce, využ́ıvá převážně věty 3.1.14 a 3.2.1 a neńı př́ılǐs náročný.

Ukážeme si ale d̊ukaz tvrzeńı 2, protože ho budeme dále potřebovat (a také je poměrně
zaj́ımavý). Důkazy tvrzeńı (a) a (b) jsou poměrně jednoduché. Předpokládejme platnost
předchoźıch skutečnost́ı z hlavńı věty Galoisovy teorie. Nejprve ukážeme (b): jelikož K ⊆L
je Galoisovo, tak je L rozkladové těleso nějakého separabilńıho polynomu f ∈ K[x]. Ale
jelikož K ⊆M , tak také f ∈M [x] a L je zároveň rozkladové těleso polynomu z M [x] – tedy
M ⊆L je Galoisovo. Pak tedy Gal(L/M) = Aut(L/M) = Aut(L/Fix(H)) = H. Z toho

hned plyne (a): [L : M ] = |Gal(L/M)| = |H| a z Lagrangeovy věty [M : K] = [L:K]
[L:M ]

=
|G|
|H| = |G/H|.

Nyńı k tvrzeńı (c). Zavedeme zobrazeńı resM : V(L/K) → V(M/K) zadané jako
resM(σ) = σ

∣∣
M

, tedy každému vnořeńı přǐrad́ı jeho restrikci na M . Toto zobrazeńı je
korektńı, jelikož restrikćı injektivńıho homomorfismu vskutku dostaneme opět injektivńı
homomorfismus. Nav́ıc je to podle věty 3.1.10 surjekce.

Jelikož K ⊆L je Galoisovo, tak V(L/K) = G. Ukážeme, že jádro zobrazeńı resM je
přesně množina H. Jistě resM(H) = {idM}, jelikož H = Aut(L/M). A protože se idM
podle věty 3.1.10 rozšǐruje na právě [L : M ] = |H| prvk̊u množiny V(L/K), tak jsme podle
2(a) hotovi a H je opravdu jádro.

Uvažujme nyńı tř́ıdy rozkladu G/H. Pokud dva automorfismy σ, τ lež́ı v jedné tř́ıdě,
tak ze základ̊u teorie grup plat́ı τ = σψ pro vhodné ψ ∈ H. Pak ale pro všechna a ∈ M
plat́ı τ(a) = (σψ)(a) = σ(ψ(a)) = σ(idM(a)) = σ(a), jelikož ψ

∣∣
M

= idM . Tedy všech |H|
prvk̊u dané tř́ıdy rozkladu se zužuje na stejný prvek množiny V(M/K). Naopak ale podle
věty 3.1.10 plat́ı, že se každé σ ∈ V(M/K) rozšǐruje na |H| prvk̊u množiny V(L/K) = G.
Dohromady to znamená, že tř́ıdy rozkladu G/H a prvky množiny V(M/K) si jednoznačně
odpov́ıdaj́ı.

Z toho ale už dostáváme tvrzeńı (c) následuj́ıćım zp̊usobem:

K ⊆M je Galoisovo⇔ V(M/K) = Gal(M/K)

⇔ resM je homomorfismus grup

⇔ H = ker(resM) je normálńı podgrupa.
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Nav́ıc pokud je H normálńı, tak zjevně G/H ∼= Gal(M/K).

Poznámka 3.2.2. Pro Galoisovu teorii nekonečných rozš́ı̌reńı plat́ı podobná věta, jako
je věta 3.2.2. Zde si však mezitělesa neodpov́ıdaj́ı se všemi podgrupami Galoisovy grupy,
ale jen s některými. Aby se zjistilo, s kterými, je nutné zavést na Galoisově grupě jistou
topologii (tzv. Krullova topologie), kterou se z Galoisovy grupy vytvoř́ı tzv. topologická
grupa (to znamená, že grupová operace a operace brańı inverzńıho prvku jsou spojitá
zobrazeńı). Pak mezitělesa odpov́ıdaj́ı právě těm podgrupám Galoisovy grupy, které jsou
v této topologii uzavřené.

Dostat se k hlavńı větě Galoisovy teorie bylo vskutku náročné, ale přináš́ı to své
ovoce. Aplikaćı této věty je nepřeberné množstv́ı, mezi významné výsledky źıskané s po-
moćı Galoisovy teorie jsou např́ıklad kritéria řešitelnosti polynomiálńıch rovnic a nebo
konstruovatelnosti mnohoúhelńık̊u – významné jsou také aplikace v algebraické teorii č́ısel,
k nimž se dostaneme v daľśı kapitole. Nyńı však uved’me některé př́ıklady.

Př́ıklad 3.2.1. Necht’ m, n jsou libovolná r̊uzná celá č́ısla taková, že m,n /∈ {0, 1} a žádné
z nich neńı dělitelné druhou mocninou žádného prvoč́ısla. Popǐste rozš́ı̌reńı Q⊆Q(

√
m,
√
n).

Uvědomme si nejdř́ıve, že toto rozš́ı̌reńı je Galoisovo – je to rozkladové těleso separa-
bilńıho polynomu (x2−m)(x2−n). Abychom popsali toto rozš́ı̌reńı, zaměř́ıme se nejprve na
tělesa Q(

√
m),Q(

√
n); jistě je Q(

√
m,
√
n) kompozitum těchto těles (z definice, viz př́ıklad

2.0.1).
Rozš́ı̌reńı Q(

√
m) je Galoisovo, jelikož je to rozkladové těleso separabilńıho polynomu

x2 −m. Tedy Gal(Q(
√
m)/Q) je dvouprvková, obsahuje tedy identitu a prvek řádu dva.

Jelikož automorfismus zobrazuje prvky na kořeny jejich minimálńıho polynomu, označ́ıme-li
onen prvek řádu dva jako σm, dostáváme σm(

√
m) = −

√
m a tedy σm(a+b

√
m) = a−b

√
m

pro všechna a, b ∈ Q. Tedy Gal(Q(
√
m)/Q) = {ı, σm} ∼= Z /2Z. Jelikož jediné podgrupy

této grupy jsou celá grupa a triviálńı grupa, tak jediná mezitělesa rozš́ı̌reńı Q⊆Q(
√
m)

jsou tato dvě tělesa.
Analogickou situaci máme v př́ıpadě Q(

√
n), tentokrát prvek řádu 2 v Galoisově grupě

označ́ıme jako σn.
Nyńı se pod́ıvejme na jejich kompozitum – t́ım je těleso

Q(
√
m,
√
n) = {a+ b

√
m+ c

√
n+ d

√
m
√
n | a, b, c, d ∈ Q}.

To můžeme dokázat analogicky jako v př́ıkladu 2.0.1, který byl vlastně jen speciálńım
př́ıpadem této situace (jde tedy opět o to, že polynom x2−m je ireducibilńı nad Q(

√
n) a

naopak). Obdobně tedy dostáváme [Q(
√
m,
√
n) : Q] = 4.

Rozš́ı̌ŕıme-li na toto těleso automorfismy σm, σn předpisem σm :
√
m 7→ −

√
m,
√
n 7→√

n, přesněji

σm(a+ b
√
m+ c

√
n+ d

√
m
√
n) = a− b

√
m+ c

√
n− d

√
m
√
n
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a obdobně pro σn, vid́ıme, že jsou to opět automorfismy. Nav́ıc si uvědomme, že σmσn =
= σnσm. To si můžeme ověřit př́ımým výpočtem:

(σmσn)(a+ b
√
m+ c

√
n+ d

√
m
√
n) = σm(σn(a+ b

√
m+ c

√
n+ d

√
m
√
n))

= σm(a+ b
√
m− c

√
n− d

√
m
√
n)

= a− b
√
m− c

√
n+ d

√
m
√
n

= σn(a− b
√
m+ c

√
n− d

√
m
√
n)

= σn(σm(a+ b
√
m+ c

√
n+ d

√
m
√
n))

= (σnσm)(a+ b
√
m+ c

√
n+ d

√
m
√
n).

Protože Galoisova grupa rozš́ı̌reńı Q⊆Q(
√
m,
√
n) je čtyřprvková, dostáváme

Gal(Q(
√
m,
√
n)/Q) = 〈σm, σn〉 = {id, σm, σn, σmσn} ∼= (Z /2Z)× (Z /2Z).

Podgrupy této grupy můžeme vidět na diagramu ńıže:

{id, σm, σn, σmσn}

{id, σm} {id, σmσn} {id, σn}

{id}

Pod́ıvejme se na svaz mezitěles. Jistě Fix({idσm, σn, σmσn}) = Q a také Fix({id}) =
= Q(

√
m,
√
n). Dále rovněž Fix({id, σm}) = Q(

√
n), Fix({id, σn}) = Q(

√
m). Jak ale

popsat těleso Fix({id, σmσn})? Výše jsme ukázali, že (σmσn)(a+b
√
m+c

√
n+d

√
m
√
n) =

= a− b
√
m− c

√
n+ d

√
m
√
n. Tedy

Fix({id, σmσn}) = {α ∈ Q(
√
m,
√
n) | σmσn(α) = α}

= {(a+ b
√
m+ c

√
n+ d

√
m
√
n | b = c = 0, a, d ∈ Q}

= {a+ d
√
mn | a, d ∈ Q}

= Q(
√
mn).

Jiná mezitělesa již nejsou. Můžeme je vidět na diagramu ńıže:

Q(
√
m,
√
n)

Q(
√
m) Q(

√
mn) Q(

√
n)

Q
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Poznámka 3.2.3. Je-li dáno m,n stejně jako v předchoźım př́ıkladu, nazýváme tělesa
tvaru Q(

√
m) jako kvadratická a tělesa tvaru Q(

√
m,
√
n) jako bikvadratická.

Daľśım významným př́ıkladem jsou konečná tělesa. Sice jsme Galoisovu teorii odvo-
zovali pouze pro podtělesa komplexńıch č́ısel, ve větě 3.1.14 jsme si ale řekli podmı́nky
pro libovolné rozš́ı̌reńı. A lze ukázat, že každé konečné těleso je rozkladovým tělesem se-
parabilńıho polynomu xp

n − x ∈ (Z /pZ)[x] pro nějaké prvoč́ıslo p. Nemáme prostor zde
toto tvrzeńı dokázat, nicméně dokážeme alespoň, že je polynom xp

n−x separabilńı: pokud
by existoval nějaký jeho dvojnásobný kořen α ∈ Z /pZ, byl by to i kořen derivace tohoto
polynomu (xp

n−x)′ = [pn]px
pn−1− [1]p = [−1]p. Takovýto polynom ale žádné kořeny nemá,

spor.
Jelikož p i n můžeme volit libovolně, tak z vlastnost́ı rozkladového tělesa popsaných v

druhé kapitole plyne následuj́ıćı:

Věta 3.2.3. Pro libovolné prvoč́ıslo p a přirozené č́ıslo n existuje (až na izomorfismy)
právě jedno konečné těleso o pn prvćıch; budeme ho značit Fpn. Nav́ıc Z /pZ⊆Fpn je
Galoisovo rozš́ıřeńı stupně n.

Galoisova grupa tohoto rozš́ı̌reńı je až překvapivě dobře popsána:

Věta 3.2.4. Grupa Gal(Fpn/(Z /pZ)) je cyklická. Jej́ım generátorem je prvek φ s vlast-
nost́ı φ(a) = ap pro všechna a ∈ Fpn. Tento prvek nazýváme Frobeni̊uv automorfismus.

Toto d̊uležité tvrzeńı budeme v budoucnu potřebovat. Nemáme prostor je dokázat,
poznamenejme ale, že podrobněǰśı seznámeńı s konečnými tělesy je možno nalézt např.
v [2] a že je to velice zaj́ımavé téma.

3.3 Aplikace Galoisovy teorie na kruhová tělesa

Nejdř́ıve muśıme připomenout pojem n-tá odmocnina z jedné.

Definice 3.3.1. O komplexńım č́ısle ζ řekneme, že je n-tá odmocnina z jedné, pokud je to
některý z kořen̊u polynomu xn − 1. V př́ıpadě, že ζ neńı k-tá odmocnina z jedné pro žádné
přirozené k menš́ı než n, ř́ıkáme, že ζ je primitvńı n-tá odmocnina z jedné.

OznačmeMn množinu n-tých odmocnin z jedné. Pak např.M2 = {−1, 1}, přičemž −1
je primitivńı druhá odmocnina z jedné;M4 = {1,−1, i,−i} (kde i je imaginárńı jednotka)
a z toho i,−i jsou primitivńı čtvrté odmocniny z jedné.

Připomeňme si zápis komplexńıho č́ısla v exponenciálńım a goniometrickém tvaru.
Definujme č́ıslo ζn jako ζn = e

2πi
n = cos(2π

n
) + i sin(2π

n
). Jistě ζn ∈ Mn, jelikož ζnn =

= e2πi = 1. Nav́ıc pro každé k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, jistě plat́ı ζk ∈ Mn. Zřejmě také pro
každé i, j ∈ {1, 2, ...n}, i 6= j, plat́ı ζ in 6= ζjn. Z toho plynou dva poznatky: zaprvé, pro
každé n ∈ N existuje alespoň jedna primitivńı n-tá odmocnina z jedné, a to ζn; zadruhé
Mn = {ζn, ζ2

n, ..., ζ
n
n}.

O primitivńıch n-tých odmocninách můžeme ř́ıct následuj́ıćı:
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Lemma 3.3.2. Necht’ k ∈ Z, 1 ≤ k < n. Prvek ζkn je primitivńı n-tá odmocnina z jedné,
právě když nsd(k, n) = 1.

D̊ukaz. Pokud nsd(k, n) = d > 1, tak k
n

= q
p
, kde p = n

d
< n, q = k

d
< k jsou nesoudělná

celá č́ısla. Potom (ζkn)p = e
2πi
n
·kp = e2πi·q = 1q = 1, tedy ζkn je p-tá odmocnina z jedné.

Jelikož p < n, tak ζkn neńı primitivńı n-tá odmocnina z jedné.

Pokud nsd(k, n) = 1, tak pro každé a ∈ Z, 1 ≤ a < n dostáváme (ζkn)a = e
2πi
n
·ka.

Uvědomme si, že se tento výraz rovná jedné, právě když ak
n
∈ Z; to je zřejmé. Ale jelikož

nsd(k, n) = 1 a a < n, ζkn pro žádné a < n neńı a-tá odmocnina z jedné. Z definice je to
tedy primitivńı n-tá odmocnina z jedné.

Máme tedy právě ϕ(n) primitivńıch n-tých odmocnin z jedné, kde ϕ je Eulerova funkce.
Neńı těžké ukázat následuj́ıćı větu:

Věta 3.3.3. Množina Mn tvoř́ı pro každé n spolu s operaćı násobeńı grupu. Tato grupa je
dokonce cyklická a jej́ım generátorem je libovolná primitivńı n-tá odmocnina z jedné.

D̊ukaz. Nejprve je třeba ukázat, že násobeńı je operace na množiněMn. Necht’ α, β ∈Mn.
Pak (α ·β)n−1 = αn ·βn−1 = 1 ·1−1 = 0, tj. pro libovolné prvkyMn lež́ı v této množině
i jejich součin, což jsme chtěli dokázat.

Asociativita operace násobeńı je zřejmá, v množině lež́ı i neutrálńı prvek, j́ımž je
prvek 1. Nav́ıc pro libovolné komplexńı č́ıslo ζ plat́ı 1 = (ζ · ζ−1)n = ζn ·(ζ−1)n, tedy pokud
ζ ∈ Mn, tak v této množině lež́ı i inverzńı prvek k ζ. T́ım jsme dokázali, že (Mn, ·) je
grupa.

Nyńı ukážeme, že Mn s násobeńım je dokonce cyklická. Jelikož |Mn| = 1, chceme
nalézt prvek řádu n. T́ım je ale z definice libovolná primitivńı n-tá odmocnina z jedné.
Důkaz je tedy hotov, jestliže pro každé n alespoň jedna primitivńı n-tá odmocnina existuje.
Výše jsme ale ukázali, že ano, totiž č́ıslo ζn.

V př́ıpadě n = 4 máme ζ4 = i a vskutku vid́ıme i1 = 1, i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1, stejně
tak (−i)1 = −i, (−i)2 = −1, (−i)3 = i, (−i)4 = 1.

Nyńı můžeme definovat n-té kruhové těleso.

Definice 3.3.4. Necht’ n ∈ N, ζn = e
2πi
n je primitivńı n-tá odmocnina z jedné. Pak tělesu

Q(ζn) ř́ıkáme n-té kruhové těleso.

Hovoř́ıme-li tedy o kruhovém tělese, je řeč o nějakém jednoduchém rozš́ı̌reńı ra-
cionálńıch č́ısel. Můžeme uvést některé př́ıklady: prvńı i druhé kruhové těleso je rovno
Q, čtvrté kruhové těleso je Q(i), osmé kruhové těleso je tvaru Q(

√
2

2
+ i

√
2

2
) = Q(i,

√
2).

Jednoduše lze ukázat d̊uležité tvrzeńı:

Věta 3.3.5. Rozš́ıřeńı Q⊆Q(ζn) je Galoisovo.
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D̊ukaz. Jelikož ζn ∈ Q(ζn), tak podle věty 3.3.3 Mn ∈ Q(ζn). Polynom xn − 1 se tedy
v Q(ζn) rozkládá na součin lineárńıch činitel̊u a jelikož Q(ζn) je nejmenš́ı těleso obsahuj́ıćı
Q a ζn, je to rozkladové těleso tohoto polynomu. Jelikož se jedná o separabilńı polynom,
tvrzeńı je dokázáno.

Předchoźı větu jsme dokázali, aniž bychom explicitně znali minimálńı polynom f(x)
prvku ζn nad Q. Lze však ukázat, že f(x) je ve skutečnosti tzv. n-tý kruhový polynom, jenž
je tvaru

Φn(x) =
∏

1≤k<n
nsd(n,k)=1

(x− ζkn).

Vid́ıme, že je to polynom stupně ϕ(n), kde ϕ je Eulerova funkce, tedy dostáváme
[Q(ζn) : Q] = ϕ(n). Je možné ukázat, že n-tý kruhový polynom má vždy nejen racionálńı,
ale dokonce i celoč́ıselné koeficienty, což se bude hodit v daľśı kapitole.

Daľśı užitečná informace je, že kruhová tělesa jsou až na jeden př́ıpad navzájem r̊uzná.
Obecně lze ukázat, že pro dvě r̊uzná přirozená č́ısla m < n jsou tělesa Q(ζm) a Q(ζn)
stejná, právě když je m liché a n = 2m. Př́ıkladem mohou být tělesa Q(ζ3) a Q(ζ6).

Jelikož ζ3 = cos(2π
3

) + i sin(2π
3

) = −1
2

+ i
√

3
2

, dostáváme Q(ζ3) = Q(i
√

3). Stejně tak ale

jelikož ζ6 = 1
2

+ i
√

3
2

, tak Q(ζ6) = Q(i
√

3) = Q(ζ3).

Kruhová tělesa jsou velmi významným objektem s rozsáhlou teoríı i mnoha aplikacemi,
na něž v této práci bohužel neńı mnoho mı́sta (mnohem, mnohem v́ıce je možno se dozvědět
ve [7]). Přesto je na mı́stě zmı́nit alespoň pár zaj́ımavost́ı. Věta Kroneckera a Webera ř́ıká,
že pro každé konečné abelovské rozš́ı̌reńı Q⊆K – tzn. je to konečné Galoisovo rozš́ı̌reńı s
komutativńı Galoisovou grupou – je K podtěleso některého kruhového tělesa. Jedná se o
velmi hluboký výsledek algebraické teorie č́ısel. Kruhová tělesa tělesa hraj́ı také významnou
roli v d̊ukazech dvou známých tvrzeńı. Prvńım z nich je Velká Fermatova věta, která ř́ıká,
že pro přirozená n větš́ı než 2 rovnice xn + yn = zn nemá celoč́ıselná řešeńı. Větu je možno
d́ıky kruhovým těles̊um dokázat pro velkou skupinu prvoč́ısel, bohužel nekonečně mnoho
daľśıch prvoč́ısel odolávalo celkem takřka 350 let. Druhým z nich je Catalanova domněnka,
která ř́ıká, že jediné celoč́ıselné řešeńı rovnice xa − yb = 1 pro a, b > 1, x, y > 0 je tvaru
32−23 = 1. Kompletńı d̊ukaz tohoto tvrzeńı z roku 2002 použ́ıvá některé hluboké výsledky
teorie kruhových těles.

Nám však bude z teorie kruhových těles stačit pouze několik informaćı, a to předevš́ım
popis Galoisovy grupy Gal(Q(ζn)/Q). Vı́me, že prvky této grupy jsou automorfismy tělesa
Q(ζn) fixuj́ıćı Q, a tedy každý z nich zobraźı ζn na některý z kořen̊u minimálńıho polynomu
prvku ζn nad tělesem Q. T́ım je Φn a jeho kořeny jsou tvaru ζkn pro k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n,
nsd(n, k) = 1. Pro všechna taková k označme σk automorfismus takový, že σk(ζn) = ζkn.

Za těchto předpoklad̊u můžeme vyslovit následuj́ıćı větu:

Věta 3.3.6. Necht’ Q(ζn) je n-té kruhové těleso. Pak

Gal(Q(ζn)/Q) ∼= (Z /nZ)∗,
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tedy Galoisova grupa rozš́ıřeńı Q⊆Q(ζn) je izomorfńı s multiplikativńı grupou jednotek
okruhu Z /nZ. Izomorfismus φ : (Z /nZ)∗ → Gal(Q(ζn)/Q) je dán předpisem [k]n 7→ σk
pro všechna k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, nsd(n, k) = 1.

D̊ukaz. Jelikož prvky množiny (Z /nZ)∗ jsou právě zbytkové tř́ıdy modulo n tvaru [k]n
pro všechna k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, nsd(n, k) = 1, je [k]n 7→ σk bijekce. Zbývá ukázat, že je to
homomorfismus. Plat́ı φ([a]n)◦φ([b]n) = σa◦σb (◦ znač́ı operaci skládáńı automorfismů). Ale
(σa ◦σb)(ζn) = σa(σb(ζn)) = σa(ζ

b
n) = (σa(ζn))b = (ζan)b = ζabn = σab(ζn), tedy σa ◦σb = σab.

Z toho dostáváme φ([a]n) ◦ φ([b]n) = φ([ab]n), tedy φ je opravdu homomorfismus a d̊ukaz
je hotov.

Galoisovu grupu rozš́ı̌reńı Q⊆Q(ζn) tedy můžeme popsat pomoćı objektu, který
je nám dobře známý. Tedy např́ıklad Gal(Q(ζ8)/Q) je izomorfńı s grupou (Z /8Z)∗.
Ta se skládá ze tř́ı prvk̊u řádu dva a neutrálńıho prvku, je tedy izomorfńı s grupou
Z /2Z×Z /2Z. To odpov́ıdá poznatku, že Q(ζ8) je vlastně bikvadratické těleso Q(i,

√
2).

Poznámka 3.3.1. Zaj́ımavá situace nastává, pokud uvažujeme těleso Q(ζp), kde p je liché
prvoč́ıslo. Dostáváme totiž Gal(Q(ζp)/Q) ∼= (Z /pZ)∗, což je cyklická grupa řádu p − 1.
Pomoćı teorie grup umı́me popsat veškeré jej́ı podgrupy: pro každé kladné d, které děĺı p−1,
máme právě jednu podgrupu Hd indexu d (tj. |(Z /pZ)∗/Hd| = d). Nav́ıc Hd1 ⊆Hd2 , právě
když d1 | d2. Vzhledem k hlavńı větě Galoisovy teorie tedy vid́ıme, že mezitělesa rozš́ı̌reńı
Q⊆Q(ζp) jsou tvaru Fd = Fix(Hd) (např. F1 = Q, Fp−1 = Q(ζp)) a nav́ıc Fd1 ⊆Fd2 , právě
když d1 | d2.

Jelikož p − 1 je sudé, jedno z mezitěles rozš́ı̌reńı Q⊆Q(ζp) je kvadratické těleso.
Následuj́ıćı věta ř́ıká, jakého je tvaru:

Věta 3.3.7. Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Pak p-té kruhové těleso obsahuje kvadratické těleso
Q(
√
p∗) kde p∗ = (−1)

p−1
2 .

Toto tvrzeńı, které se nám podař́ı dokázat v části 6.2, bude hrát významnou roli v
d̊ukazu zákona kvadratické reciprocity.

V této kapitole jsme se seznámili s Galoisovou teoríı, od jej́ıho vybudováńı přes hlavńı
větu až po některé aplikace; nakonec jsme si ukázali některé vlastnosti kruhových těles.
Galoisovu teorii budeme potřebovat v daľśı kapitole, abychom ji aplikovali na prvoideály
jistých algebraických rozš́ı̌reńı racionálńıch č́ısel a zavedli pojem dekompozičńı grupa –
což neńı nic jiného než podgrupa Galoisovy grupy. Kruhová tělesa a dekompozičńı grupu
nakonec využijeme k d̊ukazu zákona kvadratické reciprocity.
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Kapitola 4

Algebraická teorie č́ısel

Když v roce 1637 slavný matematik Pierre de Fermat uveřejnil svoji domněnku, že
rovnice xn + yn = zn, x, y, z, n ∈ N nemá řešeńı, nevěděl, že t́ım nastoluje budoućım
generaćım matematik̊u problém, který budou řešit přes 350 let. Snaha dokázat Fermatovu
domněnku, dnes známou pod názvem Velká Fermatova věta, položila základ celého nového
odvětv́ı matematiky – algebraické teorie č́ısel. Tato oblast je v dnešńı době velice rozvinutá
a má mnoho zaj́ımavých aplikaćı – dnes předevš́ım v kryptografii.

V následuj́ıćım textu se seznámı́me se základy algebraické teorie č́ısel a po jejich
vybudováńı se budeme dále zabývat rozkladem ideál̊u v č́ıselných tělesech. Na naše výsledky
pak budeme aplikovat Galoisovu teorii.

4.1 Č́ıselná tělesa a množina OK

Jak podle názvu nepřekvaṕı, algebraická teorie č́ısel pracuje převážně s algebraickými
č́ısly, a to nad tělesem racionálńıch č́ısel. Proto pokud nebude řečeno jinak, v následuj́ıćım
textu bude pod pojmem algebraické č́ıslo myšleno č́ıslo algebraické nad Q.

Tělesa algebraických č́ısel, jež nás budou zaj́ımat, nazýváme č́ıselná tělesa:

Definice 4.1.1. Necht’ K je konečné (a tedy i algebraické) rozš́ıřeńı racionálńıch č́ısel.
Pak ř́ıkáme, že K je č́ıselné těleso.

Nyńı nás bude zaj́ımat jistá podmnožina algebraických č́ısel, které ř́ıkáme celá alge-
braická č́ısla:

Definice 4.1.2. Necht’ α ∈ C. Řekneme, že α je celé algebraické č́ıslo, pokud je kořenem
nějakého normovaného polynomu s celoč́ıselnými koeficienty.

Př́ıkladem celých algebraických č́ısel mohou být např́ıklad č́ısla tvaru
√
m pro všechna

m ∈ Z, dále např́ıklad č́ıslo ζn = e
2πi
n definované v předchoźı kapitole (je vždy kořenem

normovaného polynomu xn−1 ∈ Z[x]). Obecně je určitě každé celé algebraické č́ıslo zároveň
algebraické. Naopak to ale být nemuśı, jak si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladě:
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Př́ıklad 4.1.1. Ukažte, že č́ıslo
√

3
2

je algebraické, ale neńı celé algebraické.

Jedná se o algebraické č́ıslo, jelikož je kořenem polynomu x2− 3
4
. Ukážeme sporem, že

celé algebraické č́ıslo to neńı. Předpokládejme tedy, že ano, tedy existuje polynom

f(x) = xn + an−1x
n−1 + ···+ a1x+ a0; a0, ..., an−1 ∈ Z

takový, že f(3
4
) = 0. Plat́ı tedy (

√
3

2
)n + an−1(

√
3

2
)n−1 + ···+ a1(

√
3

2
) + a0 = 0. Vynásob́ıme

rovnost č́ıslem 2n, abychom na levé straně dostali celoč́ıselné koeficienty:

(
√

3)n + 2an−1(
√

3)n−1 + ···+ 2n−1a1(
√

3) + 2na0 = 0.

T́ım dostáváme rovnost (pokud polož́ıme an = 1) A+B
√

3 = 0, kde

A =
n∑
i=0

i je sudé

(
√

3)iai2
n−i ∈ Z,

B =
n∑
i=0

i je liché

(
√

3)i−1ai2
n−i ∈ Z .

Jelikož prvky 1,
√

3 jsou lineárně nezávislé nad Q, dostáváme A = B = 0. Nyńı si
vybereme jedno z č́ısel A,B podle parity n a demonstrujeme spor. Pokud je n sudé, tak
z 2 | 0 = A dostáváme 2|(

√
3)nan2n−n = 3

n
2 (jelikož ostatńı sč́ıtance jsou sudé), což je spor.

V př́ıpadě, kdy je n liché, dostaneme obdobně spor na základě rovnosti B = 0.

U algebraických č́ısel jsme ukázali, že jsou nejen kořenem nějakého polynomu z Q[x],
ale vždy i nějakého normovaného a ireducibilńıho polynomu nad Q (t́ım je minimálńı poly-
nom). I u celých algebraických č́ısel lze ukázat, že jsou vždy kořenem nějakého normovaného
ireducibilńıho polynomu s celoč́ıselnými koeficienty, tj. že jejich minimálńı polynom vždy
lež́ı v Z[x]. Plyne to okamžitě z následuj́ıćıho lemmatu:

Lemma 4.1.3. Necht’ h ∈ Z[x], f, g ∈ Q[x] jsou normované polynomy a h = fg. Pak maj́ı
f i g celoč́ıselné koeficienty.

D̊ukaz. Označmem (resp. n) nejmenš́ı přirozené č́ıslo takové, žemf (resp. ng) má celoč́ıselné
koeficienty. To znamená, že neexistuje prvoč́ıslo, které by dělilo všechny koeficienty poly-
nomu mf nebo ng. Ukážeme sporem, že m = n = 1.

Předpokládejme, že to neplat́ı, tj. existuje prvoč́ıslo p, které děĺı mn. Jelikož mnh =
= mf ·ng je rovnost polynomů v Z[x] a p děĺı levou stranu, dostáváme p|mf ·ng v okruhu
Z[x].

Ukážeme, že v Z[x] plat́ı totéž, co v Z, tedy pokud prvoč́ıslo děĺı součin prvk̊u ze
Z[x], děĺı alespoň jednoho z činitel̊u. Předpokládejme, že tomu tak neńı, tj. existuj́ı dva
polynomy h, k ∈ Z[x] takové, že p|hk, ale p neděĺı ani h, ani k. Oba polynomy tedy maj́ı
koeficienty, které nejsou dělitelné p; zvolme koeficient a (resp. b) polynomu h (resp. k),
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který je ze všech toto splňuj́ıćıch koeficient̊u polynomu h (resp. k) u nejmenš́ı mocniny x;
řekněme a je koeficient u xu a b je koeficient u xv. Pak je koeficient polynomu hk u xu+v

roven součtu hk s několika násobky p, což je č́ıslo, které neńı dělitelné p. To je spor s t́ım,
že p|hk.

Potom tedy jelikož p|mf · ng, tak p|mf nebo p|ng v Z[x]. Pak tedy p děĺı všechny
koeficienty alespoň jednoho z těchto dvou polynomů, což je spor. Dostáváme tedy kýžené
f, g ∈ Z[x].

Např. č́ıslo ζn je kořenem normovaného ireducibilńıho polynomu Φn(x), o němž jsme
si řekli, že celoč́ıselné koeficienty má.

Jistě je každé celé algebraické č́ıslo algebraické, ale naopak (jak jsme viděli výše) to
neplat́ı. Plat́ı ale, že pro každé algebraické č́ıslo existuje nějaký jeho celoč́ıselný násobek,
který již celý algebraický je:

Věta 4.1.4. Necht’ α ∈ C je algebraické č́ıslo. Pak existuje přirozené č́ıslo m takové, že
mα je celé algebraické č́ıslo.

D̊ukaz. Označme f(x) minimálńı polynom α nad Q. Jeho koeficienty jsou racionálńı,
můžeme tedy psát

f(x) = xn +
an−1

bn−1

xn−1 + ···+ a1

b1

x+
a0

b0

, a0, ..., an−1 ∈ Z, b0, ..., bn−1 ∈ N,

kde nsd(ai, bi) = 1 pro všechna i ∈ {0, 1, ..., n− 1}.
Uvažujme nyńı č́ıslo m, které je nejmenš́ım společným násobkem č́ısel b0, b1, ..., bn−1.

Vynásob́ıme-li rovnost

αn +
an−1

bn−1

αn−1 + ···+ a1

b1

α +
a0

b0

= 0

č́ıslem mn, dostaneme

(mα)n +
man−1

bn−1

(mα)n−1 + ···+ mn−1a1

b1

(mα) +
mna0

b0

= 0.

Tedy č́ıslo mα je kořenem polynomu

xn +
man−1

bn−1

xn−1 + · · ·+ mn−1a1

b1

x+
mna0

b0

,

který je normovaný a má celoč́ıselné koeficienty, protože bi|m pro všechna i ∈ {0, 1, ..., n−
1}. Proto je mα celé algebraické č́ıslo.
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Př́ıkladem může být opět č́ıslo
√

3
2

– viděli jsme, že neńı celé algebraické, ale vynásob́ıme-

li ho dvojkou, dostaneme č́ıslo
√

3, které celé algebraické je (protože je kořenem polynomu
x2 − 3).

Uvažujme těleso Q; jistě je to č́ıselné těleso. Uvažujme množinu C všech celých alge-
braických č́ısel v tomto tělese. Minimálńı polynom libovolného č́ısla r ∈ Q nad Q je tvaru
x− r. Jelikož celé algebraické č́ıslo je vždy kořenem nějakého normovaného ireducibilńıho
polynomu s celoč́ıselnými koeficienty, plat́ı, že r ∈ C ⇔ x − r ∈ Z[x] ⇔ r ∈ Z, tedy
množina všech celých algebraických č́ısel tělesa Q je rovna množině celých č́ısel. Tvoř́ı tedy
okruh.

Předchoźı poznatek lze zobecnit na libovolné č́ıselné těleso:

Věta 4.1.5. Necht’ K je č́ıselné těleso. Pak množina celých algebraických č́ısel tělesa K
tvoř́ı spolu s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı okruh.

Poznámka 4.1.1. Okruh celých algebraických č́ısel v tělese K znač́ıme OK .

Plat́ı nav́ıc následuj́ıćı:

Věta 4.1.6. Necht’ K je č́ıselné těleso. Pak K je pod́ılové těleso okruhu OK, jinak řečeno:

K =

{
α

β
| α, β ∈ OK , β 6= 0

}
.

Platnost této věty si můžeme snadno ověřit na př́ıkladu K = Q.

Máme-li dáno nějaké č́ıselné těleso K, většinou neńı snadné určit, jakého tvaru je
množina OK . Ukážeme si, jak OK vypadá v př́ıpadech, kdy je K kvadratické nebo kruhové
těleso, protože s těmito okruhy budeme pracovat nejv́ıce.

Věta 4.1.7. Necht’ K = Q(
√
m), kde m 6= 0, 1 je celé č́ıslo, které neńı dělitelné druhou

mocninou žádného prvoč́ısla. Potom plat́ı

OK =


Z[
√
m] = {a+ b

√
m|a, b ∈ Z} pokud m ≡ 2, 3 (mod 4),

Z[1+
√
m

2
] = {a+b

√
m

2
|a, b ∈ Z, a ≡ b (mod 2)} pokud m ≡ 1 (mod 4).

Důkaz předchoźı věty neńı obt́ıžný, ale početně je poměrně zdlouhavý. Důkaz následuj́ıćı
věty je již náročněǰśı:

Věta 4.1.8. Necht’ K = Q(ζm) je m-té kruhové těleso. Potom plat́ı

OK = Z[ζm] = {a0 + a1 ζm + ···+aϕ(m)−1 ζ
ϕ(m)−1
m |a0, a1, ..., aϕ(m)−1 ∈ Z},

kde ϕ je Eulerova funkce.
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To, že se všechny tyto okruhy daj́ı vyjádřit pomoćı celých č́ısel, neńı náhoda. Obecně
lze ukázat následuj́ıćı:

Věta 4.1.9. Necht’ K je č́ıselné těleso, [K : Q] = n. Pak existuj́ı prvky β1, ..., βn ∈ K
takové, že OK = {a1β1 + ···+ anβn|a1, ..., an ∈ Z}.

Definice 4.1.10. Prvky β1, ..., βn z předchoźı věty nazýváme celoč́ıselná báze okruhu OK.

Celoč́ıselné báze okruh̊u z věty 4.1.7 a věty 4.1.8 jsou tedy např́ıklad (1,
√
m), (1, 1+

√
m

2
),

(1, ζn, ..., ζ
ϕ(n)−1
n ). Všimněme si, že celoč́ıselná báze okruhu OK je vždy zároveň i báze

vektorového prostoru K nad Q.
Důležitý pojem vztahuj́ıćı se k č́ıselným těles̊um je diskriminant.

Definice 4.1.11. Necht’ K je č́ıselné těleso, [K/Q] = n, σ1, ..., σn ∈ V(K/Q) jsou všechna
jeho vnořeńı do komplexńıch č́ısel (každé takovéto vnořeńı fixuje Q). Pak diskriminant
libovolné n-tice α1, ..., αn ∈ K je definován jako d(α1, ..., αn) = (det(A))2, kde

A = (σi(αj)) =


σ1(α1) σ2(α1) · · · σn(α1)
σ1(α2) σ2(α2) · · · σn(α2)

...
...

. . .
...

σ1(αn) σ2(αn) · · · σn(αn)

 .

Diskriminant má mnoho pozoruhodných vlastnost́ı. Je roven nule, právě když se daná
n-tice skládá s lineárně závislých prvk̊u. Je to vždy racionálńı č́ıslo a pokud se daná n-
tice skládá z celých algebraických č́ısel, je to dokonce vždy celé č́ıslo. Nav́ıc se ukazuje, že
diskriminant může sloužit jako jakýsi invariant okruhu OK :

Věta 4.1.12. Necht’ K je č́ıselné těleso, β1, ..., βn a γ1, ..., γn jsou r̊uzné celoč́ıselné báze
okruhu OK. Pak d(β1, ..., βn) = d(γ1, ..., γn).

Definice 4.1.13. Necht’ K, je č́ıselné těleso. Pak diskriminantem okruhu OK – ṕı̌seme
d(OK) – nazveme diskriminant libovolné jeho celoč́ıselné báze.

Necht’ K = Q(i). Spoč́ıtejme diskriminant okruhu OK = Z[i]. Celoč́ıselná báze je např.
(1, i) a jistě V(Q(i)/Q) = {id, τ}, kde τ : a+ bi 7→ a− bi. Dostáváme tedy

d(Z[i]) = d(1, i) =

∣∣∣∣id(1) τ(1)
id(i) τ(i)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣1 1
i −i

∣∣∣∣2 = (1 · (−i)− 1 · i)2 = (−2i)2 = −4.

Předchoźı úvahu můžeme zobecnit na př́ıpadK = Q(
√
m),m ∈ Z neńı dělitelné druhou

mocninou žádného prvoč́ısla. Jistě vždy V(K/Q) = {id, σ}, kde σ : a+ b
√
m 7→ a− b

√
m.

Pokud m ≡ 2, 3 (mod 4), tak máme celoč́ıselnou bázi (1,
√
m) a dostaneme

d(OK) = d(1,
√
m) =

∣∣∣∣ 1 1√
m −

√
m

∣∣∣∣2 = (1 · (−
√
m)− 1 ·

√
m)2 = (−2

√
m)2 = 4m.
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Pokud m ≡ 1 (mod 4), máme celoč́ıselnou bázi (1, 1+
√
m

2
) a obdobně dostáváme

d(OK) = m.
V př́ıpadě kruhových těles je výpočet diskriminantu komplikovaněǰśı, lze však ukázat,

že je-li K m-té kruhové těleso, tak d(OK) děĺı č́ıslo mϕ(m).
Všechny tyto poznatky můžeme shrnout do následuj́ıćı věty:

Věta 4.1.14. Informace o některých okruźıch celých algebraických č́ısel a jejich diskrimi-
nantech m̊užeme shrnout do následuj́ıćı tabulky:

K OK d(OK)

Q Z 1
Q(
√
m),m ≡ 2, 3 (mod 4) Z[

√
m] 4m

Q(
√
m),m ≡ 1 (mod 4) Z[1+

√
m

2
] m

Q(ζm) Z[ζm] d, d | mϕ(m)

Diskriminant je velmi silný nástroj při dokazováńı tvrzeńı z elementárńı algebraické
teorie č́ısel. V práci ho budeme dále potřebovat, až budeme studovat větveńı prvoidál̊u v
rozš́ı̌reńıch č́ıselných těles.

Na závěr této části uvedeme jedno tvrzeńı, které se může jevit jako poněkud překvapivé:

Věta 4.1.15. Necht’ K je č́ıselné těleso. Pak K = Q(α) pro vhodné α ∈ K.

Každé č́ıselné těleso je tedy ve skutečnosti jednoduché rozš́ı̌reńı racionálńıch č́ısel!
Důkaz tohoto tvrzeńı využ́ıvá matematické indukce a některých vlastnost́ı minimálńıho
polynomu. Př́ıkladem může být nám již známá rovnost Q(i,

√
2) = Q(ζ8) = Q(

√
2

2
+ i

√
2

2
).

Nyńı se přesuneme k daľśımu významnému aspektu okruhu OK , a to k vlastnostem
jeho ideál̊u.

4.2 Ideály OK a nejednoznačnost rozkladu

V této části se seznámı́me se dvěma d̊uležitými pojmy, jimiž jsou těleso zbytk̊u a De-
dekind̊uv okruh.

Necht’ P je vlastńı prvoideál okruhu P . Vı́me, že P = pZ pro nějaké prvoč́ıslo p.
Z elementárńı teorie č́ısel v́ıme, že Z /P = Z /pZ je konečný faktorokruh; dokonce těleso,
jelikož vlastńı prvoideály jsou v okruhu Z také maximálńımi ideály. Skutečnost, že dva
prvky a, b ∈ Z lež́ı ve stejné tř́ıdě tohoto faktorokruhu, tedy že a − b ∈ pZ, pak znač́ıme
a ≡ b (mod p).

Tyto poznatky lze zobecnit na libovolný okruh OK celých algebraických č́ısel č́ıselného
tělesa K. Je-li P libovolný vlastńı ideál OK , pak lze ukázat, že faktorokruh OK /P je
konečný (dále uvid́ıme, že je to opět dokonce těleso). Lež́ı-li dva prvky a, b ∈ OK ve stejné
tř́ıdě v tomto faktorokruhu, pak ṕı̌seme a ≡ b (mod P).

Za těchto podmı́nek můžeme zformulovat následuj́ıćı definici:
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Definice 4.2.1. Necht’ K je č́ıselné těleso, P je vlastńı prvoideál okruhu OK. Pak fakto-
rokruh OK /P nazýváme těleso zbytk̊u.

Jde opravdu o těleso; sice aby OK /P bylo těleso, muśı být prvoideál P maximálńı,
o něco ńıže však uvid́ıme, že tomu tak v okruhu OK vždy je.

Nyńı se přesuňme k nejednoznačnosti rozkladu. Připomeňme, že v libovolném komu-
tativńım okruhu R můžeme zavést koncept dělitelnosti: a ∈ R děĺı b ∈ R (znač́ıme a|b),
pokud existuje k ∈ R takové, že b = ak. Prvk̊um a, b ∈ R ř́ıkáme, že jsou asociované,
pokud a|b a zároveň b|a. Je-li R obor integrity, je předchoźı definice ekvivalentńı s t́ım, že
a = ub, kde u je nějaká jednotka okruhu R (např. v Z jsou prvky m a −m asociované,
v Z[i] jsou asociované prvky z,−z, iz,−iz).

Důležitý pojem souvisej́ıćı s dělitelnost́ı je okruh s jednoznačným rozkladem. Připomeň-
me, že se jedná o obor integrity, v němž lze každý prvek, který neńı nula nebo jednotka,
skoro jednoznačně rozložit na součin ireducibilńıch prvk̊u (a je ireducibilńı, pokud to neńı
nula nebo jednotka a jeho jedińı dělitelé jsou jednotky a prvky asociované s a). Slovy

”
skoro

jednoznačně“ je mı́něno to, že počet činitel̊u je vždy stejný a při jejich zápisu dvou r̊uzných
rozklad̊u ve vhodném pořad́ı je k-tý činitel prvńıho asociovaný s k-tým činitelem druhého
(pro každé možné k).

OK však vždy okruhem s jednoznačným rozkladem být nemuśı. Někdy tomu tak je –
např. u celých č́ısel nebo u kruhových těles Q(ζp), kde p je prvoč́ıslo menš́ı nebo rovno
dvaceti třem. Bohužel v nekonečně mnoha př́ıpadech tomu tak neńı. Př́ıkladem může být
např. okruh OQ(

√
−5) = Z[

√
−5]: plat́ı 6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5), což jsou dva

rozklady na neasociované ireducibilńı prvky okruhu Z[
√
−5].

Abychom se mohli zabývat rozkladem na prvoideály, definujme nejprve součet a součin
ideál̊u:

Definice 4.2.2. Necht’ I,J jsou ideály komutativńıho okruhu R. Pak definujeme jejich
součet a součin následovně:

I + J = {a+ b|a ∈ I, b ∈ J },

I · J =

{
n∑
i=1

aibi|n ∈ N, ai ∈ I, bi ∈ J

}
,

tj. součin ideál̊u je množina všech konečných součt̊u, kde jednotlivými sč́ıtanci jsou součiny
prvku jednoho ideálu s prvkem druhého ideálu.

Všimněme si hned, že I +J i I · J jsou také ideály okruhu R Součin ideál̊u I a J je
nejmenš́ı ideál obsahuj́ıćı všechny součiny prvk̊u z I s prvky z J .

Vzhledem k tomu, že sč́ıtáńı a násobeńı ideál̊u je velmi d̊uležité, zdrž́ıme se u něj
formou několika př́ıklad̊u.

Př́ıklad 4.2.1. Spoč́ıtejte součet I a součin J ideál̊u (2) a (3) okruhu Z.
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Jelikož I = (2) + (3) = {a + b|a ∈ (2), b ∈ (3)}, dostáváme 1 = −2 + 3 ∈ I, tedy
I = Z. Spoč́ıtejme součin těchto ideál̊u:

J = (2)·(3) =

{
n∑
i=1

aibi|n ∈ N, ai ∈ (2), bi ∈ (3)

}
=

{
n∑
i=1

2a′i · 3b′i|n ∈ N, a′i, b′i ∈ Z

}
= (6).

Př́ıklad 4.2.2. Necht’R je komutativńı obor integrity, který je dokonce euklidovský, Z⊆R,
a, b, c, d ∈ R, m,n ∈ Z. Dokažte následuj́ıćı:

1. (a) · (b) = (ab),

2. (a) = (b)⇔ a = ub, kde u je nějaká jednotka okruhu R,

3. (m) + (n) = (d), kde d = nsd(m,n),

4. (a, b) · (c, d) = (ac, ad, bc, bd), kde (a, b) = aR + bR je ideál generovaný prvky a a b.

Prvńı část dokážeme zobecněńım výpočtu v předchoźım př́ıkladu:

(a) · (b) =

{
n∑
i=1

aibi|n ∈ N, ai ∈ (a), bi ∈ (b)

}
=

{
n∑
i=1

aa′i · bb′i|n ∈ N, a′i, b′i ∈ Z

}
= (ab).

Důkaz druhé části využ́ıvá vlastnosti asociovaných prvk̊u. Jelikož a ∈ (b), tak a = bk
pro nějaké k ∈ R, tedy b|a. Zároveň ale jelikož b ∈ (a), tak a|b. Takováto situace nastává,
právě když jsou prvky a a b asociované, tj. a = ub pro nějakou jednotku u (jelikož se
pohybujeme v oboru integrity). Naopak, pokud a = ub, tak je rovnost (a) = (b) zřejmá.

Třet́ı část dokážeme pomoćı Bezoutovy rovnosti (tu můžeme použ́ıt, jelikož se pohy-
bujeme v euklidovském okruhu). Podle ńı jelikož d = nsd(m,n), tak existuj́ı celá č́ısla u, v
taková, že um+vn = d. Jelikož Z ∈ R, tak um ∈ (m) a vn ∈ (n), tj. d = um+vn ∈ (m)+(n)
a proto (d)⊆(m)+(n). Nav́ıc jelikož d|m a d|n, tak každý prvek ideálu (m)+(n) je násobkem
č́ısla d, tedy (m) + (n)⊆(d). Proto (m) + (n) = (d).

Čtvrtá část plyne př́ımo z definice součinu:

(a, b) · (c, d) = {ak + bl|k, l ∈ R} · {ck′ + dl′|k′, l′ ∈ R}
= {
∑n

i=1(aki + bli)(ck
′
i + dl′i)|ki, li, k′i, l′i ∈ R}

= {
∑n

i=1(ackik
′
i + adkil

′
i + bclik

′
i + bdlil

′
i|ki, li, k′i, l′i ∈ R}

= {ac
∑n

i=1 kik
′
i + ad

∑n
i=1 kil

′
i + bc

∑n
i=1 lik

′
i + bd

∑n
i=1 lil

′
i|ki, li, k′i, l′i ∈ R}

= {acK + adL+ bcK ′ + bdL′|K,L,K ′, L′ ∈ R}
= (ac, ad, bc, bd).

Všimněme si, že násobeńı ideál̊u je komutativńı a asociativńı. Nav́ıc zde existuje ne-
utrálńı prvek – t́ım je sám okruh R, protože př́ımo z definice ideálu vid́ıme, že I ·R =
= R · I = I.

Vzápět́ı uvid́ıme, proč je pro nás násobeńı ideál̊u tak d̊uležité. Sice totiž OK vždy
nemuśı být okruh s jednoznačným rozkladem, ale vždy je to tzv. Dedekind̊uv okruh, tzn.
vyhovuje následuj́ıćı definici:
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Definice 4.2.3. Necht’ R je obor integrity. Řı́káme, že R je Dedekind̊uv okruh, pokud
splňuje následuj́ıćı tři podmı́nky:

1. každý ideál okruhu R je konečně generovaný,

2. každý vlastńı prvoideál okruhu R je zároveň maximálńı ideál,

3. R je celouzavřený ve svém pod́ılovém tělese K.

Posledńı podmı́nka ř́ıká, že pokud je libovolný prvek α ∈ K kořenem normovaného
polynomu z R[x], tak α ∈ R. Ilustrovat to můžeme př́ıkladem K = Q, R = Z: pokud je
a ∈ Q kořenem normovaného polynomu v Z[x], je to celé algebraické č́ıslo, tj. a ∈ Z.

Zavedli jsme násobeńı ideál̊u, můžeme tedy zavést i dělitelnost ideál̊u. Tedy I | J ,
pokud existuje ideál A takový, že J = AI. O dělitelnosti ideál̊u v Dedekindových okruźıch
plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 4.2.4. Necht’ I,J jsou ideály komutativńıho okruhu. Pak I | J , právě když J ⊆I.

D̊ukaz. Dokážeme pouze implikaci
”
⇒“, jelikož d̊ukaz druhé implikace je poměrně náročný.

Předpokládejme tedy, že I | J , tedy z definice existuje ideál A takový, že J = AI.
Uvažujme libovolný prvek ξ ∈ J . Jelikož ξ ∈ AI, tak plat́ı ξ =

∑n
i=1 aiγi, kde ai ∈ A

a γi ∈ I. Ale z definice ideálu aiγi ∈ I a pak i ξ =
∑n

i=1 aiγi ∈ I. Tedy J ⊆I.

Velmi podstatná je pro nás následuj́ıćı věta:

Věta 4.2.5. Necht’ K je č́ıselné těleso. Pak OK je Dedekind̊uv okruh.

Dı́ky tomuto faktu jsme zaprvé obhájili korektnost definice 4.2.1 a zadruhé je za-
chráněna jednoznačnost rozkladu, jelikož plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 4.2.6. Necht’ R je Dedekind̊uv okruh, I je libovolný vlastńı ideál okruhu R. Pak
m̊užeme I rozložit na součin prvoideál̊u, tedy

I = Pe11 · ··· · Penn ,

kde P i jsou navzájem r̊uzné prvoideály okruhu R a e1, ..., en ∈ N. Tento rozklad je nav́ıc
až na pořad́ı činitel̊u jednoznačný.

Nemůžeme tedy vždy jednoznačně rozložit č́ısla na součin ireducibilńıch prvk̊u, ale v
každém Dedekindově okruhu můžeme jednoznačně rozložit ideály na součin prvoideál̊u.

Př́ıklad 4.2.3. Ukázali jsme si, že šestku nemůžeme v okruhu OQ(
√
−5) = Z[

√
−5] jed-

noznačně rozložit, jelikož 6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1 −

√
−5). Pomoćı ideál̊u si však s

nejednoznačnost́ı snadno porad́ıme, provedeme totiž rozklad všech činitel̊u na prvoideály,
který je následuj́ıćı:

(2) = (2, 1 +
√
−5)2,
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(3) = (3, 1−
√
−5) · (3, 1 +

√
−5),

(1 +
√
−5) = (2, 1 +

√
−5) · (3, 1 +

√
−5),

(1−
√
−5) = (2, 1 +

√
−5) · (3, 1−

√
−5).

Tedy (6) = (2)·(3) = (2, 1+
√
−5)2 ·(3, 1−

√
−5)·(3, 1+

√
−5) = (1+

√
−5)·(1−

√
−5).

Nebudeme se nyńı zabývat t́ım, proč jsou prvoideály právě takové; to uvid́ıme v př́ı̌st́ı
části. Ověřme si ale, že rovnosti výše plat́ı a že se jedná opravdu o prvoideály. Nebudeme
se však zabývat všemi př́ıpady, protože postupy jsou analogické.

Ověřme platnost rovnosti (3) = (3, 1−
√
−5) · (3, 1+

√
−5). Poč́ıtejme (využ́ıváme část

4 př́ıkladu 4.2.2):

(3, 1−
√
−5) · (3, 1 +

√
−5) = (3 · 3, 3(1 +

√
−5), 3(1−

√
−5), (1 +

√
−5)(1−

√
−5))

= (9, 3(1 +
√
−5), 3(1−

√
−5), 6)

= (3).

Ukažme, že (2, 1 +
√
−5) je prvoideál. Uvažujme zobrazeńı f : Z[

√
−5]→ Z /2Z dané

takto: f(a+ b
√
−5) = [a− b]2 pro všechna a, b ∈ Z. Ukažme, že je to homomorfismus. Jistě

f(1) = [1]2. Dále f(a+b
√
−5)+f(a′+b′

√
−5) = [a−b]2 +[a′−b′]2 = [(a+a′)− (b+b′)]2 =

f((a+b
√
−5)+(a′+b′

√
−5)). A nakonec f(a+b

√
−5) ·f(a′+b′

√
−5) = [a−b]2 · [a′−b′]2 =

[aa′ + bb′ − ab′ − a′b]2 = [(aa′ − 5bb′)− (ab′ + a′b)]2 = f((a+ b
√
−5) · (a′ + b′

√
−5)).

Zobrazeńı f je tedy vskutku homomorfismus. Uvažujme nad jeho jádrem: α = a +
b
√
−5 ∈ ker f ⇔ [a−b]2 = [0]2 ⇔ a = 2k+b pro nějaké k ∈ Z. Potom α = 2k+b(1+

√
−5) ∈

(2, 1 +
√
−5), tj. ker f ⊆(2, 1 +

√
−5). Na druhou stranu f(2) = f(1 +

√
−5) = [0]2, tedy

ideál ker f obsahuje prvky 2 a 1 +
√
−5. Jelikož (2, 1 +

√
−5) je nejmenš́ı ideál obsahuj́ıćı

tyto dva prvky, dostáváme (2, 1 +
√
−5)⊆ ker f a dohromady s předchoźım dostáváme

rovnost obou ideál̊u. Tud́ıž Z[
√
−5]/(2, 1 +

√
−5) ∼= Z /2Z je těleso a ideál (2, 1 +

√
−5)

je maximálńı – v Dedekindově okruhu tud́ıž i nenulový prvoideál.

V této části jsme se dozvěděli o d̊uležitých vlastnostech okruhu OK . Situace se však
stane ještě mnohem zaj́ımavěǰśı, pokud nebudeme uvažovat pouze jedno č́ıselné těleso, ale
hned dvě, jedno do druhého vnořené. Kolik zaj́ımavých poznatk̊u nám to přinese, uvid́ıme
v následuj́ıćım textu.

4.3 Rozkládáńı prvoč́ısel v OK

Představme si následuj́ıćı situaci: je dáno rozš́ı̌reńı těles K ⊆L, kde K,L jsou č́ıselná
tělesa. Necht’ P je nějaký prvoideál okruhu OK . Pak jistě

POL =

{
n∑
i=1

aibi|n ∈ N, ai ∈ P , bi ∈ OL

}
je ideál okruhu OL, můžeme ho tedy rozložit na součin prvoideál̊u okruhu OL: POL =
= pe11 · ··· · perr .
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Studiem této situace je možno se dobrat k mnoha zaj́ımavým výsledk̊um. Budovat
však následuj́ıćı teorii v plné obecnosti je nad rámec tohoto textu, proto se omeźıme na
speciálńı př́ıpad K = Q. Všechna tvrzeńı, která dále uvedeme, ale mohou být zobecněna
– někdy bez jakýchkoli problémů, někdy s obt́ıžemi.

Budeme tedy rozeb́ırat situaci Q⊆K, kde K je libovolné č́ıselné těleso. Uvědomme si,
že nenulové prvoideály okruhu OQ = Z jsou tvaru pZ, kde p je prvoč́ıslo (tedy pZ · OK =
= pOK).

V daľśım textu bude vždy K značit č́ıselné těleso a budeme-li mluvit o prvoideálech,
budeme t́ım vždy myslet vlastńı prvoideály.

Následuj́ıćı věta nám ukazuje některé souvislosti mezi prvoideály Z a OK :

Věta 4.3.1. Necht’ P je prvoideál okruhu OK, p je prvoč́ıslo. Pak jsou následuj́ıćı podmı́nky
ekvivalentńı:

1. P |pOK,

2. pOK ⊆P,

3. pZ⊆P,

4. p ∈ P

5. P ∩Z = pZ.

D̊ukaz. Věta 4.2.4 ř́ıká př́ımo (1)⇔ (2). (2)⇒ (3)⇒ (4) je zřejmé: pokud pOK ⊆P , tak
p ∈ pZ⊆ pOK ⊆P . Jistě také (3) ⇔ (4). Ukažme (3) ⇒ (2): pokud pZ⊆P , tak také
p ∈ P . Jelikož P je ideál okruhu OK , tak pro každé α ∈ OK plat́ı pα ∈ P . To ale znamená
pOK ⊆P , což jsme chtěli.

Ukázali jsme již (1) ⇔ (2) ⇔ (3) ⇔ (4), zbývá tedy ukázat (4) ⇔ (5). (5) ⇒ (4) je
zřejmé. Abychom ukázali (4)⇒ (5), vzpomeňme si z definice Dedekindova okruhu, že pZ
jakožto prvoideál je také maximálńı ideál okruhu Z. Pokud pZ⊆P , tak pZ⊆P ∩Z⊆Z
(přičemž P ∩Z je jistě ideál okruhu Z), tedy z maximality pZ bud’ P ∩Z = pZ nebo
P ∩Z = Z. Pokud by platila druhá možnost, znamenalo by to 1 ∈ P ∩Z⊆P , tedy ideál P
by obsahoval jednotku okruhu Z, která je zároveň jednotkou okruhu OK , platilo by tedy
P = OK , což je spor. Plat́ı tedy P ∩Z = pZ a tvrzeńı je dokázáno.

Ohledně dělitelnosti nav́ıc plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 4.3.2. Pro každé p ∈ Z je ideál pOK je obsažen v alespoň jednom prvoideálu okruhu
OK. Každý vlastńı prvoideál okruhu OK obsahuje právě jedno prvoč́ıslo.

D̊ukaz. Z předchoźıho v́ıme, že pOK je obsažen v těch prvoideálech, které ho děĺı, tj.
vystupuj́ı v jeho rozkladu na součin prvoideál̊u; jistě vždy alespoň jeden takový ideál
existuje. Nav́ıc jsme se dozvěděli, že je-li P libovolný nenulový prvoideál okruhu OK ,
je OK /P konečné těleso. Jako takové má prvoč́ıselnou charakteristiku; označ́ıme-li si tuto
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charakteristiku jako p, vid́ıme, že p ∈ P , tedy alespoň jedno prvoč́ıslo v P lež́ı. Nakonec
předpokládejme, že v P lež́ı jiné prvoč́ıslo q. Potom ale d́ıky Bezoutově rovnosti v P lež́ı
i největš́ı společný dělitel p a q, j́ımž je 1, tj. P = OK , což je spor s t́ım, že P je vlastńı
ideál. V P tedy lež́ı právě jedno prvoč́ıslo.

Definujme nyńı dva pojmy kĺıčové pro daľśı teorii. Těmi jsou index větveńı a stupeň
inercie.

Definice 4.3.3. Necht’ P je ideál okruhu OK, p je prvoč́ıslo, P | pOK. Necht’ e je nejvěťśı
přirozené č́ıslo k takové, že Pk |pOK. Pak č́ıslu e ř́ıkáme index větveńı P nad p a znač́ıme
ho e(P |p).

Koncept indexu větveńı je jasný: je- li pOK = Pe11 · ··· · Perr rozklad ideálu pOK na
prvoideály, tak e(P i |p) = ei.

Definujme nyńı stupeň inercie. Necht’ P je ideál okruhu OK , p je prvoč́ıslo, P |pOK .
Pak existuje homomorfismus f : Z→ OK /P , který vznikne jako složeńı inkluze Z→ OK
a projekce na faktorokruh OK → OK /P . Pak ker f = {a ∈ Z |a ∈ P} = Z∩P = pZ. Z
hlavńı věty o faktorokruźıch tedy dostáváme injektivńı homomorfismus Z /pZ → OK /P
– tedy vnořeńı. Konečné těleso Z /pZ je tedy izomorfńı s nějakým podtělesem konečného
tělesa OK /P . Pomineme-li tento izomorfismus (izomorfńı struktury v algebře neńı př́ılǐs
nutné rozlǐsovat), můžeme uvažovat Z /pZ⊆OK /P jako rozš́ı̌reńı těles. Stupeň inercie
pak definujeme jako stupeň tohoto rozš́ı̌reńı:

Definice 4.3.4. Necht’ P je ideál okruhu OK, p je prvoč́ıslo, P | pOK. Pak přirozené č́ıslo
[OK /P : Z /pZ] nazýváme stupeň inercie P nad p a znač́ıme ho f(P |p).

Všimněme si, že jelikož hovoř́ıme o konečných tělesech, tak plat́ı | OK /P | = pf(P |p).

Význam těchto pojmů nám ukáže následuj́ıćı věta:

Věta 4.3.5. Necht’ [K : Q] = n. Necht’ p je prvoč́ıslo, pOK = Pe11 · · · · · Perr je rozklad
ideálu pOK na prvoideály okruhu OK. Pak plat́ı

r∑
i=1

e(P i |p)f(P i |p) = n.

Platnost této d̊uležité věty si ověř́ıme na konkrétńıch př́ıkladech. Jelikož zat́ım nev́ıme,
jak obecně rozkládat na prvoideály, muśıme se vystačit z př́ıklady v kvadratických tělesech,
kde je situace celkem jednoduchá.

Vzpomeňme si na př́ıklad 4.2.3. V něm jsme si řekli, že v okruhu OQ(
√
−5) = Z[

√
−5]

plat́ı 2Z[
√
−5] = (2, 1 +

√
−5)2 a 3Z[

√
−5] = (3, 1 +

√
−5) · (3, 1 −

√
−5). V prvńım

př́ıpadě tedy e((2, 1 +
√
−5)|2) = 2 a f((2, 1 +

√
−5)|2) = 1, jelikož jsme ukázali, že

Z[
√
−5]/(2, 1 +

√
−5) ∼= Z /2Z. Jelikož [Q(

√
−5) : Q] = 2, věta 4.3.5 v tomto př́ıpadě

opravdu plat́ı.
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V druhém př́ıpadě pak můžeme analogicky jako předt́ım ukázat Z[
√
−5]/(3, 1±

√
−5) ∼=

∼= Z /3Z (jedná se o jádro homomorfismu a+b
√
−5 7→ [a∓b]3), tedy f((3, 1±

√
−5)|3) = 1;

nav́ıc očividně e((3, 1±
√
−5)|3) = 1. Tedy 2 = 1 · 1 + 1 · 1 a věta 4.3.5 opět plat́ı.

Větu 4.3.5 můžeme však využ́ıt i jiným zp̊usobem, jak nám ukáže následuj́ıćı př́ıklad:

Př́ıklad 4.3.1. Ukažte, že 13Z[
√

3] = (4 +
√

3) · (4 −
√

3) je rozklad prvoč́ısla 13 na
prvoideály okruhu OQ(

√
3) = Z[

√
3].

Jistě podle př́ıkladu 4.2.2 plat́ı (4 +
√

3) · (4−
√

3) = ((4 +
√

3) · (4−
√

3)) = (13) =
13Z[

√
3]. Jedná se nav́ıc o r̊uzné ideály, jelikož jsou generované neasociovanými prvky (jak

si můžeme snadno ověřit). Otázkou však je, jestli jsou (4±
√

3) prvoideály. Předpokládejme,
že alespoň jeden ne, tedy že (4 +

√
3) =

∏k
i=1P

ei
i , (4−

√
3) =

∏r
i=k+1P

ei
i , kde r > 2. Pak

podle věty 4.3.5 plat́ı 2 = [Q(
√

3) : Q] =
∑r

i=1 e(P i |p)f(P i |p) ≥
∑r

i=1 1 = r > 2, spor.
T́ım je př́ıklad vyřešen.

Nyńı zavedeme nové názvoslov́ı:

Definice 4.3.6. Necht’ [K : Q] = n. Necht’ p je prvoč́ıslo, pOK = Pe11 · ··· · Perr je rozklad
ideálu pOK na prvoideály okruhu OK. Potom ř́ıkáme, že

� p se větv́ı v K, pokud pro alespoň jedno i plat́ı ei > 1,

� p se totálně větv́ı v K, pokud r = 1 a e1 = n,

� p se nevětv́ı v K, pokud pro všechna i plat́ı ei = 1,

� p se zcela rozkládá v K, pokud r = n (a tedy ei = f(P i |p) = 1 pro všechna i).

Např. 2 se větv́ı (dokonce totálně) v Q(
√
−5) (viz př́ıklad 4.2.3), 13 se zcela rozkládá

v Q(
√

3) (viz př́ıklad 4.3.1).
Větveńı prvoč́ısel neńı př́ılǐs častý jev, jak ř́ıká následuj́ıćı věta:

Věta 4.3.7. Necht’ K je č́ıselné těleso, p ∈ Z je prvoč́ıslo. Pak se p větv́ı v K, právě když
p|d(OK).

Jednoduchým d̊usledkem tedy je, že se v libovolném tělese větv́ı pouze konečně mnoho
prvoč́ısel.

O rozkladu prvoč́ısel na prvoideály již v́ıme mnohé. Můžeme ale zaj́ıt dále a určit
přesnou podobu ideál̊u P i.

Vyslovme nejprve následuj́ıćı lemma:

Lemma 4.3.8. Necht’ K je č́ıselné těleso. Pak existuje γ ∈ OK takové, že K = Q(γ).

D̊ukaz. Podle věty 4.1.15 existuje α ∈ K takové, že K = Q(α). Podle věty 4.1.4 nav́ıc
existuje m ∈ N takové, že mα ∈ OK . Označme γ = mα. Jistě Q(γ)⊆Q(α), ale také
Q(α)⊆Q(γ), jelikož α = 1

m
· γ, 1

m
∈ Q. Dohromady tedy K = Q(α) = Q(γ), γ ∈ OK .
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Zvolme nyńı nějaké γ ∈ OK tak, aby K = Q(γ). Jistě je (Z[γ],+) podgrupa grupy
(OK ,+). Lze ukázat, že | OK /Z[γ]| je konečné č́ıslo; označme ho r. Věta, kterou vyslov́ıme,
bude platit pro všechny prvoideály okruhu pZ až ty, kde p děĺı r. Výjimku z věty tedy
bude tvořit konečně mnoho prvoideál̊u.

Dále definujme homomorfismus Z[x] → (Z /pZ)[x], který polynomu h = anx
n + ···+

+a1x+ a0 ∈ Z[x] přǐrad́ı polynom h̄ = [an]px
n + ···+ [a1]px+ [a0]p ∈ (Z /pZ)[x].

Necht’ g(x) je minimálńı polynom prvku γ nad Q. Jelikož γ je celé algebraické č́ıslo,
tak g(x) ∈ Z[x]. Tedy ḡ ∈ (Z /pZ)[x] a jelikož okruh polynomů nad tělesem je okruh s
jednoznačným rozkladem, můžeme psát ḡ = ḡ1

e1 · ··· · ḡrer , kde ḡ1, ..., ḡr jsou normované
ireducibilńı polynomy nad Z /pZ. Ekvivalentně můžeme psát g ≡ g1

e1 · ··· · grer (mod p)
(kde gi jsou normované ireducibilńı polynomy v Z[x]).

Za těchto předpoklad̊u můžeme vyslovit následuj́ıćı větu:

Věta 4.3.9. Předpokládejme všechno jako výše, nav́ıc předpokládejme, že p neděĺı č́ıslo
| OK /Z[γ]|. Pak rozklad ideálu pOK na prvoideály je následuj́ıćıho tvaru:

pOK = Pe11 · ··· · Perr ,

kde P i = (p, gi(γ)) = pOK +gi(γ)OK. Nav́ıc stupeň inercie f(P i |p) je roven stupni poly-
nomu gi(x).

Uvědomme si, jak je tato věta silná: pomoćı ńı snadno dostáváme to, co jsme v
př́ıkladech 4.2.3 a 4.3.1 pracně dokazovali. Jelikož | OQ(

√
3) /Z[

√
3]| = | OQ(

√
−5) /Z[

√
−5]| =

= 1, můžeme větu použ́ıt pro každé prvoč́ıslo. Jelikož x2 + 5 ≡ x2 + 1 ≡ (x + 1)2 mod 2,
tak 2Z[

√
−5] = (2, 1 +

√
−5)2. Jelikož x2 + 5 ≡ x2 − 1 ≡ (x − 1)(x + 1) (mod 3), tak

3Z[
√
−5] = (3, 1−

√
−5) ·(3, 1+

√
−5). A do třetice jelikož x2−3 ≡ x2−16 ≡ (x+4)(x−4)

(mod 13), tak 13Z[
√

3] = (13, 4 +
√

3) · (13, 4−
√

3) = ((4 +
√

3)(4−
√

3), 4 +
√

3) · ((4−
−
√

3)(4 +
√

3), 4−
√

3) = (4 +
√

3) · (4−
√

3).
V daľśı kapitole uvid́ıme, co se bude d́ıt, pokud je Q⊆K Galoisovo.
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Kapitola 5

Rozkládáńı prvoč́ısel v Galoisových
rozš́ı̌reńıch

V předchoźı kapitole jsme se seznámili se základy algebraické teorie č́ısel a s t́ım,
jak se prvoč́ısla rozkládáj́ı na prvoideály okruhu OK . Rozš́ı̌reńı Q⊆K vždy nemuśı být
Galoisovo, např. Q⊆Q( 3

√
2), ale v mnoha př́ıpadech tomu tak je.

V následuj́ıćı kapitole si ukážeme, jak obecná situace vypadá v Galoisových rozš́ı̌reńıch.
Vı́me, že v těchto rozš́ı̌reńıch je situace v mnoha ohledech přehledněǰśı – máme dobře
popsaná mezitělesa, automorfismy atd. Uvid́ıme, že i nyńı se nám situace v Galoisových
rozš́ı̌reńıch zjednoduš́ı. To nám ale umožńı zavést nové pojmy.

Jedńım z d̊uvod̊u, proč je následuj́ıćı text vyčleněn jako samostatná kapitola, je ten,
že se od předchoźıho bude lǐsit následuj́ıćım: v předchoźı kapitole obvykle nebyl prostor
tvrzeńı dokazovat, maximálně jsme si je mohli ověřit na př́ıkladech. Nyńı již máme velkou
zásobu teorie, a proto následuj́ıćı situaci můžeme studovat v́ıce do hloubky a častěji uvádět
i d̊ukazy jednotlivých tvrzeńı.

Poznamenejme ještě, že i tuto situaci lze zobecnit na Galoisova rozš́ı̌reńı č́ıselných těles
K,L. Dohodněme se také, že v následuj́ıćım textu bude vždy K značit nějaké č́ıselné těleso,
které je Galoisovým roš́ı̌reńım tělesa racionálńıch č́ısel a grupu Gal(K/Q) budeme značit
jako G.

5.1 Působeńı Galoisovy grupy na ideály OK

Nejdř́ıve ukažme, že automorfismy rozš́ı̌reńı Q⊆K zobraźı okruh OK sám na sebe:

Věta 5.1.1. Necht’ σ je libovolný prvek grupy G. Pak σ(OK) = OK a pokud I je ideál
OK, tak i σ(I) = {σ(α)|α ∈ I} je ideál OK .

D̊ukaz. Zvolme libovolné α ∈ OK . Minimálńı polynom f prvku α nad Q má celoč́ıselné koe-
ficienty, jelikož α je celé algebraické č́ıslo. Z kapitoly 2 v́ıme, že pro libovolné σ ∈ G je σ(α)
některý kořen polynomu f . Je to tedy také celé algebraické č́ıslo, proto σ(OK) = {σ(α)|α ∈
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OK}⊆OK . Pak ale také σ−1(OK)⊆OK , po aplikaci σ dostáváme inkluzi OK ⊆σ(OK).
Dohromady tedy σ(OK) = OK .

Podle předchoźıho tedy pro libovolný ideál I okruhu OK plat́ı σ(I)⊆OK . S pomoćı
faktu, že je σ automorfismus, si můžeme snadno ověřit, že σ(I) je ideál okruhu OK . Jistě
je to neprázdná množina. Dále pro libovolná α, β ∈ I plat́ı σ(α) +σ(β) = σ(α+β) ∈ σ(I)
(jelikož α + β ∈ I). Nakonec pro libovolné r ∈ OK označme r′ = σ−1(r) (už v́ıme, že
r′ ∈ OK). Potom rσ(α) = σ(r′)σ(α) = σ(r′α) ∈ σ(I) pro libovolné α ∈ I (jelikož r′α ∈ I).

Zaj́ımavé je předevš́ım p̊usobeńı Galoisovy grupy na prvoideály okruhu OK , které děĺı
ideál pOK pro nějaké prvoč́ıslo p. Permutuje je následuj́ıćım zp̊usobem:

Věta 5.1.2. Necht’ p je prvoč́ıslo, P je prvoideál OK , P |pOK. Pak pro všechny σ ∈ G
plat́ı σ(P)|pOK a nav́ıc pro libovolný prvoideál P ′⊆OK, P ′ |pOK existuje σ ∈ G tak,
že σ(P) = P ′.

Poznámka 5.1.1. Věta nám vlastně ř́ıká toto: je-li pOK = Pe11 · ··· · Perr rozklad ideálu
pOK na prvoideály okruhu OK , pak pro každé i ∈ Z, 1 ≤ i ≤ r plat́ı {σ(P i)|σ ∈ G} =
= {P1, ...,Pr}.

Toto p̊usobeńı si můžeme ověřit na předchoźıch př́ıkladech: v 4.3.1 jsme měli 13 =
= (4−

√
3)(4+

√
3), přičemž Gal(Q(

√
3)/Q) = {id, σ}, σ :

√
3 7→ −

√
3. A vskutku, vid́ıme

id((4 +
√

3)) = (4 +
√

3), σ((4 +
√

3)) = (4−
√

3).

T́ım dostáváme následuj́ıćı:

Věta 5.1.3. Necht’ Q⊆K je Galoisovo, p je prvoč́ıslo, pOK = Pe11 · ··· · Perr je rozklad
ideálu pOK na prvoideály. Pak e1 = e2 = ··· = er a f1 = f2 = ··· = fr (kde ei = e(P i |p)
je index větveńı a fi = f(P i |p) je stupeň inercie).

D̊ukaz. Nejdř́ıve si uvědomme, že pro libovolné σ ∈ Gal(K/Q) plat́ı σ(pOK) = pOK ; to
proto, že σ(p) = p (prvky Galoisovy grupy fixuj́ı celé Q) a σ(OK) = OK (z věty 5.1.1).

Proto tud́ıž, budeme-li uvažovat rozklad ideálu pOK na prvoideály, plat́ı pro každé
σ ∈ Gal(K/Q) následuj́ıćı:

Pe11 · ··· · Perr = pOK = σ(pOK) = σ(Pe11 · ··· · Perr ) = σ(P1)e1 · ··· · σ(Pr)er .

Chceme nyńı ukázat, že e1 = e2 = ··· = er. Předpokládejme, že tomu tak neńı, např.
e1 6= e2. Podle věty 5.1.2 existuje σ ∈ G takové, že σ(P1) = P2. Pak podle rovnosti výše
plat́ı e(P2 |p) = e(σ(P1)|p) = e1. Z definice ale e(P2 |p) = e2, tedy e1 = e2, spor.

Nyńı ukažme f1 = f2 = · · · = fr. Zvolme libovolně dva ideály P ,P ′ ∈ {P1, ...,Pr}.
Podle věty 5.1.2 existuje σ ∈ G takové, že σ(P) = P ′. Uvažujme nyńı zobrazeńı ϕ :
OK /P → OK /P ′ definované pomoćı σ jako ϕ(a + P) = σ(a) + P ′ pro všechna a ∈ OK .
Vzhledem k tomu, jak jsme volili σ, je ϕ korektně definované zobrazeńı. Ukážeme, že je to
izomorfismus. Jistě je ϕ surjekce, protože σ je surjekce. Ukažme, že je to i injekce.

48
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Předpokládejme ϕ(a + P) = ϕ(b + P) a chceme ukázat rovnost těchto tř́ıd, tedy
a−b ∈ P . Jelikož ϕ(a+P) = σ(a)+P ′, ϕ(b+P) = σ(b)+P ′, dostáváme ϕ(a+P) = ϕ(b+
P)⇔ σ(a)+P ′ = σ(b)+P ′ ⇔ σ(a)−σ(b) ∈ P ′ = σ(P)⇔ a−b ∈ P , což jsme chtěli. Tedy
OK /P ∼= OK /P ′ ⇒ |OK /P | = | OK /P ′ | ⇒ pf(P |p) = pf(P ′ |p) ⇒ f(P |p) = f(P ′ |p),
což jsme chtěli dokázat.

Poznámka 5.1.2. Z předchoźı věty plyne, že stupeň inercie i index větveńı záviśı v Ga-
loisových rozš́ı̌reńıch pouze na tělese K a prvoč́ısle p. Proto budeme dále použ́ıvat zjed-
nodušuj́ıćı názvoslov́ı, kde index větveńı p v K budeme značit e(K, p) a stupeň inercie
obdobně f(K, p).

Aplikaćı věty 5.1.3 dostáváme d̊uležitý výsledek:

Důsledek 5.1.4. Necht’ Q⊆K je Galoisovo rozš́ıřeńı [K : Q] = n, p je prvoč́ıslo. Označ́ıme-
li e = e(K, p), f = f(K, p) a r je rovno počtu prvoideál̊u děĺıćıch pOK, dostaneme

ref = n.

5.2 Dekompozičńı a inerčńı grupa

V předchoźı části jsme viděli, jak p̊usob́ı Galoisova grupa rozš́ı̌reńı Q⊆K, kde K je
č́ıselné těleso, na prvoideály P okruhu OK které děĺı daný ideál pOK , p je prvoč́ıslo. Tento
fenomén nyńı budeme studovat v́ıce do hloubky.

Jistě existuje alespoň jedno σ ∈ G takové, že σ(P) = P (určitě to splňuje identita).
Pak také σ−1(P) = σ−1(σ(P)) = P . Nav́ıc pokud plat́ı σ(P) = P , σ′(P) = P , dosta-
neme (σσ′)(P) = σ(σ′(P)) = σ(P) = P ; obdobně (σ′σ)(P) = P . Prvky Galoisovy grupy
permutuj́ıćı P tedy tvoř́ı grupu!

S těmito poznatky můžeme uvést následuj́ıćı definici:

Definice 5.2.1. Necht’ p je prvoč́ıslo, P je prvoideál OK, P |pOK. Pak definujeme de-
kompozičńı grupu prvoideálu P jako

D(P |p) = {σ ∈ G|σ(P) = P}.

Např́ıklad pokud D(P |p) = G, tak pOK = Pe, e ≥ 1. To proto, že ideály, které
děĺı pOK , jsou podle věty 5.1.2, obrazy jednotlivých automorfismů z G, a tedy pokud
D(P |p) = G, tak všechny tyto obrazy jsou rovny P .

Př́ıklad 5.2.1. Označme K = Q(i,
√
m). Plat́ı G = Gal(K/Q) = {id, σ, τ, τσ}, kde

jako obvykle τ : i 7→ −i,
√
m 7→

√
m, σ :

√
m 7→ −

√
m, i 7→ i. Pak ukažte, že pokud

D(P |p) = {id, σ} a p je prvoč́ıslo, které se nevětv́ı v K, tak pOK = P Q a Q se skládá
z prvk̊u komplexně sdružených s prvky P .
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Z věty 5.1.2 v́ıme, že prvoideály děĺıćı pOK jsou rovny obraz̊um P ve všech možných
automorfismech grupy G. Jelikož D(P |p) = {id, σ}, tak id(P) = σ(P) = P . Dále τ(P) =
Q, kde Q je nějaký jiný prvoideál děĺıćı pOK . A nakonec (τσ)(P) = τ(σ(P)) = τ(P) = Q.
Tedy jediné dva ideály, které děĺı pOK , jsou P a Q a jelikož se p nevětv́ı, tak pOK = P Q.
Nav́ıc jelikož Q = τ(P) a τ je restrikćı komplexńı konjugovanosti, tak se Q skládá z prvk̊u
komplexně sdružených s prvky P . T́ım je př́ıklad vyřešen.

Poznámka 5.2.1. Na předchoźım př́ıpadě jsme si mohli všimnout, že prvoideály děĺıćı p
odpov́ıdaly tř́ıdám rozkladu G/D(P |p) = {{id, σ}, {τ, τσ}}. Již brzy se nám toto pozo-
rováńı podař́ı zobecnit.

Kromě dekompozičńı grupy můžeme definovat ještě jednu d̊uležitou podgrupu grupy
G:

Definice 5.2.2. Necht’ p je prvoč́ıslo, P je prvoideál OK, P |pOK. Pak definujeme inerčńı
grupu prvoideálu P jako

E(P |p) = {σ ∈ G|∀α ∈ OK : σ(α) ≡ α (mod P)}.

Mezi oběma grupami panuje následuj́ıćı vztah:

Věta 5.2.3. Označme D = D(P |p), E = E(P |p). Pak je E normálńı podgrupa grupy D.

D̊ukaz. Vyberme libovolné σ ∈ E. Pak pro všechny α ∈ P plat́ı σ(α) ≡ α ≡ 0 (mod P),
tedy σ(α) ∈ P a σ(P)⊆P . Jelikož σ(P) i P jsou prvoideály v Dedekindově okruhu, jsou
zároveň maximálńı a dostáváme rovnost σ(P) = P . Proto σ ∈ D a E je podgrupa grupy
D.

Nyńı ukažme, že E je dokonce normálńı podgrupa D. Zvolme libovolně δ ∈ D, σ ∈ E.
Zvolme libovolné α ∈ OK . Jelikož σ ∈ E, plat́ı σ(δ−1(α)) ≡ δ−1(α) (mod P). Pak tedy
(δσδ−1)(α) = δ(σ(δ−1(α))) ≡ δ(δ−1(α)) = α (mod δ(P)). Ale jelikož δ ∈ D, tak δ(P) = P
a tud́ıž δσδ−1 ∈ E. Tud́ıž je E opravdu normálńı.

V d̊ukazu věty 5.1.3 jsme mimo jiné ukázali, že každý automorfismus σ ∈ G indu-
kuje izomorfismus OK /P → OK /σ(P) (kde P je nějaký prvoideál okruhu OK). To ale
znamená, že každý prvek σ dekompozičńı grupy indukuje automorfismus ϕ tělesa OK /P
ve smyslu ϕ(α + P) = σ(α) + P .

Vı́me, že pokud P |pOK , tak Z /pZ⊆OK /P (kde Z /pZ ztotožňujeme s jeho vnořeńım
do OK /P) je rozš́ı̌reńı konečných těles, tedy je Galoisovo. Je-li ϕ automorfismus tělesa
OK /P indukovaný prvkem dekompozičńı grupy, pak ϕ fixuje těleso Z /pZ (prvky dekom-
pozičńı grupy jsou zároveň prvky grupy Gal(K/Q), tedy fixuj́ı Q a t́ım sṕı̌se Z, proto ϕ
fixuje Z /pZ), tedy ϕ ∈ Gal((OK /P)/(Z /pZ)). Označ́ıme-li G̃ = Gal((OK /P)/(Z /pZ)),
dostáváme tedy zobrazeńı Φ : D → G̃. Toto zobrazeńı je dokonce homomorfismus (jak si
můžeme snadno ověřit).

To jsou sice zaj́ımavé poznatky, ale můžeme zaj́ıt ještě dál: zkoumejme jádro homomor-
fismu Φ. Zvolme libovolné σ ∈ D a označme ϕ = Φ(σ); pak plat́ı: σ ∈ ker Φ ⇔ ϕ = id ⇔
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⇔ ∀α ∈ OK : ϕ(α+ P) = α+ P ⇔ ∀α ∈ OK : σ(α) + P = α+ P ⇔ ∀α ∈ OK : σ(α) ≡ α
(mod P) ⇔ σ ∈ E. Tedy ker Φ = E a podle hlavńı věty o faktorgrupách dostáváme
injektivńı homomorfismus grup D/E → G̃.

Je možné ukázat ještě v́ıce, a to že Φ je surjekce, tedy každý prvek G̃ je indukován
prvkem dekompozičńı grupy. Z toho plyne následuj́ıćı:

Věta 5.2.4. Necht’ D = D(P |p), E = E(P |p), G̃ = Gal((OK /P)/(Z /pZ)), f = f(P |p).

Pak D/E ∼= G̃ a tedy |D||E| = f.

Poznámka 5.2.2. Pokud budeme mı́t pevně zvoleno prvoč́ıslo p a prvoideál P děĺıćı
ideál pOK , budeme dále použ́ıvat zjednodušené názvoslov́ı D = D(P |p), E = E(P |p),
G̃ = Gal((OK /P)/(Z /pZ)), f = f(P |p), e = e(P |p), r je počet prvoideál̊u děĺıćıch
pOK .

Z předchoźıch poznatk̊u odvod́ıme následuj́ıćı větu:

Věta 5.2.5. Necht’ D,E, G̃, f, e, r je jako obvykle, n = [K : Q]. Pak plat́ı r = |G/D|,
|D| = ef a |E| = e.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme r = |G/D|. Zvolme dva r̊uzné automorfismy σ, τ ∈ G, které lež́ı
v stejné tř́ıdě rozkladu G/D. Ze základ̊u teorie grup pak τ−1σ ∈ D, tedy (τ−1σ)(P) = P .
Potom τ(P) = τ((τ−1σ)(P)) = σ(P). Tedy tř́ıdy rozkladu G/D a prvoideály děĺıćı pOK
si jednoznačně odpov́ıdaj́ı a plat́ı |G/D| = r, což jsme chtěli dokázat (t́ım zobecňujeme
př́ıklad 5.2.1, jak nám ř́ıká poznámka 5.2.1).

Daľśı tvrzeńı z věty plynou z právě dokázaného a z věty 5.2.4. Jelikož r = |G/D| = |G|
|D| ,

tak |D| = |G|
r

= n
r

= ref
r

= ef. A protože |D||E| = f, tak |E| = e.

Zamysleme se nad př́ıpadem, kdy je E = {id} triviálńı. Pak D ∼= G̃. Přitom G̃ je, jak
v́ıme z věty 3.2.4, cyklická grupa generovaná prvkem ϕ ∈ G̃, pro nějž plat́ı ϕ(α + P) =
= (α + P)p pro všechna α ∈ OK . Tedy D je generována prvkem φ = Φ−1(ϕ), pro nějž
plat́ı φ(α) ≡ αp (mod P). Tento prvek nazýváme Frobeni̊uv automorfismus a znač́ıme ho
φ(P |p). Je na mı́stě dodat, že t́ımto názvem je často označován jak generátor dekompozičńı
grupy, tak generátor grupy automorfismů rozš́ı̌reńı konečných těles – to opět proto, že
izomorfńı struktury se v algebře často ztotožňuj́ı. Někdy jsou ještě tato zobrazeńı pojmově
rozlǐsována jako globálńı a lokálńı Frobeni̊uv automorfismus.

Frobeni̊uv automorfismus je objekt velkého významu a bude pro nás d̊uležitý v daľśım
textu. Nyńı jej však ponecháme na chv́ıli stranou a dáme do souvislosti stupeň inercie a
index větveńı s dekompozičńı a inerčńı grupou.

Nejprve si uvědomme, že jelikož jsou D i E podgrupy grupy G = Gal(K/Q), tak podle
hlavńı věty Galoisovy teorie existuj́ı tělesa LD = Fix(D) a LE = Fix(E) (nazýváme je jako
dekompozičńı a inerčńı těleso). Nav́ıc jelikož {id}⊆E⊆D⊆G, tak Q⊆LD⊆LE ⊆K. Tato
tělesa maj́ı mnoho d̊uležitých vlastnost́ı, které můžeme shrnout do následuj́ıćı věty:
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Věta 5.2.6. Necht’ Q⊆K je Galoisovo rozš́ıřeńı, p je prvoč́ıslo, P je prvoideál okruhu OK
takový, že P |pOK. Necht’ je D,E, r, e, f definováno pro zvolený prvoideál P jako obvykle.
Pak plat́ı [K : LE] = e, [LE : LD] = f , [LD : Q] = r.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z předchoźıch vět a hlavńı věty Galoisovy teorie: [K : LE] = |E| = e,
[LE : LD] = |D/E| = f , [LD : Q] = |G/D| = r.

Dostáváme významný poznatek s velkým aplikačńım potenciálem. Poznamenejme
ale, že kdybychom předchoźı teorii definovali v plné obecnosti, tedy pro rozš́ı̌reńı K ⊆L
č́ıselných těles, mohli bychom pozorovat ještě v́ıce, např. bychom zjistili některé vlastnosti
prvoideál̊u okruh̊u OLE a OLD .

V následuj́ıćı podkapitole si ukážeme, jak se situace zjednodušuje, pokud je K ⊆L
nejen Galoisovo, ale dokonce abelovské rozš́ı̌reńı.

5.3 Dekompozičńı grupa v abelovských rozš́ı̌reńıch

Ukážeme nejprve následuj́ıćı větu, která popisuje, jak spolu souviśı r̊uzné dekompozičńı
a inerčńı grupy př́ıslušné danému prvoč́ıslu:

Věta 5.3.1. Necht’ Q⊆K je Galoisovo rozš́ıřeńı, p je prvoč́ıslo, P ,P ′ jsou prvoideály
okruhu OK, které děĺı ideál pOK. Zvolme σ ∈ G tak, že P ′ = σ(P). Pak plat́ı

D(P ′ |p) = σD(P |p)σ−1,

E(P ′ |p) = σE(P |p)σ−1.

D̊ukaz. Nejprve dokažme část věty o dekompozičńı grupě:

τ ∈ D(P ′ |p) = D(σ(P)|p)⇔ τ(σ(P)) = σ(P)

⇔ ∀α ∈ P : τ(σ(α)) ∈ σ(P)

⇔ ∀α ∈ P : σ−1(τ(σ(α))) ∈ σ−1(σ(P)) = P
⇔ ∀α ∈ P : (σ−1τσ)(α) ∈ P
⇔ (σ−1τσ)(P) = P
⇔ σ−1τσ ∈ D(P |p).

Tedy D(P ′ |p) = {τ ∈ G|σ−1τσ ∈ D(P |p)} = σD(P |p)σ−1.
Druhou část věty dokážeme obdobně, jen s trochu jiným argumentem:

τ ∈ E(P ′ |p) = E(σ(P)|p)⇔ ∀α ∈ OK : τ(σ(α)) ≡ σ(α) (mod σ(P))

⇔ ∀α ∈ OK : σ−1(τ(σ(α))) ≡ σ−1(σ(α)) = α (mod P)

⇔ ∀α ∈ OK : (σ−1τσ)(α) ≡ (α) (mod P)

⇔ σ−1τσ ∈ E(P |p).

Tedy E(P ′ |p) = {τ ∈ G|σ−1τσ ∈ E(P |p)} = σE(P |p)σ−1.
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Z této věty plynou některé zaj́ımavé poznatky:

Důsledek 5.3.2. Necht’ je dáno p,P ,P ′, σ jako výše, nav́ıc předpokládejme, že se p nevětv́ı
v K. Pak φ(P ′ |p) = σφ(P |p)σ−1.

D̊ukaz. Vzpomeňme si, že Frobeniovy automorfismy jsou jednoznačně určeny jistými kon-
gruencemi: jsou to kongruence φ(P |p)(α) ≡ αp (mod P), φ(P ′ |p)(α) ≡ αp (mod P ′) (pro
všechna α ∈ OK). Pak tedy pro všechna α ∈ OK plat́ı

φ(P |p)(σ−1(α)) ≡ (σ−1(α))p = σ−1(αp) (mod P),

tedy

(σφ(P |p)σ−1)(α) = σ(φ(P |p)(σ−1(α))) ≡ σ(σ−1(αp)) = αp (mod σ(P)).

Jelikož σ(P) = P ′, d̊ukaz je hotov.

Důsledek 5.3.3. Necht’ G je komutativńı, tzn. Q⊆K je abelovské. Necht’ p je prvoč́ıslo,
pOK = Pe1 · · · · · Per je rozklad ideálu pOK na prvoideály. Pak D(P1 |p) = D(P2 |p) =
= ··· = D(Pr |p), E(P1 |p) = E(P2 |p) = ··· = E(Pr |p) a pokud je E(P i |p) triviálńı, tak
φ(P1 |p) = φ(P2 |p) = ··· = φ(Pr |p)

Důkaz je zřejmý; vid́ıme tedy, že pokud je rozš́ı̌reńı Q⊆K nejen Galoisovo, ale do-
konce abelovské, zálež́ı dekompozičńı a inerčńı grupa i Frobeni̊uv automorfismus pouze na
prvoč́ısle p.

Poznámka 5.3.1. Necht’ p je prvoč́ıslo. Je-li Q⊆K abelovské, budeme značit dekom-
pozičńı grupu př́ıslušnou rozkladu prvoč́ısla p v OK jako D(K, p), inerčńı grupu jako
E(K, p). Pokud je E(K, p) triviálńı, Frobeni̊uv automorfismus označ́ıme φ(K, p).

Uvedeme nyńı d̊uležitou větu, která bude velmi užitečná nadále:

Věta 5.3.4. Necht’ Q⊆K je abelovské rozš́ıřeńı, p je prvoč́ıslo, M je libovolné mezitěleso
rozš́ıřeńı Q⊆K. Označme D = D(K, p), E = E(K, p). Pak:

1. p se zcela rozkládá v M, právě když M ⊆LD,

2. p se nevětv́ı v M, právě když M ⊆LE.

Po źıskáńı nových informaćı nyńı shrňme do následuj́ıćı věty poznatky, které máme o
větveńı:

Věta 5.3.5. Necht’ Q⊆K je abelovské rozš́ıřeńı, p je prvoč́ıslo, P je prvoideál okruhu OK
takový, že P |pOK, E = E(P |p). Pak jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

1. p se větv́ı v K,
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2. p|d(OK),

3. |E| > 1,

4. LE 6= K.

Předpokládejme nyńı, že se dané prvoč́ıslo p v K, nevětv́ı a zaměřme se na Frobeni̊uv
automorfismus. Vı́me, že φ(P |p) je zadán jako jediný automorfismus splňuj́ıćı φ(P |p)(α) ≡
≡ αp (mod P) pro všechna α ∈ OK . Pokud je tedy Q⊆K abelovské, tak podle předchoźı
plat́ı φ(K, p)(α) ≡ αp (mod P i), kde P i jsou všechny prvoideály okruhu OK , které děĺı
pOK . Pak tedy tato kongruence plat́ı i modulo I =

⋂
iP i. To je však př́ımo ideál pOK , což

můžeme ukázat následovně: jelikož P i |pOK pro každé i, máme pro každé i také pOK ⊆P i,
tj. pOK ⊆I. Ale jelikož I ⊆P i pro každé i, tak také P i | I a dohromady rovněž pOK =
=
∏

iP i | I, tj. I ⊆ pOK : celkem tedy I = pOK .
Dostáváme tedy následuj́ıćı:

Věta 5.3.6. Necht’ Q⊆K je abelovské. Pak pro libovolné prvoč́ıslo p, které se nevětv́ı v
K, a pro všechna α ∈ OK plat́ı

φ(K, p)(α) ≡ αp (mod pOK).

Pokud je Q⊆K je abelovské, tak je i Q⊆M abelovské, kde M je libovolné mezitěleso
rozš́ı̌reńı Q⊆K. Ukážeme d̊uležitou větu, jež bude hrát významnou roli v d̊ukazu zákona
kvadratické reciprocity:

Věta 5.3.7. Necht’ Q⊆K je abelovské, M je libovolné mezitěleso, p je libovolné prvoč́ıslo,
které se nevětv́ı v K. Pak plat́ı

φ(M, p) = φ(K, p)
∣∣
M
,

tedy φ(M, p) je roven restrikci φ(K, p) na M .

D̊ukaz. Z věty 5.3.6 v́ıme, že pro všechna α ∈ OK plat́ı φ(K, p)(α) ≡ αp (mod pOK). Je-
likožOM ⊆OK , tak tato kongruence plat́ı pro všechna α ∈ OM ; tedy z definice φ(K, p)(α)−
−αp ∈ pOK . Pak tedy pro všechna α ∈ M , plat́ı φ(K, p)

∣∣
M

(α)− αp = φ(K, p)(α)− αp ∈
pOK ∩OM = pOM , tj. φ(K, p)

∣∣
M

(α) ≡ αp (mod pOM). To je ale podmı́nka, již splňuje
pouze automorfismus φ(M, p). Proto se oba automorfismy rovnaj́ı a tvrzeńı je dokázáno.

Tato věta má následuj́ıćı d̊usledek:

Důsledek 5.3.8. Necht’ Q⊆K je abelovské rozš́ıřeńı, M je libovolné mezitěleso tohoto
rozš́ıřeńı, H = Gal(K/M). Pak φ(K, p) ∈ H, právě když φ(M, p) = idM .
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D̊ukaz. Vzpomeňme si na d̊ukaz části 2(c) hlavńı věty Galoisovy teorie – v něm jsme
ukázali, že všechny prvky grupy H se zužuj́ı na idM . Také jsme ukázali, že idM se rozšǐruje
právě na prvky grupy H. Jelikož φ(M, p) je podle předchoźı věty zúžeńım φ(K, p) ∈ H
na M , tvrzeńı z toho okamžitě plyne.

Na závěr této kapitoly uvedeme jedno velmi hluboké tvrzeńı, které je d̊usledkem
tzv. class field theory, která zkoumá č́ıselná tělesa mnohem pokročileǰśımi metodami, než
můžeme my v této práci.

Věta 5.3.9. Necht’ K je č́ıselné těleso takové, že Q⊆K je abelovské rozš́ıřeńı. Pak každý
prvek grupy Gal(K/Q) je Frobeniovým automorfismem pro nekonečně mnoho prvoč́ısel.

V daľśı kapitole uvid́ıme, že jedna významná věta o rozložeńı prvoč́ısel – tzv. Dirichle-
tova věta o prvoč́ıslech v aritmetických posloupnostech – je pouhým d̊usledkem této velmi
silné věty.

V této kapitole jsme se seznámili s algebraickou teoríı č́ısel a źıskali jsme některé silné
nástroje. V daľśı kapitole budeme tuto teorii aplikovat na kvadratická a kruhová tělesa,
abychom se dostali až ke kvadratickým zbytk̊um.
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Kapitola 6

Aplikace algebraické teorie č́ısel na
kvadratické zbytky

V prvńıch dvou částech této kapitoly podrobněji poṕı̌seme situaci v kvadratických
a kruhových tělesech. Ve třet́ı části pak dokážeme zákon kvadratické reciprocity a daľśı
tvrzeńı z teorie kvadratických zbytk̊u.

6.1 Kvadratická tělesa

V následuj́ıćım textu bude m vždy značit celé č́ıslo r̊uzné od jedné, které neńı dělitelné
druhou mocninou žádného prvoč́ısla.

Pro daľśı text položme K = Q(
√
m). Vı́me, že K je č́ıselné těleso a Q⊆K je Galoisovo

rozš́ı̌reńı stupně 2 s Galoisovou grupou G ∼= Z /2Z. Teorie z předchoźıch kapitol nám dává
následuj́ıćı lemma:

Lemma 6.1.1. Necht’ p je prvoč́ıslo, K = Q(
√
m). Pak plat́ı právě jedno z následujćıho:

1. pOK = P2, f(P |p) = 1,

2. pOK = PQ, P 6= Q, f(P |p) = f(Q|p) = 1,

3. pOK = P , f(P |p) = 2,

kde P ,Q jsou nějaké prvoideály okruhu OK. Nav́ıc pro lichá prvoč́ısla nastává možnost 1,
právě když p|m.

D̊ukaz. Stač́ı aplikovat d̊usledek 5.1.4: jelikož ref = 2 (kde e = e(K, p), f = f(K, p), r je
počet prvoideál̊u děĺıćıch pOK), dostáváme pro možnosti e = 2, r = 2, f = 2 možnosti 1,
2, 3. Dodatek plyne z věty 5.3.5 a z toho, že d(OK) je m nebo 4m.

Uvědomme si, že v druhém př́ıpadě se p zcela rozkládá v K.
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Co se stane, když na prvoideály OK děĺıćı pOK aplikujeme větu 4.3.9? Překvapivě
se vrát́ıme ke kvadratickým zbytk̊um!

Nejdř́ıve je však potřeba určit, pro která prvoč́ısla můžeme větu 4.3.9 použ́ıt. Z věty
4.1.14 v́ıme, že pokud m ≡ 2, 3 (mod 4), tak OK = Z[

√
m], tj. | OK /Z[

√
m]| = 1.

V př́ıpadě m ≡ 1 (mod 4) však OK = Z[1+
√
m

2
]. Ukážeme ale, že index Z[

√
m] v OK

je roven dvěma:

Lemma 6.1.2. Necht’ m ≡ 1 (mod 4). Pak | OK /Z[
√
m]| = 2.

D̊ukaz. Uvědomme si, že v předchoźım OK i Z[
√
m] uvažujeme pouze jako aditivńı grupy

(podle předpoklad̊u k větě 4.3.9). Uvažujme nyńı homorfismus aditivńıch grup (pozor,

nikoli okruh̊u!) f : OK → Z /2Z zadaný jako f(a + b · 1+
√
m

2
) = [b]2 pro libovolná celá

č́ısla a, b. Zjevně se jedná o surjektivńı homomorfismus a jeho jádro je (aditivńı) grupa

{a + 2k 1+
√
m

2
|a, k ∈ Z} = Z[

√
m], tedy podle hlavńı věty o faktorgrupách OK /Z[

√
m] ∼=

∼= Z /2Z a tedy | OK /Z[
√
m]| = |Z /2Z | = 2.

Pokud je tedy p liché prvoč́ıslo, můžeme bez obav aplikovat větu 4.3.9 volbou α =
√
m:

Věta 6.1.3. Necht’ K = Q(
√
m), p je liché prvoč́ıslo, p neděĺı m. Pak následuj́ıćı podmı́nky

jsou ekvivalentńı:

1. p se zcela rozkládá v K,

2. m je kvadratický zbytek modulo p, tedy
(
m
p

)
= 1,

3. pOK = (p, n−
√
m)(p, n+

√
m), kde n2 ≡ m (mod p).

Dále pOK je prvoideál OK, právě když
(
m
p

)
= −1. Nav́ıc pokud p je liché prvoč́ıslo, které

děĺı m, tak plat́ı pOK = (p,
√
m)2.

D̊ukaz. Důkaz využ́ıvá větu 4.3.9 a lemma 6.1.1. Liché prvoč́ıslo p se zcela rozkládá v K,
právě když pOK = PQ, tedy podle věty 4.3.9 právě když g ≡ g1g2 (mod p), kde g je
minimálńı polynom

√
m nad Q a g1, g2 jsou normované ireducibilńı polynomy. Jelikož

g(x) = x2−m, dostáváme, že p se zcela rozkládá v K, právě když x2−m ≡ (x+ a)(x+ b)
(mod p) pro nějaká a, b ∈ Z. To neznamená nic než že x2 − m má v Z /pZ kořen, tedy
existuje nějaké n ∈ Z takové, že n2 − m ≡ 0 (mod p), tedy m ≡ n2 (mod p). To ale
znamená, že m je kvadratický zbytek modulo p.

Pak tedy x2 −m ≡ (x − n)(x + n) (mod p), tedy podle věty 4.3.9 pOK = (p,
√
m−

−n)(p,
√
m+ n). Jelikož jistě (p,

√
m± n) = (p, n±

√
m), prvńı část tvrzeńı je dokázána.

V př́ıpadě
(
m
p

)
= −1 je polynom x2 −m ireducibilńı, a tedy stupeň inercie př́ıslušný

prvoč́ıslu p je roven dvěma. Tedy pOK je opravdu prvoideál.
Pokud p|m, tak x2 − m ≡ x2 (mod p) a tedy pOK = (p,

√
m)2. Tvrzeńı je tedy

dokázáno.
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Př́ıpad p = 2 vypadá následovně:

Věta 6.1.4. Necht’ K = Q(
√
m). Potom se 2OK rozkládá na prvoideály okruhu OK jako

1. (2,
√
m)2 pokud m ≡ 2 (mod 4),

2. (2, 1 +
√
m)2 pokud m ≡ 3 (mod 4),

3. (2, 1−
√
m

2
)(2, 1+

√
m

2
) pokud m ≡ 1 (mod 8),

4. 2OK , tj. je prvoideál, pokud m ≡ 5 (mod 8).

Nebudeme se touto situaćı dopodrobna zabývat, jelikož to neńı pro daľśı text užitečné.
Poznamenejme jen, že zat́ımco v př́ıpadech 1, 2 postupujeme podobně jako v předchoźı větě,
na př́ıpady 3 a 4 nemůžeme aplikovat větu 4.3.9, muśıme si tedy poradit jinak: v př́ıpadě
3 rovnost dokážeme obvyklým zp̊usobem jako dvě inkluze. V př́ıpadě 4 ukážeme, že pro
libovolný prvoideál P , který děĺı 2OK , plat́ı f(P |2) = 2. Ukážeme totiž, že OK /P neńı
izomorfńı se Z /2Z. A to tak, že vysvětĺıme, že polynom x2 +x+ 1−m

4
má v OK /P kořen,

zat́ımco nad Z /2Z je ireducibilńı.
Nyńı se pod́ıvejme, jak situace vypadá v tělesech kruhových.

6.2 Kruhová tělesa

V následuj́ıćım textu bude vždy n dané přirozené č́ıslo a ζn = e
2πi
n bude primitivńı

n-tá odmocnina z jedné.
Necht’ K = Q(ζn). Vı́me již, že Q⊆K je Galoisovo a že [K : Q] = ϕ(n), kde ϕ je

Eulerova funkce. Abychom zjistili, jak se prvoideál pOK rozkládá, pǐsme n = pkm, kde p
neńı dělitelem přirozeného č́ısla m. Budeme sledovat, co se s prvoč́ıslem p děje v tělesch
Q(ζpk) a Q(ζm).

Lemma 6.2.1. Za stejných předpoklad̊u jako výše označme R okruh OQ(ζ
pk

) = Z[ζpk ]. Pak

pR = (1− ζpk)ϕ(pk).

Tedy p se v Q(ζpk) totálně větv́ı. Nebudeme se zdržovat d̊ukazem tohoto tvrzeńı (lze

ukázat pomoćı věty 4.3.9 a kongruence xp
k − 1 ≡ (x − 1)p

k
(mod p)), protože nás bude

předevš́ım zaj́ımat, co se děje v tělese Q(ζm). Podstatné pro nás ale je, že z tohoto lemmatu
plyne věta 3.3.7: z předchoźıho v́ıme, že p se v Q(ζp) totálně větv́ı, tj. se větv́ı i v kvadra-
tickém podtělese K tělesa Q(ζp). Jelikož d(Z[ζp]) je mocninou p, je p nav́ıc jediné prvoč́ıslo,
které se v Q(ζp) větv́ı – je to tedy i jediné prvoč́ıslo, které se větv́ı v K, proto podle věty
5.3.5 nutně d(OK) = p. Z věty 4.1.14 můžeme snadno odvodit, že tato podmı́nka bude
platit, právě když K = Q(

√
p) a p ≡ 1 (mod 4) nebo K = Q(

√
−p) a p ≡ 3 (mod 4). To

můžeme shrnout do podmı́nky K = Q(
√
p∗), kde p∗ = (−1)

p−1
2 p, což je přesně zněńı věty

3.3.7.
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Přesuňme se nyńı k tělesu Q(ζm). Jelikož z věty 4.1.14 v́ıme, že d(OQ(ζm)) děĺı mocninu
m, tak se p nevětv́ı. Dekompozičńı grupa D(Q(ζm), p) je tedy cyklická; označme Frobeni̊uv
automorfismus, jej́ı generátor, jako φ. Připomeňme ještě, že

Gal(Q(ζm)/Q) = {σk|1 ≤ k < m, σk(ζm) = ζkm}.

Za těchto předpoklad̊u můžeme vyslovit následuj́ıćı větu:

Věta 6.2.2. Předpokládejme všechno jako výše. Necht’ ξ je celé č́ıslo splňuj́ıćı ξ ≡ p
(mod m) takové, že 1 ≤ ξ < m. Pak φp = σξ.

D̊ukaz. Frobeni̊uv automorfismus je prvkem grupy Gal(Q(ζm)/Q), tedy muśı být roven σk
pro některé k. Které k to je, zjist́ıme tak, že jej aplikujeme na ζm. Z definice Frobeniova
automorfismus dostáváme σk(ζm) = ζkm ≡ ζpm (mod pZ[ζm]), tedy p děĺı 1−ζk−pm v okruhu
Z[ζm].

Ukažme sporem, že pak m|k−p. Kdyby ne, bylo by ζk−pm ∈Mmr{1} jedńım z kořen̊u
polynomu f(x) = (xm−1)/(x−1) = xm−1 +· · ·+x+1. Jelikož p|(1−ζk−pm ) a (1−ζk−pm )|f(1)
(v okruhu Z[ζm]), platilo by p|f(1), avšak f(1) = m, tedy dostáváme spor.

Vzpomeňme si, jak jsme definovali izomorfismus Gal(Q(ζm)/Q) → (Z /mZ)∗. Proto
můžeme formulovat předchoźı lemma i jinak: pokud p neděĺı m, tak obraz Frobeniova
automorfismu φ v izomorfismu výše je tř́ıda [p]m.

Odbočme na chv́ıli a aplikujme na tento poznatek větu 5.3.9. Ta nám ř́ıká, že každý
prvek Galoisovy grupy je Frobeniovým automorfismem pro nekonečně mnoho prvoč́ısel.
V př́ıpadě kruhových těles to tedy znamená, že každá zbytková tř́ıda z (Z /mZ)∗ je obrazem
Frobeniova automorfismu pro nekonečně mnoho prvoč́ısel, tedy každá tato tř́ıda podle
předchoźıho lemmatu obsahuje nekonečně mnoho prvoč́ısel. To je přesně zněńı Dirichletovy
věty o prvoč́ıslech v aritmetických posloupnostech. Jelikož sama tato věta je pokročilý
výsledek, vid́ıme, jak silná věta 5.3.9 je.

Věta 6.2.2 má d̊uležitý d̊usledek:

Důsledek 6.2.3. Necht’ m ∈ Z, p je prvoč́ıslo, p neděĺı m. Necht’ f = f(P i |p) pro pr-
voideály P i okruhu OQ(ζm) = Z[ζm], které děĺı pZ[ζm]. Pak f je rovno řádu prvoč́ısla p
modulo m.

D̊ukaz. Ukázali jsme si, že Frobeni̊uv automorfismus př́ıslušný k p odpov́ıdá zbytkové tř́ıdě
[p]m. Jelikož dekompozičńı grupa je Frobeniovým automorfismem generovaná, tak |D| je
roven jeho řádu v Galoisově grupě, který je roven řádu [p]m v (Z /mZ)∗. Jelikož f = |D|,
d̊ukaz je hotov.

To, jak se rozkládá p v Q(ζn) pro libovolné n, nyńı poskládáme z předchoźıch dvou
př́ıpad̊u. Naṕı̌seme n = pkm, kde p neděĺı m. Kv̊uli tomu, že jsme definice indexu větveńı
a stupně inercie vyslovili jen ve speciálńım př́ıpadě Q⊆K, nemůžeme d̊ukaz provést zcela
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korektně, ale myšlenka je jednoduchá: z lemmatu 6.2.1 dostaneme e ≥ ϕ(pk) a z věty 6.2.2
pak fr ≥ ϕ(m), dohromady ref ≥ ϕ(pk)ϕ(m) = ϕ(n). Jelikož ref = ϕ(n), nastává v této
nerovnosti rovnost, právě když se nám známé e, f, r z předchoźıch př́ıpad̊u nebude měnit.
Dostaneme tedy:

Věta 6.2.4. Je-li K n-té kruhové těleso, kde n = pkm a p - m, dostáváme e(K, p) = ϕ(pk)
a f(K, p) je řád prvku p modulo m.

6.3 Kvadratické zbytky

Účelem této části bude aplikovat předchoźı teorii na kvadratické zbytky. Budeme
použ́ıvat předevš́ım dvou výše dokázaných tvrzeńı: prvńı z nich je, že

(
m
p

)
= 1, právě

když se p zcela rozkládá v Q(
√
m). Druhé pak, že Frobeni̊uv automorfismus př́ıslušný

prvoč́ıslu p v tělese Q(ζn), p - n odpov́ıdá zbytkové tř́ıdě [p]m.
Proč právě kvadratická a kruhová tělesa? Dokažme nejprve jeden z vedleǰśı zákon̊u

kvadratické reciprocity:

Věta 6.3.1. Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Pak
(−1
p

)
= (−1)

p−1
2 , neboli

(
−1

p

)
=

{
1 pokud p ≡ 1 (mod 4),

−1 pokud p ≡ 3 (mod 4).

D̊ukaz. Jelikož p - d(Z[i]) = 4, tak E(Q(i), p) je triviálńı a D(Q(i), p) je cyklická. Jistě je
Q(i) = Q(

√
−1) kvadratické těleso. Proto podle věty 6.1.3

(−1
p

)
= 1, právě když se p zcela

rozkládá v Q(i). V tom př́ıpadě tedy f(Q(i), p) = 1.
Také ovšem Q(i) = Q(ζ4) je kruhové těleso. Tedy podle d̊usledku 6.2.3 f(Q(i), p) = 1,

právě když je řád prvku p modulo 4 roven jedné. To nastane, právě když p ≡ 1 (mod 4).
T́ım je tvrzeńı dokázáno.

A daľśı z nich:

Věta 6.3.2. Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Pak
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 , neboli

(
2

p

)
=

{
1 pokud p ≡ ±1 (mod 8)

−1 pokud p ≡ ±3 (mod 8).

D̊ukaz. Uvažujme těleso Q(i,
√

2) = Q(ζ8), tedy opět těleso kruhové a tentokrát ne kvad-
ratické, ale bikvadratické. Jeho svaz podtěles můžeme vidět na diagramu ńıže.
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Q(i,
√

2)

Q(i) Q(
√
−2) Q(

√
2)

Q

Nyńı využijeme Galoisovy teorie, a to tak, že poṕı̌seme grupu G = Gal(Q(i,
√

2)/Q)
dvoj́ım zp̊usobem. Zaprvé jako Galoisovu grupu bikvadratického tělesa: G = {id, σ, τ, στ},
kde τ fixuje Q(

√
2) a i zobraźı na −i, σ fixuje Q(i) a

√
2 zobraźı na −

√
2. Zadruhé jako

Galoisovu grupu kruhového tělesa: G = {σ1, σ3, σ5, σ7}, kde σk(ζ8) = ζk8. Zjist́ıme, jak si
tato dvě vyjádřeńı odpov́ıdaj́ı t́ım, že automorfismy z

”
bikvadratického“ vyjádřeńı budeme

aplikovat na ζ8 =
√

2
2

+ i
√

2
2

. Nejdř́ıve si ale napǐsme, jak př́ıslušné mocniny vypadaj́ı:

� ζ1
8 =

√
2

2
+ i

√
2

2
,

� ζ3
8 = (

√
2

2
+ i

√
2

2
)3 = −

√
2

2
+ i

√
2

2
,

� ζ5
8 = (

√
2

2
+ i

√
2

2
)5 = −

√
2

2
− i

√
2

2
,

� ζ7
8 = (

√
2

2
+ i

√
2

2
)7 =

√
2

2
− i

√
2

2
.

Nyńı aplikujme:

� id(
√

2
2

+ i
√

2
2

) =
√

2
2

+ i
√

2
2

= ζ1
8 ⇒ id = σ1,

� σ(
√

2
2

+ i
√

2
2

) = −
√

2
2
− i

√
2

2
= ζ5

8 ⇒ σ = σ5,

� τ(
√

2
2

+ i
√

2
2

) =
√

2
2
− i

√
2

2
= ζ7

8 ⇒ τ = σ7,

� (στ)(
√

2
2

+ i
√

2
2

) = −
√

2
2

+ i
√

2
2

= ζ3
8 ⇒ στ = σ3.

Pak už stač́ı jen proj́ıt všechny možnosti pro prvoč́ıslo p:

� p ≡ 1 (mod 8) ⇒ φp = σ1 = id ⇒ D = {id} ⇒ LD = Q(i,
√

2) ⇒ p se v Q(
√

2)
zcela rozkládá ⇒

(
2
p

)
= 1,

� p ≡ 3 (mod 8) ⇒ φp = σ3 = στ ⇒ D = 〈στ〉 ⇒ LD = Q(i
√

2) ⇒ p se v Q(
√

2)
zcela nerozkládá ⇒

(
2
p

)
= −1,

� p ≡ 5 (mod 8) ⇒ φp = σ5 = σ ⇒ D = 〈σ〉 ⇒ LD = Q(i) ⇒ p se v Q(
√

2)
zcela nerozkládá ⇒

(
2
p

)
= −1,

� p ≡ 7 (mod 8) ⇒ φp = σ7 = τ ⇒ D = 〈τ〉 ⇒ LD = Q(
√

2) ⇒ p se v Q(
√

2)
zcela rozkládá ⇒

(
2
p

)
= 1.
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T́ım je tvrzeńı dokázáno.

Vid́ıme, že se nám v předchoźıch d̊ukazech dařilo dobře. To však nikoli proto, že by to
snad byla jednoduchá tvrzeńı, ale kv̊uli nesmı́rné śıle teorie, kterou jsme vybudovali dř́ıve.

Kĺıčem k úspěchu bylo v obou tvrzeńıch využ́ıt poznatky o kvadratických a kruhových
tělesech zároveň. Co však dělat, když je kruhové těleso, které potřebujeme,

”
větš́ı“ než

bikvadratické? Uvid́ıme, že to pro nás nebude obt́ıž a povede se nám dokázat i hlavńı
zákon kvadratické reciprocity.

Ukážeme dva d̊ukazy. Prvńı z nich je uveden v [1]. Druhý z nich je méně technický
a o něco abstraktněǰśı.

Nejprve dokážeme, že se hlavńı zákonem kvadratické reciprocity je ekvivalentńı po-
dobné tvrzeńı:

Věta 6.3.3. Necht’ p, q jsou r̊uzná lichá prvoč́ısla. Hlavńı zákon kvadratické reciprocity je
ekvivalentńı s rovnost́ı (

p∗

q

)
=

(
q

p

)
,

kde p∗ = (−1)
p−1
2 p.

D̊ukaz. Rozeṕı̌sme si danou rovnost podle toho, jaký zbytek dávaj́ı prvoč́ısla p a q po děleńı
čtyřmi.

Pokud p ≡ 1 (mod 4), tak p∗ = p a tedy
(
p
q

)
=
(
q
p

)
.

Pokud p ≡ 3 (mod 4), tak p∗ = −p a tedy
(
q
p

)
=
(−p
q

)
=
(−1
q

)
·
(
p
q

)
(předpokládáme

multiplikativitu Legendreova symbolu, ale neńı třeba se ničeho obávat, jelikož zanedlouho
ji dokážeme). Pokud q ≡ 1 (mod 4), tak

(−1
q

)
= 1, pokud q ≡ 3 (mod 4), tak

(−1
q

)
= −1.

Dohromady tedy dostáváme(
p

q

)
=


(
q
p

)
pokud p nebo q ≡ 1 (mod 4),

−
(
q
p

)
pokud p ≡ q ≡ 3 (mod 4).

To je ale přesně zněńı hlavńıho zákona kvadratické reciprocity. T́ım je tedy d̊ukaz hotov.

Nyńı se můžeme pustit do prvńıho d̊ukazu. Připomeňme nejprve situaci z poznámky
3.3.1: pro prvoč́ıslo p je G = Gal(Q(ζp)/Q) ∼= (Z /pZ)∗ cyklická grupa řádu p − 1 a
mezitělesa rozš́ı̌reńı Q⊆Q(ζp) jsou fixována podgrupami Hd grupy G maj́ıćımi v G index
d, kde d jsou kladńı dělitelé č́ısla p− 1. Označ́ıme nyńı Fd = Fix(Hd); mj. plat́ı Fd1 ⊆Fd2 ,
právě když d1|d2. Tedy např. F1 = Q a předevš́ım F2 = Q(

√
p∗), jak v́ıme z věty 3.3.7.

Za těchto podmı́nek vyslovme následuj́ıćı lemma, které zobecňuje argument, jenž
v d̊ukazu použijeme:

Lemma 6.3.4. Necht’ p, q jsou dvě r̊uzná prvoč́ısla, d je kladný dělitel č́ısla p − 1, Fd
mezitěleso rozš́ıřeńı Q⊆Q(ζp) jako výše. Pak existuje a ∈ Z takové, že q ≡ ad (mod p),
právě když se q zcela rozkládá v Fd.
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D̊ukaz. Uvědomme si, že existuje celé č́ıslo a splňuj́ıćı q ≡ ad (mod p), právě když q
p−1
d ≡ 1

(mod p), tedy právě když je řád prvku q modulo p dělitelem č́ısla p−1
d

. T́ım je ale f =

= f(Q(ζp), q), tedy existuje celé č́ıslo a splňuj́ıćı q ≡ ad (mod p), právě když f |p−1
d

. Tato

podmı́nka je ale ekvivalentńı s d|p−1
f

. Avšak jelikož e = 1, tak ref = rf = p− 1 a p−1
f

= r.

Proto q ≡ ad (mod p) ⇔ d|r ⇔ Fd⊆Fr. Ale Fr neńı nic jiného než dekompozičńı těleso
prvoč́ısla q, jelikož je to jediné mezitěleso stupně r nad Q (využ́ıváme poznatky z věty
5.2.6). Nav́ıc Fd⊆Fr, (podle věty 5.3.4) právě když se q zcela rozkládá v Fd. T́ım je
tvrzeńı dokázáno.

Nyńı se již dostaneme k hlavńımu zákonu kvadratické reciprocity:

Věta 6.3.5. Necht’ p, q jsou r̊uzná lichá prvoč́ısla. Potom
(
p
q

)
=
(
q
p

)
· (−1)

(p−1)(q−1)
4 , neboli

(
p

q

)
=


(
q
p

)
pokud p ≡ 1 nebo q ≡ 1 (mod 4);

−
(
q
p

)
pokud p ≡ q ≡ 3 (mod 4).

D̊ukaz. Jelikož q je kvadratický zbytek modulo p, právě když existuje a ∈ Z takové, že
q ≡ a2 (mod p), můžeme využ́ıt předchoźı lemma pro d = 2 a a vid́ıme, že

(
q
p

)
= 1, právě

když se q zcela rozkládá v F2, což neńı podle věty 3.3.7 nic jiného než těleso Q(
√
p∗). Avšak

q se zcelá rozkládá v Q(
√
p∗), právě když

(
p∗

q

)
= 1 Dostáváme tedy

(
q
p

)
= 1 ⇔

(
p∗

q

)
=

1 a z toho hned
(
q
p

)
=
(
p∗

q

)
. To už však neńı nic jiného než zněńı zákona kvadratické

reciprocity, jak jsme ukázali ve větě 6.3.3.

Nyńı uvedeme ještě jeden d̊ukaz kvadratické reciprocity, snad dokonce krásněǰśı ve své
jednoduchosti:

D̊ukaz. Stejně jako výše
(
q
p

)
= 1, právě když existuje a splňuj́ıćı q ≡ a2 (mod p). Označme

nyńı H podgrupu indexu 2 v G = Gal(Q(ζp)/Q). To je p−1
2

-prvková podgrupa grupy G,
tedy fixuje těleso F2 = Q(

√
p∗).

Uvažujme izomorfismusG ∼= (Z /pZ)∗. V něm podgrupaH odpov́ıdá podgrupě čtverc̊u,
tj. grupěK = {[a2]p|a ∈ Z, p - a} (to plyne z věty 1.0.3). Potom tedy

(
q
p

)
= 1⇔ [q]p ∈ K ⇔

⇔ φ(Q(ζp), q) ∈ H (v posledńı rovnosti jsme opět využili toho, že Frobeni̊uv automorfismus
př́ıslušný q odpov́ıdá tř́ıdě [q]p).

Vzpomeňme si nyńı na d̊usledek 5.3.8 věty 5.3.7. Podle něj φ(Q(ζp), q) ∈ H, právě
když φ(Fix(H), p) = φ(Q(

√
p∗), q) = id. Tud́ıž D(Q(

√
p∗), q) = {id}. Přešli jsme tedy

od dekompozičńı grupy prvoč́ısla q v kruhovém tělese k dekompozičńı grupě prvoč́ısla q
v kvadratickém tělese. Označ́ıme-li tuto novou dekompozičńı grupu jako D, máme LD =
= Fix({id}) = Q(

√
p∗), což nastane, právě když se q zcela rozkládá v Q(

√
p∗). To je

ekvivalentńı s
(
p∗

q

)
= 1. Dohromady s předchoźım tedy opět dostáváme

(
q
p

)
= 1⇔

(
p∗

q

)
=

= 1 a z toho okamžitě plyne hlavńı zákon kvadratické reciprocity.
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Pro přehlednost stručně zopakujme argumenty, které jsme použili. V prvńım d̊ukaze
(f znač́ı stupeň inercie q v Q(ζp) a r počet prvoideál̊u okruhu Z[ζp] děĺıćıch q Z[ζp]):(

q

p

)
= 1⇔ ∃a ∈ Z : q ≡ a2 (mod p)

⇔ q
p−1
2 ≡ 1 (mod p)

⇔ řád q modulo p děĺı
p− 1

2

⇔ f(Q(ζp), q)
∣∣p− 1

2

⇔ 2
∣∣p− 1

f
= r

⇔ F2⊆Fr = LD(Q(ζp),q)

⇔ q se zcela rozkládá v F2 = Q(
√
p∗)

⇔
(
p∗

q

)
= 1.

V druhém pak (H opět znač́ı podgrupu grupy Gal(Q(ζm)/Q) indexu 2):(
q

p

)
= 1⇔ ∃a ∈ Z : q ≡ a2 (mod p)

⇔ [q]p ∈ K = {[a2]p|a ∈ Z, p - a}
⇔ φ(Q(ζp), q) ∈ H ∼= K

⇔ φ(Q(
√
p∗), q) = φ(Fix(H), q) = id

⇔ LD(Q(
√
p∗),q) = Q(

√
p∗)

⇔ q se zcela rozkládá v Q(
√
p∗)

⇔
(
p∗

q

)
= 1.

T́ım máme hotovo to hlavńı, co jsme si v textu kladli za ćıl: pomoćı algebraické teorie
č́ısel dokázat využit́ım dekompozičńıch grup zákon kvadratické reciprocity.

U toho se ale nezastav́ıme a aplikujeme tuto teorii na daľśı tvrzeńı z teorie kvadra-
tických zbytk̊u. Začneme multiplikativitou Legendreova symbolu:

Věta 6.3.6. Pro libovolná celá č́ısla a, b a liché prvoč́ıslo p plat́ı:
(
a
p

)
·
(
b
p

)
=
(
ab
p

)
.

D̊ukaz. K d̊ukazu této věty využijeme těleso Q(
√
a,
√
b). Uvažujme nejprve p|ab. Pak

(
a
p

)
=

= 0 nebo
(
b
p

)
= 0, ovšem také

(
ab
p

)
= 0, tud́ıž tvrzeńı plat́ı. Předpokládejme tedy dále,

že p - ab, tj. p se nevětv́ı v Q(
√
a,
√
b).

Pokud je a nebo b druhá mocnina celého č́ısla, bez újmy na obecnosti můžeme předpoklá-
dat a = k2, k ∈ Z. Pak dostáváme

(
a
p

)
·
(
b
p

)
=
(
k2

p

)
·
(
b
p

)
=
(
b
p

)
. Dále můžeme jistě ř́ıct,
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že ab = k2b je kvadratický zbytek modulo p, právě když je b kvadratický zbytek modulo p,
z čehož plyne

(
ab
p

)
=
(
b
p

)
, tvrzeńı tedy v tomto př́ıpadě plat́ı.

Pokud a ani b neńı druhá mocnina celého č́ısla, ale ab ano, je
(
ab
p

)
= 1. Jelikož můžeme

psát ab = k2 pro vhodné celé č́ıslo k, dostáváme ab ≡ k2 (mod ), z čehož plyne
(
a
p

)
= 1,

právě když
(
b
p

)
= 1, tedy

(
a
p

)
=
(
b
p

)
a
(
a
p

)
·
(
b
p

)
= 1 =

(
ab
p

)
. Tvrzeńı tedy plat́ı i v tomto

př́ıpadě.
Nyńı se konečně můžeme pustit do př́ıpadu, kdy p - ab a ani a, ani b, ani ab neńı dru-

hou mocninou celého č́ısla. Můžeme předpokládat, že a, b /∈ {0, 1} a ani a, ani b neńı
dělitelné druhou mocninou žádného prvoč́ısla (platilo-li by např. a = q2k pro nějaké
prvoč́ıslo q a celé č́ıslo k, z předchoźıho bychom dostali

(
a
p

)
=
(
k
p

)
). Potom je tedy

Q(
√
a,
√
b) bikvadratické těleso. Projdeme nyńı jednotlivé př́ıpady podle toho, které z me-

zitěles rozš́ı̌reńı Q⊆Q(
√
a,
√
b) je dekompozičńım tělesem vzhledem k dekompozičńı grupě

D = D(Q(
√
a,
√
b), p).

Q(
√
a,
√
b)

Q(
√
a) Q(

√
ab) Q(

√
b)

Q

Jistě to neńı těleso Q, protože pak by D ∼= (Z /2Z) × (Z /2Z) nebyla cyklická, což
by byl spor s t́ım, že p se nevětv́ı. Pokud LD = Q(

√
a,
√
b), tak se p zcela rozkládá v

Q(
√
a),Q(

√
b) i Q(

√
ab). Proto

(
ab
p

)
=
(
a
p

)
=
(
b
p

)
= 1, tvrzeńı tedy v tomto př́ıpadě plat́ı.

Pokud LD = Q(
√
a), tak se p zcela rozkládá pouze v Q(

√
a), tedy

(
a
p

)
= 1 a také(

ab
p

)
=
(
b
p

)
= −1. Tvrzeńı v tomto př́ıpadě opět plat́ı. V př́ıpadě LD = Q(

√
b) můžme

postupovat zcela analogicky.
Konečně pokud LD = Q(

√
ab), tak se p zcela rozkládá pouze v Q(

√
ab), tedy

(
ab
p

)
= 1,(

a
p

)
=
(
b
p

)
= −1. Tvrzeńı plat́ı i nyńı, plat́ı tedy v všech možných situaćıch. T́ım je d̊ukaz

hotov.

Nyńı dokážeme ještě obecněǰśı tvrzeńı, z nějž multiplikativita Legendreova symbolu
př́ımo plyne, a t́ım je Eulerovo kritérium.

Věta 6.3.7. Necht’ a ∈ Z, p je liché prvoč́ıslo. Pak plat́ı

a
p−1
2 ≡

(
a

p

)
(mod p).

D̊ukaz. Nejprve si uvědomme, že pokud p|a, tvrzeńı je zřejmé, protože na obou stranách
kongruence figuruje nula. Předpokládejme tedy, že p neděĺı a.

65
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Důkaz lze vést mnoha zp̊usoby, zřejmě nejjednodušš́ı bude si vzpomenout na Dirichle-
tovu větu o prvoč́ıslech v aritmetických posloupnostech. Ta nám zaručuje existenci lichého
prvoč́ısla q, které lež́ı s a ve stejné zbytkové tř́ıdě modulo p, tedy tvrzeńı, jež dokazujeme,
je ekvivalentńı s q

p−1
2 ≡

(
q
p

)
(mod p) (druhý zp̊usob, jak ř́ıci, že tvrzeńı stač́ı dokazovat

pro lichá prvoč́ısla, je zohlednit multiplikativitu Legendreova symbolu: v́ıme, že obě strany
dokazované kongruence jsou multiplikativńı a a je součinem vhodných prvoč́ısel).

Jistě ale qp−1 ≡ 1 (mod p) (to je malá Fermatova věta). Proto 0 ≡ qp−1 − 1 =

= (q
p−1
2 −1)(q

p−1
2 +1), tud́ıž q

p−1
2 ≡ ±1 (mod p). V d̊ukazu zákona kvadratické reciprocity

jsme již ale viděli, že q
p−1
2 ≡ 1 (mod p), právě když

(
q
p

)
= 1. T́ım je tvrzeńı dokázáno.

Dále můžeme ukázat následuj́ıćı:

Věta 6.3.8. Necht’ a je celé č́ıslo, které neńı čtverec. Pak existuje nekonečně mnoho
prvoč́ısel p, pro něž plat́ı

(
a
p

)
= 1, a nekonečně mnoho prvoč́ısel q, pro něž plat́ı

(
a
q

)
= −1.

D̊ukaz. Dokazovat toto tvrzeńı elementárńımi prostředky neńı úplně jednoduché. Pro nás
to však jednoduché bude: tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem věty 5.3.9. Uvědomme si, že
naṕı̌seme-li a ve tvaru k2m, kde m neńı dělitelné druhou mocninou žádného prvoč́ısla
(a z předpokladu to neńı ani 1 nebo 0), tak(

a

p

)
=

(
k2m

p

)
=

(
k

p

)2

·
(
m

p

)
=

(
m

p

)
pro všechna lichá prvoč́ısla p (ve výpočtu jsme využili multiplikativitu Legendreova sym-
bolu), tj. tvrzeńı stač́ı dokazovat pro m.

Podle věty 5.3.9 je každý prvek Galoisovy grupy Gal(Q(
√
m)/Q) Frobeniovým au-

tomorfismem pro nekonečně mnoho prvoč́ısel. Existuje tedy nekonečně mnoho prvoč́ısel
p takových, že φ = id, tedy D = {id}, LD = Q(

√
m),

(
m
p

)
= 1, a také nekonečně mnoho

prvoč́ısel q takových, že φ = σ (σ :
√
m 7→ −

√
m), tedy D = 〈σ〉 , LD = Q,

(
m
q

)
= −1.

Tuto kapitolu zakonč́ıme tvrzeńım, které aplikuje předchoźı teorii na problém z oblasti
diofantických rovnic:

Věta 6.3.9. Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Pak rovnice x2 + y2 = p má celoč́ıselná řešeńı,
právě když p ≡ 1 (mod 4).

D̊ukaz. Na d̊ukaz jednoho směru ekvivalence ani nepotřebujeme předchoźı teorii. Předpoklá-
dejme, že p = x2 + y2 celoč́ıselná řešeńı má, dejme tomu x = a, y = b. Pak maj́ı a, b r̊uznou
paritu, jelikož jinak bychom dostali p ≡ 0 (mod 2), což je spor. Tedy jedno z nich je sudé,
např. a, a druhé liché, např. b. Pak p = a2 + b2 ≡ 0 + 1 = 1 (mod 4).

Na d̊ukaz druhého směru již potřebujeme teorii, kterou jsme vybudovali. Předpokládej-
me p ≡ 1 (mod 4). Pak

(−1
p

)
= 1, tud́ıž se p zcela rozkládá v Z[i]. Je ale známo, že Z[i] je

okruh hlavńıch ideál̊u, proto můžeme psát pZ[i] = (p) = (a+ bi) · (c+ di), a, b, c, d ∈ Z.
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Podle věty 5.1.2 jsou ideály děĺıćı pZ[i] komplexně sdružené (Galoisova grupa rozš́ı̌reńı
Q⊆Q(i) se skládá z identity a z τ : a+ bi 7→ a− bi). Můžeme tedy dokonce psát (p) = (a+
+bi)·(a−bi) pro nějaká celá č́ısla a, b. Pak z př́ıkladu 4.2.2 (p) = ((a+bi)(a−bi)) = (a2+b2)
a p = u(a2 + b2), kde u je nějaká jednotka okruhu Z[i]. Je ale známo, že jednotky toho
okruhu jsou 1,−1, i,−i a jelikož u = p

a2+b2
je kladné racionálńı č́ıslo, tak u = 1 a rovnice

x2 + y2 = p má celoč́ıselná řešeńı x = a, y = b.
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Závěr

Závěr

Dı́ky dekompozičńım grupám jsme źıskali mnoho informaćı o kvadratických zbytćıch a
dokázali zákon kvadratické reciprocity. Můžeme však ale definovat i reciprocitu vyšš́ıch řád̊u
– např. kubickou reciprocitu, kde Legendre̊uv symbol zobecňujeme na kubický mocninný
symbol (α

π

)
3
≡ α

N(π)−1
3 (mod π)

pro α, π ∈ Z[ζ3], kde π je libovolný prvočinitel tohoto okruhu a N(π) = |Z[ζ3]/π Z[ζ3]|.
Zákon kubické reciprocity je pak překvapivě jednoduchého tvaru(

θ

π

)
3

=
(π
θ

)
3
,

kde π, θ jsou libovolńı primárńı prvočinitelé (tzn. dávaj́ı zbytek dva po děleńı třemi)
splňuj́ıćı N(θ) 6= N(π).

Přirozenou otázkou je, jak zobecnit poznatky o Legendreově symbolu (který se ob-
dobným zp̊usobem jako v kubickém př́ıpadě zobecňuje na tzv. n-tý mocninný symbol) a
zákon kvadratické reciprocity? V př́ıpadě kubické a bikvadratické reciprocity si matematici
zvládli poradit zobecněńım d̊ukazu kvadratické reciprocity využ́ıvaj́ıćıho Gaussovy sumy.
Dále už však měli problém.

Ukázalo se, že správná cesta je ta, již jsme zvolili v této práci – pomoćı algebraické
teorie č́ısel. Ovšem na vyšš́ı úrovni, než jaké jsme dosáhli my – jedná se o class field theory,
kterou jsme již zmı́nili v souvislosti s větou 5.3.9. Jedńım z jej́ıch hlavńıch výsledk̊u je
tzv. Artin̊uv zákon reciprocity. Jedńım z jeho d̊usledk̊u je právě Zákon reciprocity n-tých
mocninných symbol̊u zobecňuj́ıćı kvadratickou reciprocitu. Zaj́ımavé je, že jedńım z objekt̊u
použitých k d̊ukaz̊um těchto vět je právě námi použ́ıvaný Frobeni̊uv automorfismus.
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