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meny a literaturu uvedené v seznamu bibliografických záznamů. Prohlašuji, že tǐstěná
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Abstrakt

Ćılem práce je jazykem srozumitelným středoškolskému studentovi popsat základńı teorii
kvadratických forem. V práci jsou představeny základńı pojmy této teorie, jako ekvivalence
forem, diskriminant nebo redukovaná forma, ale také některé hlubš́ı výsledky, konkrétně
grupa tř́ıd forem a elementárńı teorie gen̊u. Źıskané poznatky jsou v práci aplikovány na
řešeńı problému, která lichá prvoč́ısla můžeme pro dané přirozené č́ıslo n vyjádřit ve tvaru
x2 + ny2, x, y ∈ Z.

Kĺıčová slova

kvadratický zbytek; Legendre̊uv symbol; kvadratická forma; grupa tř́ıd forem; geny forem

Abstract

The goal of this thesis is to work out text about quadratic forms accesible to highschool
students. Elementary concepts of quadratic forms theory are introduced and defined in
this work, for example equivalence of forms, discriminant, or reduced form, but also some
deeper results, namely form class group and elementary genus theory. Obtained results are
applied to study the following problem: given a positive integer n, which odd primes can
be expressed in the form p = x2 + ny2, x, y ∈ Z?
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2.2 Redukované formy daného diskriminantu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Úvod

Úvod

Ćılem práce je vytvořit text zabývaj́ıćı se teoríı kvadratických forem, který je psán jazykem
srozumitelným středoškolskému čtenáři. O tomto tématu, ačkoli je velmi zaj́ımavé, totiž
v českém jazyce nalezneme velmi málo informaćı.

V textu se také zabýváme následuj́ıćım problémem: máme-li dáno přirozené č́ıslo n,
jaká lichá prvoč́ısla lze vyjádřit ve tvaru x2 +ny2 pro nějaká celá č́ısla x, y? Touto otázkou
se zabývalo mnoho slavných matematik̊u, jako např́ıklad Carl Friedrich Gauss nebo Le-
onhard Euler. Už oni dokázali vyřešit tento problém pro velmi malá n, např. pro n = 1, 2, 3.
Jak to ale bude např. v př́ıpadě n = 105? Na konci třet́ı kapitoly to budeme schopni ř́ıci,
protože právě teorie popsána v této práci je kĺıčem k řešeńı onoho starého problému.

V prvńı kapitole se čtenář dozv́ı v́ıce o okruźıch zbytkových tř́ıd a seznámı́ se s al-
gebraickými pojmy jako grupa, okruh nebo těleso. Dále je zde popsána základńı teorie
kvadratických zbytk̊u.

Druhá kapitola se zabývá elementárńı teoríı kvadratických forem. Čtenář se seznámı́
s d̊uležitými pojmy, jako např́ıklad ekvivalence forem, diskriminant, redukovaná forma
apod.

Na začátku třet́ı kapitoly je opět třeba zavést několik pojmů z algebry – jedná se o po-
jmy podgrupa, homomorfismus, faktorgrupa. Potom se konečně dostáváme k pokročileǰśım
pojmům z teorie kvadratických forem – ke gen̊um a grupě tř́ıd forem. Dı́ky studiu těchto
objekt̊u se nám podař́ı zjistit mnohem v́ıce o problému popsaném výše.

Pokud čtenáře tato problematika zaujme, mohu ho odkázat na knihu [1], z ńıž jsem
při psańı práce vycházel a jež se t́ımto tématem zabývá na mnohem pokročileǰśı úrovni.

5



Kapitola 1. Okruh zbytkových tř́ıd a kvadratické zbytky

Kapitola 1

Okruh zbytkových tř́ıd a kvadratické
zbytky

V prvńı kapitole nejprve zavedeme některé pojmy z algebry, jejichž znalost je pro tento
text nezbytná, a to předevš́ım pojem grupa. Také si připomeneme, co to jsou zbytkové
tř́ıdy. Poté se seznámı́me s pojmem kvadratický zbytek, který bude hrát d̊uležitou roli
při studiu kvadratických forem.

1.1 Grupa, okruh, těleso a zbytkové tř́ıdy

Pod́ıvejme se na množinu nenulových racionálńıch č́ısel a operaci násobeńı. Pokud náso-
b́ıme dvě racionálńı č́ısla, výsledkem je vždy racionálńı č́ıslo. Násobeńı je také jistě asocia-
tivńı, tedy plat́ı (ab)c = a(bc) pro každá tři č́ısla a, b, c ∈ Q. Je dokonce komutativńı, tedy
ab = ba. Dále se v této množině vyskytuje č́ıslo 1, které má tu zaj́ımavou vlastnost, že pro
libovolné a ∈ Q plat́ı 1a = a. A dokonce pro každé nenulové racionálńı č́ıslo m existuje
racionálńı č́ıslo n takové, že mn = 1 (pro zlomek m = a

b
položme n = b

a
).

Uvažujme nyńı množinu celých č́ısel a operaci sč́ıtáńı. Součtem dvou celých č́ısel je vždy
opět celé č́ıslo, operace sč́ıtáńı je asociativńı a komutativńı, ońım

”
zaj́ımavým“ prvkem je

nyńı nula: 0 + a = a, a+ (−a) = 0 pro všechna a ∈ Z.
Pod́ıvejme se ještě na poněkud jinou operaci, než klasické sč́ıtáńı a násobeńı. Uvažujme

množinu uspořádaných dvojic M = {(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)} a operaci � mezi
uspořádanými dvojicemi definovanou jako (a, b) � (c, d) = (ac, bd). Opět zde plat́ı komu-
tativita a asociativita. Pro všechny prvky (a, b) množiny M plat́ı (1, 1) � (a, b) = (a, b),
ke každému prvku můžeme naj́ıt prvek tak, aby jejich součinem byla dvojice (1, 1) (součin
libovolného prvku z této množiny s ńım samým je roven dvojici (1, 1)).

Takovouto sadu vlastnost́ı operace na množině můžeme naj́ıt na mnoha daľśıch př́ı-
kladech. Např́ıklad reálná nebo racionálńı č́ısla s operaćı sč́ıtáńı, nenulová reálná č́ısla
s násobeńım, množina {1,−1} s násobeńım. Pokud je čtenář obeznámen s imaginárńı
jednotkou i, může si ověřit, že stejné vlastnosti má i množina {1,−1, i,−i} s operaćı
násobeńı.
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Kapitola 1. Okruh zbytkových tř́ıd a kvadratické zbytky

Pojem grupa tyto poznatky zobecňuje.

Nejprve definujme, co je to binárńı operace na množině.

Definice 1.1.1. Binárńı operaćı na množině M rozumı́me zobrazeńı � : M ×M → M .
Pro libovolná x, y, z ∈M znač́ıme skutečnost �(x, y) = z obvykle jako x� y = z.

Na předchoźı straně jsme definovali několik př́ıklad̊u binárńı operace na množině.
Odč́ıtáńı v přirozených č́ıslech nebo děleńı v celých č́ıslech jsou př́ıklady, které požadavky
z definice nesplňuj́ı, protože výsledek operace nemuśı ležet v zadané množině (2 − 5 /∈ N,
5 : 12 /∈ Z).

Nyńı můžeme definovat grupu.

Definice 1.1.2. Množinu G spolu s binárńı operaćı � na ńı definovanou nazveme grupou,
pokud splňuje tyto podmı́nky:

1. operace je asociativńı, tzn. pro každé x, y, z ∈ G plat́ı (x� y)� z = x� (y � z),

2. existuje tzv. neutrálńı prvek, tedy nějaké e ∈ G takové, že pro každé x ∈ G plat́ı
e� x = x = x� e,

3. ke každému prvku m̊užeme nalézt prvek k němu inverzńı, tedy pro každé x ∈ G existuje
y ∈ G tak, že x� y = e = y � x.

Všimněme si, že v definici jsme nepožadovali komutativitu operace. V př́ıpadě, že ope-
race komutativńı je, nazýváme naši grupu komutativńı nebo Abelovskou grupou (to podle
norského matematika Nielse Abela, který jako jeden z prvńıch grupy zkoumal). Existuje
mnoho nekomutativńıch grup, např. grupa všech permutaćı na nějaké množině maj́ıćı ale-
spoň tři prvky. V tomto textu se však budou vyskytovat převážně komutativńı grupy.

Je nutno poznamenat, že se při práci s grupou už́ıvá dvoj́ı symbolika. Zaprvé je to tzv.
aditivńı symbolika vycházej́ıćı z operace sč́ıtáńı, kdy inverzńı prvek k prvku x označujeme
jako −x, pro neutrálńı prvek už́ıváme symbol 0 a prvek x n-krát sečtený se sebou samým
(pro nějaké přirozené č́ıslo n) znač́ıme nx. Dále existuje tzv. multiplikativńı symbolika
vycházej́ıćı z násobeńı, kdy inverzńı prvek k x znač́ıme x−1, pro neutrálńı prvek použ́ıváme
symbol 1 a prvek x vynásobený n-krát sám se sebou znač́ıme jako xn.

Poč́ıtáńı v dané grupě můžeme přehledně ilustrovat tzv. multiplikativńı tabulkou. Ukažme
si to na př́ıkladu grupy {(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)} s operaćı násobeńı po složkách
(definovanou na začátku kapitoly):

(1, 1) (1,−1) (−1, 1) (−1,−1)

(1, 1) (1, 1) (1,−1) (−1, 1) (−1,−1)
(1,−1) (1,−1) (1, 1) (−1,−1) (−1, 1)
(−1, 1) (−1, 1) (−1,−1) (1, 1) (1,−1)

(−1,−1) (−1,−1) (−1, 1) (1,−1) (1, 1)
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Lze jednoduše ukázat, že každá grupa má právě jeden neutrálńı prvek, právě jeden
inverzńı prvek ke každému prvku a že v grupě můžeme jakoukoli rovnost bez obav krátit,
tzn. vynásobit inverzńım prvkem obě strany rovnosti zleva nebo zprava.

Ve třet́ı kapitole bude užitečné znát ještě jeden pojem, a to tzv. řád prvku. Řád prvku
a grupy (G, ·) je nejmenš́ı přirozené č́ıslo n takové, že an = 1. Pokud žádné takové n neexis-
tuje, ř́ıkáme, že řád daného prvku je nekonečno. Např́ıklad v grupě (Q, ·) je řád prvku 1 ro-
ven jedné a řád všech ostatńıch prvk̊u nekonečnu, v grupě {(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}
popsané výše je řád prvku (1, 1) roven jedné a řád všech ostatńıch prvk̊u roven dvěma.
V grupě {1,−1, i,−i} s operaćı násobeńı je řád prvku 1 roven jedné, u prvku −1 je roven
dvěma a u prvk̊u ±i je roven čtyřem, protože (±i)2 = −1, (±i)3 = (−1)(±i) = ∓i, (±i)4 =
= (−1)2 = 1.

Abychom mohli hovořit o kvadratických zbytćıch, je nejprve vhodné si připomenout
pojem množina zbytkových tř́ıd. Máme-li dané přirozené č́ıslo n, můžeme pro každé celé
č́ıslo určit, jaký má zbytek po děleńı n. T́ım nám vzniknou množiny celých č́ısel se stejným
zbytkem po děleńı n – tzv. zbytkové tř́ıdy modulo n. Např. pro n = 3 jsou to množiny
{. . . ,−3, 0, 3, . . . }, {. . . ,−2, 1, 4, . . . }, {. . . ,−1, 2, 5, . . . }. Vid́ıme, že tyto množiny jsou
vždy disjunktńı a jejich sjednoceńım dostaneme opět množinu celých č́ısel.

Fakt, že dvě celá č́ısla a, b lež́ı ve stejné zbytkové tř́ıdě modulo n, znač́ıme a ≡ b
(mod n) a ř́ıkáme, že a je kongruentńı s b modulo n. Zbytkovou tř́ıdu modulo n obsahuj́ıćı
celé č́ıslo m znač́ıme [m]n. Množinu všech zbytkových tř́ıd modulo n budeme značit jako
Z/nZ.

Mezi tř́ıdami můžeme definovat operace sč́ıtáńı a násobeńı pomoćı reprezentant̊u – vy-
bereme z každé z obou tř́ıd libovolné č́ıslo a provedeme danou operaci s nimi. Součtem
(resp. součinem) těchto tř́ıd je pak ta tř́ıda, která obsahuje součet (resp. součin) zvolených
reprezentant̊u. Jinou volbou reprezentant̊u se výsledek operace nezměńı: zvoĺıme-li si li-
bovolného reprezentanta an + k tř́ıdy [k]n a reprezetnanta bn + l tř́ıdy [l]n, kde a, b, k, l
jsou nějaká celá č́ısla, jejich sečteńım dostaneme celé č́ıslo tvaru (a + b)n + (k + l), tedy
vždy reprezentanta tř́ıdy [k+ l]n, jejich vynásobeńım celé č́ıslo tvaru (abn+ al+ bk)n+ kl,
tedy reprezentanta tř́ıdy [kl]n. Tud́ıž jsou výše uvedeným postupem opravdu korektně de-
finované operace na množině Z/nZ. Při poč́ıtáńı se zbytkovými tř́ıdami často použ́ıváme
reprezentanty {0, 1, ..., n− 1} nebo

{
b−n

2
c+ 1, b−n

2
c+ 2, ..., bn

2
c − 1, bn

2
c
}

(kde brc znač́ı
dolńı celou část racionálńıho č́ısla r).

Neńı těžké dokázat, že pro jakékoli n ∈ N tvoř́ı množina zbytkových tř́ıd modulo
n spolu s operaćı sč́ıtáńı pomoćı reprezentant̊u grupu. Tato operace je jistě asociativńı.
Neutrálńı prvek je zbytková tř́ıda obsahuj́ıćı nulu. A inverzńı prvek k tř́ıdě [a]n je tř́ıda
[–a]n.

Jak je na tom ale množina zbytkových tř́ıd modulo n v̊uči násobeńı? Poznamenejme
nejprve, že operace sč́ıtáńı a násobeńı jsou na množině Z distributivńı, tj. pro všechna
x, y, z ∈ Z plat́ı x(y+ z) = xy+xz, (y+ z)x = yx+ zx. Proto je tedy distributivńı i sč́ıtáńı
a násobeńı pomoćı reprezentant̊u na množině Z/nZ. Také můžeme ř́ıci, že je násobeńı
pomoćı reprezentant̊u komutativńı a asociativńı.
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Sestrojme nyńı multiplikativńı tabulku násobeńı v množině zbytkových tř́ıd modulo 7
(uvažujme jen ty neobsahuj́ıćı nulu a pro stručnost zápisu budeme mı́sto tř́ıd psát jejich
reprezentanty):

1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 1 3 5
3 3 6 2 5 1 4
4 4 1 5 2 6 3
5 5 3 1 6 4 2
6 6 5 4 3 2 1

Vid́ıme, že jsme dostali grupu! Násobeńı reprezentant̊u je asociativńı operace na mno-
žině Z/nZr {[0]n}. Zbytková tř́ıda reprezentovaná jedničkou hraje roli neutrálńıho prvku
a ke každému prvku můžeme v tabulce nalézt inverzi (tř́ıdy [2]7 a [4]7 jsou navzájem svými
inverzńımi prvky, stejně tak tř́ıdy [3]7 a [5]7, tř́ıda [6]7 je sama svým inverzńım prvkem).

Takové množině T , na které jsou zavedeny operace sč́ıtáńı a násobeńı tak, že se sč́ıtáńım
tvoř́ı komutativńı grupu a jej́ı podmnožina T r {0} (kde 0 je neutrálńı prvek v̊uči sč́ıtáńı)
tvoř́ı komutativńı grupu s násobeńım, přičemž tyto dvě operace jsou nav́ıc distributivńı
na T , ř́ıkáme těleso.

Bohužel k takto krásnému výsledku nedojdeme vždy. Pod́ıváme-li se na množinu zbyt-
kových tř́ıd modulo 4 bez nuly s násobeńım, dostáváme multiplikativńı tabulku o poznáńı
méně pěknou:

1 2 3

1 1 2 3
2 2 0 2
3 3 2 1

Jednička sice opět hraje roli neutrálńıho prvku, ale určitě nemůžeme ř́ıci, že by měl
každý prvek svoji inverzi. Dokonce pokud se tř́ıda [2]4 násob́ı sama se sebou, výsledkem je
tř́ıda [0]4.

Pokud množina T tvoř́ı se sč́ıtáńım grupu, ale v̊uči násobeńı si zachová pouze vlastnost
asociativity a existence neutrálńıho prvku, a nav́ıc jsou tyto operace na T distributivińı,
ř́ıkáme, že T je okruh. Vid́ıme tedy, že každé těleso je okruh, ale naopak to určitě být
nemuśı.

Lze ukázat, že množina zbytkových tř́ıd modulo n s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı
definovanými pomoćı reprezentant̊u je okruh pro jakékoli přirozené n. Tento okruh je nav́ıc
těleso, právě když n je prvoč́ıslo.

Vrát́ıme-li se k multiplikativńı tabulce v Z/4Z, všimněme si, že některé prvky maj́ı svoji
inverzi, a to konkrétně tř́ıdy obsahuj́ıćı jedničku a trojku, tedy č́ısla s čtyřkou nesoudělná.
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Je možné ukázat, že pro jakékoli přirozené n můžeme naj́ıt inverzńı prvek právě ke všem
zbytkovým tř́ıdám s reprezentanty nesoudělnými s n. Množina takovýchto prvk̊u tvoř́ı
v̊uči násobeńı grupu, kterou nazýváme grupa jednotek okruhu a znač́ıme ji (Z/nZ)∗. Jako
př́ıklad uvedu multiplikativńı tabulku v grupě (Z/12Z)∗:

1 5 7 11

1 1 5 7 11
5 5 1 11 7
7 7 11 1 5
11 11 7 5 1

Na závěr tohoto odd́ılu ještě uvedu bez d̊ukazu dva významné poznatky z elementárńı
teorie č́ısel, které budou v daľśım textu využity, a to č́ınskou zbytkovou větu a Bezou-
tovu rovnost. Prvńı z nich souviśı s řešitelnost́ı soustav kongruenćı modulo r̊uzná celá
č́ısla (řešeńım soustavy kongruenćı rozumı́me právě takové celé č́ıslo x, pro které všechny
kongruence soustavy plat́ı):

Věta 1.1.1. Necht’ m1,m2, ...,mr jsou po dvou nesoudělná přirozená č́ısla věťśı než jedna.
Potom pro libovolná a1, a2, ..., ar ∈ Z plat́ı, že soustava kongruenćı

x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)

...
x ≡ ar (mod mr)

má řešeńı x, které je jednoznačně určeno modulo m1m2 · · ·mr.

Bezoutova rovnost popisuje vztah mezi dvěma celými č́ısly a jejich největš́ım společným
dělitelem:

Věta 1.1.2. Necht’ a, b jsou nějaká celá č́ısla, d = nsd(a, b). Potom existuj́ı celá č́ısla u, v
taková, že ua+ vb = d.

Definovali jsme základńı pojmy, které budeme v celé práci potřebovat. Nyńı už se můžeme
pustit do studia kvadratických zbytk̊u.

1.2 Kvadratické zbytky a Legendre̊uv symbol

Pojem kvadratický zbytek se vztahuje právě k okruhu zbytkových tř́ıd modulo m.

Definice 1.2.1. O celém č́ısle a nesoudělném s přirozeným č́ıslem m řekneme, že je kva-
dratický zbytek modulo m, pokud existuje nějaké c ∈ Z takové, že a ≡ c2 (mod m). Pokud
žádné takové c neexistuje, ř́ıkáme, že a je kvadratický nezbytek modulo m.
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Kapitola 1. Okruh zbytkových tř́ıd a kvadratické zbytky

Neńı velký problém určit kvadratické zbytky modulo liché prvoč́ıslo. Zkusme určit
všechny kvadratické zbytky modulo jedenáct. Zbytkové tř́ıdy si zaṕı̌seme pomoćı reprezen-
tant̊u jako ±1,±2,±3,±4,±5. Neuvažujeme tř́ıdu obsahuj́ıćı nulu, lež́ı v ńı totiž násobky
jedenáctky, které podle definice kvadratickými zbytky být nemohou. Všechny tyto tř́ıdy
umocńıme na druhou modulo 11: (±1)2 ≡ 1, (±2)2 ≡ 4, (±3)2 ≡ 9, (±4)2 ≡ 5, (±5)2 ≡ 3.
Tedy celé č́ıslo a je kvadratický zbytek modulo 11 právě tehdy, když a ≡ 1, 3, 4, 5, 9
(mod 11). Předchoźı úvahu lze zobecnit pro libovolné liché prvoč́ıslo. Všechny kvadratické
zbytky modulo p jsou tedy tvaru 12, 22, ..., (p−1

2
)2. Můžeme jednoduše ukázat, že se opravdu

jedná o p−1
2

r̊uzných zbytk̊u: kdyby totiž pro dvě celá č́ısla m,n, 0 < m < n ≤ p−1
2

, platilo
m2 ≡ n2 (mod p), dostali bychom 0 ≡ m2 − n2 ≡ (m + n)(m− n) (mod p), a tedy p děĺı
součin (m+n)(m−n). Pokud ale prvoč́ıslo děĺı součin, muśı dělit alespoň jednoho z činitel̊u,
tedy p děĺı m + n nebo m− n, což je ve sporu s t́ım, jak jsme volili č́ısla m,n. Pozname-
nejme ještě, že jelikož pro každé liché prvoč́ıslo p máme právě p−1

2
kvadratických zbytk̊u,

zbývá nám tedy nutně rovněž p−1
2

kvadratických nezbytk̊u. U předchoźıho př́ıkladu p = 11
vid́ıme, že celé č́ıslo a je kvadratický nezbytek, právě když a ≡ 2, 6, 7, 8, 10 (mod 11).

Jsme tedy schopni rozhodnout, zda je nějaké celé č́ıslo kvadratickým zbytkem modulo
dané liché prvoč́ıslo. Jak ale určit, modulo které liché prvoč́ıslo je dané celé č́ıslo kvadra-
tickým zbytkem? Abychom si na tuto a daľśı otázky mohli odpovědět, muśıme se seznámit
s Legendreovým symbolem a zákonem kvadratické reciprocity.

Definice 1.2.2. Necht’ a ∈ Z a p je liché prvoč́ıslo. Pak Legendre̊uv symbol (a
p
) je definován

následovně:

(
a

p

)
=


1 pokud je a kvadratický zbytek modulo p,

0 pokud p děĺı a,

−1 pokud je a kvadratický nezbytek modulo p.

Toto značeńı nám usnadňuje poč́ıtáńı s kvadratickými zbytky. Je třeba si všimnout,
že pokud m ≡ n (mod p), tak

(
m
p

)
=
(
n
p

)
, tedy zbytková tř́ıda zachovává Legendre̊uv

symbol. Mezi daľśı významné vlastnosti Legendreova symbolu patř́ı následuj́ıćı:

Věta 1.2.1. Pro všechna a ∈ Z a všechna lichá prvoč́ısla p plat́ı(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

D̊ukaz. Vzpomeňme si na jeden z nejd̊uležitěǰśıch poznatk̊u elementárńı teorie č́ısel, malou
Fermatovu větu, která nám ř́ıká, že pro všechna celá č́ısla a, která nejsou dělitelná daným
prvoč́ıslem p, plat́ı

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Tedy p | (ap−1 − 1) = (a
p−1
2 − 1)(a

p−1
2 + 1). Pokud ale prvoč́ıslo děĺı součin celých č́ısel,

děĺı nutně alespoň jednoho z činitel̊u, tud́ıž a
p−1
2 ≡ ±1 (mod p).

11
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Tvrzeńı je jistě pravdivé, jestliže p|a. Pokud
(
a
p

)
= 1, tak existuje nějaké m ∈ Z tak,

že a ≡ m2 (mod p). Potom ale a
p−1
2 ≡ mp−1 ≡ 1 (mod p). Předpokládejme nyńı a

p−1
2 ≡ 1

(mod p). Všechna taková a jsou kořeny polynomu x
p−1
2 −1. Zde mi čtenář bude muset uvěřit

jedno tvrzeńı známé z teorie okruh̊u (d̊ukaz lze naj́ıt např. v [2]), totiž to, že takový polynom
může mı́t nejvýše tolik kořen̊u modulo p, kolik je jeho stupeň, tedy nejvýše p−1

2
. Ale my

už v́ıme, že jich má právě tolik, totiž 12, 22, ..., (p−1
2

)2. To jsou ale všechno kvadratické
zbytky.

Zat́ım jsme ukázali, že
(
a
p

)
= 1, právě když a

p−1
2 ≡ 1 (mod p). Pro zbývaj́ıćı celá

č́ısla a nesoudělná s p ale vzhledem k předchoźımu plat́ı nejen
(
a
p

)
= −1, ale i a

p−1
2 ≡ −1

(mod p). T́ım je tedy tvrzeńı dokázáno.

Podstatným d̊usledkem tohoto tvrzeńı je, že pro celá č́ısla a, b a liché prvoč́ıslo p
vždy plat́ı

(
a
p

)
·
(
b
p

)
=
(
ab
p

)
. To lze dokázat pomoćı předchoźı věty př́ımým výpočtem:(

a
p

)
·
(
b
p

)
≡ a

p−1
2 · b p−1

2 = (ab)
p−1
2 ≡

(
ab
p

)
(mod p).

Abychom mohli poč́ıtat s kvadratickými zbytky, je potřeba znát ještě několik daľśıch
vztah̊u. Ty však uvád́ım bez d̊ukazu, protože přesahuj́ı rámec této práce.

Věta 1.2.2. Necht’ p, q jsou r̊uzná lichá prvoč́ısla. Potom:

1.
(−1

p

)
= (−1)

p−1
2 ,

2.
(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 ,

3.
(
p
q

)
=
(
q
p

)
· (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

Třet́ı z těchto vztah̊u se nazývá zákon kvadratické reciprocity a je pro poč́ıtáńı s kva-
dratickými zbytky zcela zásadńı.

Uvedli jsme si nyńı dost vlastnost́ı na to, abychom byli schopni poč́ıtat s Legendreovými
symboly. Zamysleme se nad následuj́ıćım př́ıkladem: pro která lichá prvoč́ısla p existuje celé
č́ıstlo x takové, že p | (x2 + 5)?

Vid́ıme, že tento př́ıklad je ekvivalentńı otázce, pro která lichá prvoč́ısla p je −5
kvadratický zbytek modulo p. Zkusme to tedy zjistit. Poč́ıtejme:

(−5
p

)
=
(−1

p

)
·
(
5
p

)
=

= (−1)
p−1
2

(
p
5

)
· (−1)

(p−1)(5−1)
4 = (−1)

p−1
2

(
p
5

)
· (−1)p−1 = (−1)

p−1
2

(
p
5

)
. (Využili jsme vztah̊u

1 a 3 z předchoźı věty a nav́ıc faktu, že jelikož p je liché prvoč́ıslo, tak p − 1 je č́ıslo sudé
a tedy (−1)p−1 = 1.) Tedy požadujeme (−1)

p−1
2 =

(
p
5

)
= ±1. Abychom zjistili hodnoty

prvńıho výrazu, muśıme se pod́ıvat, jaký zbytek dává p po děleńı čtyřmi, hodnotu druhého
výrazu zjist́ıme, pod́ıváme-li se, jaký dává p zbytek po děleńı pěti. To už je ale problém
velmi jednoduchý:

p mod 4 (−1)
p−1
2 p mod 5

(
p
5

)
1 1 ±1 1
3 −1 ±2 −1
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Aby tedy bylo č́ıslo −5 kvadratickým zbytkem modulo liché prvoč́ıslo p, muśı p splňovat
bud’ p ≡ 1 (mod 4), p ≡ ±1 (mod 5), nebo p ≡ 3 (mod 4), p ≡ ±2 (mod 5). To jsou
vlastně čtyři soustavy kongruenćı, podle č́ınské zbytkové věty tedy źıskáváme právě čtyři
řešeńı modulo dvacet: p ≡ 1, 3, 7, 9 (mod 20). Tato kongruence je tedy nutná a postačuj́ıćı
podmı́nka k tomu, aby platilo

(−5
p

)
= 1. Uved’me ještě několik vhodných př́ıklad̊u pro kon-

krétńı prvoč́ısla. Např́ıklad −5 ≡ 62 (mod 41), −5 ≡ 82 (mod 23), −5 ≡ 32 (mod 7),
−5 ≡ 112 (mod 29).

Nevýhodou Legenderova symbolu je, že se v jeho
”
jmenovateli“ může nacházet pouze

liché prvoč́ıslo. To může být v některých ohledech značně omezuj́ıćı podmı́nka. Proto byl
zaveden tzv. Jacobiho symbol, který je jednoduchým zobecněńım Legendreova symbolu:
pro celé č́ıslo m a liché přirozené č́ıslo n je definován jako(m

n

)
=

r∏
i=1

(
m

pi

)
,

přičemž n = p1p2 · · · pr je prvoč́ıselný rozklad n a
(
m
pi

)
jsou Legendreovy symboly.

Uvědomme si, že pokud je m kvadratický zbytek modulo n, je také kvadratický zbytek
modulo pi, kde pi je libovolný prvoč́ıselný dělitel č́ısla n. Tedy pokud je m kvadratický

zbytek modulo n, tak
(
m
n

)
=

r∏
i=1

(
m

pi

)
= 1. Narozd́ıl od Legendreova symbolu to ale

neplat́ı naopak, pokud
(
m
n

)
= 1, neznamená to ještě, že je m kvadratický zbytek modulo

n. Např́ıklad
(

2
39

)
=
(
2
3

)
·
(

2
13

)
= (−1) · (−1) = 1, ale 2 neńı kvadratický zbytek modulo 39.

Pro Jacobiho symboly plat́ı analogie předchoźıch uvedených vztah̊u platných pro Le-
gendreovy symboly.

Věta 1.2.3. Necht’ M,N ∈ Z a m,n jsou lichá přirozená č́ısla. Pak plat́ı následuj́ıćı
vztahy:

1.
(
MN
m

)
=
(
M
m

)
·
(
N
m

)
,

2.
(

M
mn

)
=
(
M
m

)
·
(
M
n

)
,

3.
(−1

m

)
= (−1)

m−1
2 ,

4.
(

2
m

)
= (−1)

m2−1
8 ,

5.
(
m
n

)
=
(
n
m

)
· (−1)

(m−1)(n−1)
4 .

Nav́ıc pro Jacobiho symboly plat́ı tato užitečná vlastnost: pokud m ≡ n (mod D),
kde m,n jsou lichá přirozená č́ısla a D ≡ 0, 1 (mod 4), tak

(
D
m

)
=
(
D
n

)
. Důkaz neuvád́ım,

protože je poměrně dlouhý a pro následuj́ıćı text nemá žádný význam.
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Kapitola 1. Okruh zbytkových tř́ıd a kvadratické zbytky

V 1. kapitole jsme se seznámili s definicemi grupy, okruhu a tělesa, ujasnili si pojem
zbytkové tř́ıdy a seznámili jsme se s kvadratickými zbytky. Pro lepš́ı práci s nimi jsme
zavedli Legendre̊uv a Jacobiho symbol a poznali jsme některé jejich d̊uležité vlastnosti.
Máme tedy dostatečný aparát, abychom se mohli pustit do studia kvadratických forem.
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Kapitola 2

Kvadratické formy

U zrodu teorie kvadratických forem stáli slavńı matematici jako Lagrange, Legendre nebo
Gauss. Motivaćı pro detailńı výzkum vlastnost́ı těchto objekt̊u byla otázka: máme-li dáno
přirozené č́ıslo n, jaká lichá prvoč́ısla lze vyjádřit ve tvaru x2+ny2 pro nějaká celá č́ısla x, y?
Pro n = 1 můžeme tento problém vyřešit elementárńımi metodami, podobným zp̊usobem
lze postupovat i v př́ıpadě n = 2 a n = 3. Pro vyšš́ı n jsou však tyto postupy nedostačuj́ıćı.
Uvid́ıme, že právě kvadratické formy tvaru x2 + ny2 hraj́ı v teorii, kterou vybudujeme,
d̊uležitou roli.

2.1 Základńı poznatky o kvadratických formách

Nejprve je nutno definovat, co kvadratická forma vlastně je.

Definice 2.1.1. Kvadratickou formou rozumı́me objekt tvaru f(x, y) = ax2 + bxy + cy2,
a, b, c ∈ Z. Za x a y dosazujeme celá č́ısla.

Ve středoškolské matematice se můžeme setkat s polynomy jedné proměnné – výrazy

ve tvaru f(x) =
n∑

i=0

aix
i. Kvadratická forma je tedy jakýsi polynom dvou celoč́ıselných

proměnných x, y ve speciálńım tvaru. Vid́ıme také, že pro a = 1, b = 0, c = n źıskáváme
tvar f(x, y) = x2 + ny2.

Definice 2.1.2. Necht’ f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 je kvadratická forma a m ∈ Z.
O formě f(x, y) řekneme, že je primitivńı, pokud jsou koeficienty a, b, c nesoudělné.
O č́ıslu m řekneme, že je reprezentováno formou f(x, y), pokud za x a y m̊užeme dosadit

celá č́ısla u, v tak, aby platilo m = f(u, v). Pokud nav́ıc plat́ı, že u a v jsou nesoudělná,
nazýváme tuto reprezentaci vhodnou.

Pro ujasněńı pojmů uvedu několik př́ıklad̊u. Forma 4x2 + 12xy + 6y2 neńı primitivńı,
protože všechny jej́ı koeficienty jsou dělitelné dvojkou. Naopak formy 2x2 + 5xy+ 4y2 nebo
x2 + 42xy+ 15y2 primitivńı jsou. Č́ısla reprezentovaná formou 6x2 +xy+ y2 jsou např́ıklad
32 (pro x = y = 2), 39 (pro x = 2, y = 3), 36 (pro x = 1, y = 5), přičemž posledńı dvě
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z nich jsou reprezentována vhodně. Forma x2 +2xy+y2 reprezentuje právě druhé mocniny
celých č́ısel.

Nyńı se seznámı́me s pojmem, který má v teorii kvadratických forem zásadńı význam.

Definice 2.1.3. O dvou kvadratických formách f(x, y), g(x, y) řekneme, že jsou ekviva-
lentńı, pokud existuj́ı vhodná celá č́ısla p, q, r, s tak, aby f(x, y) = g(px + qy, rx + sy)
a ps − qr = ±1. Pokud nav́ıc ps − qr = 1, ř́ıkáme o ekvivalenci, že je vhodná, pokud
ps− qr = −1, tak je nevhodná.

Tato definice neńı zcela intuitivńı; jak taková ekvivalence vypadá, ukažme na př́ıkladu.
Uvažujme formu f(x, y) = 3x2 + 2xy + 5y2. Zkusme k ńı nalézt nějakou ekvivalentńı
formu. Položme p = 2, q = 3, r = 1, s = 2. Pak forma g(x, y) = f(2x + 3y, x + 2y) =
3(2x+3y)2+2(2x+3y)(x+2y)+5(x+2y)2 = 21x2+70xy+59y2 je forma s ńı ekvivalentńı,
a to dokonce vhodně, protože ps− qr = 2 · 2− 3 · 1 = 1.

Je nutné poznamenat, že lze ukázat, že forma ekvivalentńı s primitivńı formou je také
primitivńı.

Jaký má v̊ubec význam definovat takovou na prvńı pohled podivnou skutečnost? Nesmı́rný.
S pomoćı některých poznatk̊u o matićıch můžeme totiž snadno ukázat, že ekvivalence dvou
forem je relace ekvivalence v pravém slova smyslu – je to tedy relace reflexivńı (forma je
ekvivalentńı sama se sebou), symetrická (pokud je f ekvivalentńı s g, tak je i g ekvivalentńı
s f) a transitivńı (pokud je f ekvivalentńı s g a g ekvivalentńı s h, je také f ekvivalentńı s
h). Př́ıklad̊u relace ekvivalence můžeme ve středoškolské matematice naj́ıt mnoho – např.
relace rovnosti prvk̊u nějaké množiny, relace rovnoběžnosti př́ımek či rovin, nebo kongru-
ence dvou celých č́ısel modulo n.

Z tohoto faktu (konkrétně symetrie ekvivalence dvou forem) plyne podstatný poznatek:

Věta 2.1.1. Dvě ekvivalentńı kvadratické formy reprezentuj́ı tatáž č́ısla.

D̊ukaz. Necht’ f(x, y) = g(px + qy, rx + sy), kde p, q, r, s splňuj́ı naše podmı́nky. Pak
ke každému m reprezentovanému formou f můžeme naj́ıt u, v ∈ Z tak, že f(u, v) = m. Ale
pak také existuj́ı celá č́ısla k = pu+qv, l = ru+sv taková, že g(k, l) = m. Tedy všechna č́ısla
reprezentovaná formou f jsou reprezentována i formou g. Jelikož relace ekvivalence dvou
kvadratických forma je symetrická, existuj́ı také celá č́ısla P,Q,R, S taková, že g(x, y) =
= f(Px+Qy,Rx+ Sy), PS −QR = ±1. Tedy můžeme obdobně ukázat, že všechna č́ısla
reprezentovaná formou g jsou reprezentována formou f . Obě formy tedy reprezentuj́ı ta
samá č́ısla.

Ekvivalence kvadratických forem dokonce zachovává vhodnou reprezentaci. Důkaz
je jednoduchý: necht’ m = f(u, v) = g(pu+ qv, ru+ sv) stejně jako výše. Předpokládejme,
že nsd(u, v) = 1. Necht’ nsd(pu + qv, ru + sv) = k. Pak k|(s(pu + qv) − q(ru + sv)) =
= (ps − qr)u = ±u, ale také k|(r(pu + qv) − p(ru + sv)) = (qr − ps)v = ±v, tedy k = 1.
Tud́ıž pokud je m reprezentováno formou f(x, y) vhodně, tato vlastnost se pro formu
ekvivalentńı s f zachová.
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Pokud máme danou kvadratickou formu f(x, y) a nějaké celé č́ıslo m, zat́ım nemáme
žádné prostředky k tomu, abychom určili, zda je m touto formou reprezentováno. Motivaćı
k následuj́ıćım úvahám je mimo jiné snaha určit podmı́nky, které č́ıslo muśı splňovat,
aby bylo reprezentováno nějakou formou.

Věta 2.1.2. Forma f(x, y) = ax2 + bxy+ cy2 vhodně reprezentuje celé č́ıslo m, právě když
existuj́ı celá č́ısla k, l tak, že je f(x, y) vhodně ekvivalentńı s formou mx2 + kxy + ly2.

D̊ukaz. Muśıme dokázat dvě implikace. Nejprve ukažme, že pokud pro nějaká dvě ne-
soudělná celá č́ısla p, q plat́ı f(p, q) = m, tak je forma f(x, y) vhodně ekvivalentńı s formou
mx2+kxy+ly2 pro nějaká celá č́ısla k, l. Jelikož nsd(p, q) = 1, Bezoutova rovnost nám ř́ıká,
že existuj́ı celá č́ısla q, s taková, že ps−qr = 1. Potom f(px+ry, qx+sy) je po roznásobeńı
a úpravě rovno f(p, q)x2 + (2apr + bps+ brq + 2cqs)xy + f(r, s)y2 = mx2 + kxy + ly2.

Abychom ukázali opačnou implikaci, stač́ı si uvědomit, že pokud jsou formy f(x, y)
a mx2+kxy+ ly2 vhodně ekvivalentńı, vhodně reprezentuj́ı tatáž č́ısla. Jelikož při dosazeńı
(x, y) = (1, 0) dostáváme mx2 + kxy + ly2 = m, tak forma f(x, y) jistě také reprezentuje
č́ıslo m. Jelikož nsd(1, 0) = 1, je tato reprezentace vhodná.

Nyńı zavedeme pojem, který nám velmi usnadńı orientaci mezi kvadratickými formami.

Definice 2.1.4. Necht’ f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 je kvadratická forma. Celému č́ıslu
D = b2 − 4ac ř́ıkáme diskriminant této formy.

Pojem diskriminant známe už ze základńı školy. Bylo to č́ıslo definované podobně
jako nyńı a určovalo počet řešeńı kvadratické rovnice a tvar těchto řešeńı. I diskriminant
kvadratické formy je č́ıslo velice užitečné. Pro ekvivalentńı formy se totiž neměńı! Necht’ D
(resp. D′) je diskriminant formy f(x, y) (resp. g(x, y)) a nav́ıc jsou tyto formy ekvivalentńı,
tedy f(x, y) = g(px + qy, rx + sy), p, q, r, s ∈ Z, ps − qr = ±1. Pak př́ımým výpočtem
můžeme doj́ıt ke vztahu D = (ps− qr)2D′ = D′.

Diskriminant nám ř́ıká jednu podstatnou věc o č́ıslech reprezentovaných nějakou for-
mou. Pro f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 totiž plat́ı rovnost 4af(x, y) = (2ax + by)2–Dy2

(platnost rovnosti je možno si ověřit jednoduchým výpočtem). Z této jednoduché úpravy
plyne, že pokud je diskriminant záporný, tak daná forma reprezentuje kromě nuly pouze
kladná či pouze záporná č́ısla (podle znaménka koeficientu a). Formy se záporným diskri-
minantem nazýváme pozitivně definitńı, pokud je koeficient a kladný. Pokud jsou diskri-
minant i koeficient a zápornými č́ısly, formě ř́ıkáme negativně definitńı. Naopak formám s
kladným diskriminantem ř́ıkáme indefinitńı. Je možné ukázat, že indefinitńı formy mohou
reprezentovat č́ısla kladná i záporná.

Všimněme si ještě jedné věci. Jelikož D = b2−4ac, tak D ≡ 0, 1 (mod 4). Můžeme tedy
ř́ıct, že koeficient b je sudý (resp. lichý), právě když je diskriminant kongruentńı s nulou
(resp. jedničkou) modulo 4.

Následuj́ıćı věta nám řekne nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby bylo č́ıslo m
vhodně reprezentováno některou primitivńı formou diskriminantu D:
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Věta 2.1.3. Necht’ D ≡ 0, 1 (mod 4) a m je liché přirozené č́ıslo nesoudělné s D. Pak
existuje primitivńı forma diskriminantu D vhodně reprezentuj́ıćı m právě tehdy, když je D
kvadratický zbytek modulo m.

D̊ukaz. Nejprve předpokládejme, že forma f(x, y) vhodně reprezentuje m. Protože vhodná
ekvivalence zachovává diskriminant, můžeme bez újmy na obecnosti na základě věty 2.1.2
předpokládat f(x, y) = mx2 + bxy + cy2. Tedy D = b2 − 4mc ⇒ D ≡ b2 (mod m) a tedy
D kvadratický zbytek modulo m, což jsme chtěli.

Nyńı předpokládejme, že existuje přirozené č́ıslo b takové, že D ≡ b2 (mod m). Jelikož
m je liché, můžeme předpokládat, že b a D maj́ı stejnou paritu – nezapomeňme, že se stále
pohybujeme v okruhu zbytkových tř́ıd a pokud maj́ıD a b paritu r̊uznou, bmůžeme vyměnit
za b + m, reprezentanta stejné zbytkové tř́ıdy modulo m. Tedy D ≡ b (mod 2) a nav́ıc
D ≡ 0, 1 (mod 4), dohromady tedy D ≡ b2 (mod 4) a spolu s předchoźım konečně D ≡ b2

(mod 4m). To znamená, že D = b2 − 4mc pro nějaké c ∈ Z. Tud́ıž forma mx2 + bxy + cy2

diskriminantu D vhodně reprezentuje m, a tato forma je primitivńı, jelikož jej́ı koeficienty
jsou nesoudělné d́ıky požadavku nesoudělnosti m a D.

Tato věta má následuj́ıćı d̊usledek: necht’ n ∈ N a p je liché prvoč́ıslo, které neděĺı n.
Pak

(−n
p

)
= 1 právě tehdy, když je p vhodně reprezentováno primitivńı formou diskrimi-

nantu −4n.
Poprvé si můžeme všimnout př́ınosu teorie kvadratických forem při hledáńı prvoč́ısel

tvaru x2 + ny2. Otázka, která lichá prvoč́ısla můžeme napsat ve tvaru x2 + ny2, je ekvi-
valentńı otázce, která lichá prvoč́ısla jsou vhodně reprezentována kvadratickou formou
x2 + ny2. To je forma diskriminantu −4n a tedy vid́ıme, že pro všechna hledaná prvoč́ısla
muśı platit

(−n
p

)
= 1.

Diskriminant a vhodná ekvivalence forem nám pomohli vnést do světa kvadratických
forem trochu světla. Můžeme je nyńı roztř́ıdit na množiny forem stejného diskriminantu
a dokážeme ř́ıct, co muśı č́ıslo splňovat, aby bylo nějakou z těchto forem vhodně repre-
zentováno. Na množině forem daného diskriminantu můžeme také d́ıky relaci ekvivalence
provést totéž, co v př́ıpadě zbytkových tř́ıd: rozdělit nosnou množinu na tzv. tř́ıdy ekvi-
valence (v předchoźım př́ıpadě jsme pro ně měli speciálńı název – zbytkové tř́ıdy modulo
m). To totiž můžeme provést vždy, když máme na množině definovou relaci ekvivalence.
Z vlastnost́ı tohoto druhu relace plyne, že tř́ıdy ekvivalence jsou disjunktńı, tj. pr̊unikem
dvou r̊uzných tř́ıd je prázdná množina, a jejich sjednoceńım je celá nosná množina.

V př́ıpadě, kdy je nosnou množinou množina všech primitivńıch forem daného diskri-
minantu, tedy pomoćı vhodné ekvivalence dostáváme tř́ıdy ekvivalence. Výše jsme si nav́ıc
ukázali, že všechny formy jedné tř́ıdy reprezentuj́ı tatáž č́ısla. Pořád však mnoho nev́ıme.
Neurčili jsme, zdali je tř́ıd ekvivalence konečně mnoho či ne, nejsme schopni tř́ıdy charak-
terizovat nějakým význačným reprezentantem, jako tomu bylo u zbytkových tř́ıd. V onom
př́ıpadě jsme dokonce mezi tř́ıdami zavedli operaci a zformovali grupu. Nab́ıźı se otázka,
je-li něco takového možné i v př́ıpadě kvadratických forem. Smyslem daľśıho textu bude
tuto teorii vybudovat.
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Na obrázku můžeme vidět schematické znázorněńı výše popisované situace u množiny
primitivńıch kvadratických forem diskriminantu D = −39. Nosná množina je znázorněna
kruhem, který je rozdělen na čtvrtiny představuj́ıćı tř́ıdy ekvivalence. V každé čtvrtině je
nav́ıc uveden jeden zástupce – zanedlouho uvid́ıme, že tito reprezentanti nebyli zvoleni
náhodně.

V následuj́ıćım textu se budeme zabývat pouze pozitivně definitńımi kvadratickými
formami, tedy těmi se záporným diskriminantem a kladným koeficientem u x2. Jejich
teorie je totiž přehledněǰśı a je snad možno i ř́ıci, že elegantněǰśı. Také mezi nimi lež́ı formy
x2 + ny2.

Jako reprezentanty tř́ıd ekvivalence obvykle voĺıme ty v nějakém smyslu nejmenš́ı.
Svým zp̊usobem

”
nejmenš́ı“ formy matematici objevili i v př́ıpadě kvadratických forem –

všechny požadavky splňuje tzv. redukovaná forma.

Definice 2.1.5. O primitivńı pozitivně definitńı formě f(x, y) = ax2 + bxy+ cy2 řekneme,
že je redukovaná, pokud |b| ≤ a ≤ c, a nav́ıc pokud |b| = a nebo a = c, tak b ≥ 0.

Na obrázku výše jsme mohli vidět všechny redukované formy diskriminantu −39 –
x2 + xy+ 10y2, 3x2 + 3xy+ 4y2, 2x2± xy+ 5y2. Daľśı př́ıklady: formy 2x2 + xy+ 5y2, x2 +
xy+y2, 4x2−2xy+7y2 jsou redukované, naopak formy 2x2−2xy+3y2, 2x2+7xy+3y2, 5x2−
xy + 5y2 redukované nejsou. Forma x2 + ny2 je pro každé přirozené č́ıslo n redukovaná.

Př́ınos redukovaných forem nám ukáže následuj́ıćı věta:

Věta 2.1.4. Každá primitivńı pozitivně definitńı forma je vhodně ekvivalentńı s právě
jednou redukovanou formou.

D̊ukaz. Důkaz této věty nevyžaduje žádné pokročilé znalosti, ale je velmi zdlouhavý a tech-
nicky náročný. Uvedu tedy pouze ideu d̊ukazu.

Nejprve ukážeme, že daná forma f je vhodně ekvivalentńı nějaké formě splňuj́ıćı
podmı́nku |b| ≤ a ≤ c. Abychom sńıžili koeficient b, vytvoř́ıme vhodně ekvivalentńı formu
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g(x, y) = f(x + my, y), kde m je dobře zvolené celé č́ıslo. Pokud ve výsledku plat́ı a > c,
tak koeficienty vyměńıme postupem h(x, y) = g(−y, x). Pokud nyńı stále neplat́ı podmı́nka
|b| ≤ a ≤ c, předchoźı postup opakujeme, dokud nedostaneme formu tuto podmı́nku
splňuj́ıćı.

Dále je nutno dokázat, že forma, kterou jsme vytvořili, je vhodně ekvivalentńı nějaké
redukované formě. Podmı́nka |b| ≤ a ≤ c je již splněna, zbývá pouze vyřešit př́ıpad,
kdy b < 0, ale –b = a nebo a = c. V př́ıpadě a = −b stač́ı nahradit (x, y) → (x + y, y), v
př́ıpadě a = c provést (x, y)→ (−y, x).

T́ım jsme dokázali, že každá primitivńı pozitivně definitńı forma je vhodně ekvivalentńı
s nějakou redukovanou. Nyńı je nutno ukázat, že tato redukovaná forma je právě jedna.
K tomu stač́ı dokázat, že dvě redukované formy nemohou být vhodně ekvivalentńı. Tuto
část d̊ukazu úplně vynechám, opravdu neńı nezbytné, aby ji čtenář znal.

Všimněme si, že uvedená část d̊ukazu je konstruktivńı, dává nám totiž návod, jak
redukovanou formu sestrojit. Pod́ıvejme se např́ıklad na formu f(x, y) = 3x2+19xy+32y2.
Vytvořme redukovanou formu vhodně ekvivalentńı s f . Nejprve sńıž́ıme koeficient u xy:
g(x, y) = f(x− 3y, y) = 3x2 − 18xy + 27y2 + 19xy − 57y2 + 32y2 = 3x2 + xy + 2y2. Nyńı
je třeba vyměnit koeficienty u x2 a y2: h(x, y) = g(−y, x) = 2x2− xy+ 3y2. Tato forma již
redukovaná je.

Konstruktivita d̊ukazu nám také udává algoritmus, jak určit, zda jsou dvě dané primi-
tivńı pozitivně definitńı formy téhož diskriminantu vhodně ekvivalentńı: ke každé z obou
forem najdeme redukovanou formu s ńı vhodně ekvivalentńı a pokud nám v obou př́ıpadech
vyšla tatáž, zkoumané formy vhodně ekvivalentńı jsou.

Ačkoli d̊ukaz věty 2.1.4 je mechanicky a technicky náročná práce, rozhodně se zúročila.
Máme totiž to, oč jsme se snažili – reprezentanty tř́ıd ekvivalence primitivńıch pozitivně
definitńıch forem daného diskriminantu, se kterými se dá dobře pracovat. Redukovanou
formu vhodně ekvivalentńı se zadanou formou nav́ıc dokážeme vždy sestrojit. To nás po-
sunulo velmi daleko. Je ale tř́ıd konečně mnoho? Můžeme ukázat, že ano.

Všimněme si následuj́ıćı vlastnosti diskriminantu redukované formy. Z definice jistě

b2 ≤ a2 a a ≤ c, tedy −D = 4ac− b2 ≥ 4a2− a2 = 3a2 a tedy a ≤
√
−D
3

. Jelikož D je dáno

a |b| ≤ a, existuje pouze konečně mnoho možnost́ı, jak vybrat a i b. A protože c = b2−D
4a

,
existuje pro zvolená č́ısla a, b nejvýše jedno c. Redukovaných forem je tud́ıž konečně mnoho
a máme tedy pouze konečně mnoho tř́ıd vhodně ekvivalentńıch primitivńıch pozitivně
definitńıch forem daného diskriminantu! Tato skutečnost jistě udělala čtenáři radost.

Množinu tř́ıd vhodně ekvivalentńıch pozitivně definitńıch forem daného záporného
diskriminantu označujeme jako C(D), jejich počet pak h(D). Vid́ıme, že h(D) je konečné
č́ıslo, na které se zároveň můžeme d́ıvat jako na počet redukovaných forem.
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2.2 Redukované formy daného diskriminantu

Zavedli jsme velké množstv́ı teorie, zastavme se tedy nyńı na chv́ıli a pod́ıvejme se na
nějaké př́ıklady. Zkusme naj́ıt všechny redukované formy daného diskriminantu.

Např́ıklad D = −40. Hledáme redukované formy ax2 + bxy + cy2. Vı́me, že 0 ≤ a,

a ≤
√
−D
3

=
√

40
3

, tedy 0 ≤ a ≤ 3. Dále v́ıme, že |b| ≤ a a jelikož D je dělitelé čtyřmi,

b muśı být sudé, tedy b = 0 nebo b = ±2. Pro b = 0 dostáváme ac = b2−D
4

= 10, jelikož
a ≤ c, tak bud’ a = 1, c = 10, nebo a = 2, c = 10. Źıskali jsme tedy redukované formy
x2 + 10y2 a 2x2 + 5y2. Pokud b = ±2, tak ac = 11. Potom se ale a muśı rovnat jedné, což
je ve sporu s podmı́nkou |b| ≤ a. Žádné daľśı redukované formy tohoto diskriminantu již
nejsou.

Máme tedy dvě tř́ıdy ekvivalence, jejichž reprezentanti jsou redukované formy tvaru
x2 +10y2 a 2x2 +5y2. Pod́ıvejme se nyńı na to, která lichá prvoč́ısla (neděĺıćı diskriminant,
tedy r̊uzná od pěti) můžeme vyjádřit nějakou formou diskriminantu −40. Vı́me, že to jsou
právě ta prvoč́ısla p, pro které plat́ı, že −10 je kvadratický zbytek modulo p. Poč́ıtejme
tedy:(−10

p

)
=
(−1

p

)
·
(
2
p

)
·
(
5
p

)
= (−1)

p−1
2 ·(−1)

p2−1
8 ·
(
p
5

)
·(−1)

p−1
2
· 5−1

2 = (−1)
p−1
2 ·(−1)

p2−1
8 ·
(
p
5

)
.

Aby bylo č́ıslo −10 kvadratický zbytek modulo p, muśı být součin těchto tř́ı výraz̊u
roven jedné. Pod́ıvejme se jejich možné hodnoty:

p mod 8
(−1

p

) (
2
p

)
p mod 5

(
p
5

)
1 1 1 1 1
−1 −1 1 2 −1

3 −1 −1 −1 1
−3 1 −1 −2 −1

Aby platilo
(−10

p

)
= 1, muśı platit

(−2
p

)
=
(
p
5

)
= ±1. Tabulka výše nám ř́ıká, že oba

symboly jsou:

1. rovny jedné, pokud p ≡ 1, 3 (mod 8), p ≡ ±1 (mod 5), celkem tedy p ≡ 1, 9, 11, 19
(mod 40),

2. rovny mı́nus jedné, pokud p ≡ −1,−3 (mod 8), p ≡ ±2 (mod 5), celkem tedy
p ≡ 7, 13, 23, 37 (mod 40).

Nev́ıme ale, která prvoč́ısla jsou vhodně reprezentována formami které tř́ıdy ekviva-
lence. Jak na to? Uvažujme obě redukované formy modulo deset. Uvědomme si, že pokud
má být liché prvoč́ıslo vyjádřeno formou x2 + 10y2, x muśı být liché č́ıslo. Dostáváme tedy
p ≡ x2 (mod 10) ⇒ p ≡ 1, 9 (mod 10).

Naopak pokud má být liché prvoč́ıslo vyjádřenou formou 2x2+5y2, muśı být liché č́ıslo
y. Tedy p ≡ 2x2 + 5 (mod 10). Protože x nemůže být dělitelné pěti, pro všechny možné
volby č́ısla x dostáváme p ≡ 3, 7 (mod 10).
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Prvoč́ıslo p muśı nav́ıc splňovat podmı́nku
(−10

p

)
= 1. Dohromady s předchoźım tedy

pro libovolné liché prvoč́ıslo p 6= 5 dostáváme:

1. p = x2 + 10y2 ⇔ p ≡ 1, 9, 11, 19 (mod 40),

2. p = 2x2 + 5y2 ⇔ p ≡ 7, 13, 23, 37 (mod 40).

Dostali jsme se ke krásnému a jednoduchému výsledku. Jednoznačně jsme určili,
které prvoč́ıslo je vhodně reprezentovánou kterou redukovanou formou (tedy formami které
tř́ıdy). Pokud by to platilo pro každý diskriminant, otázka, kdy p = x2 + ny2, by byla
vyřešena. Bohužel na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, že situace neńı vždy tak r̊užová.

Necht’ D = −39. Dostáváme 0 ≤ a ≤
√

39
3
⇒ 0 ≤ a ≤ 3. Nyńı je D liché, tedy i b

muśı být liché. Pro b = ±1 dostáváme ac = 10 a aby byla źıskaná forma redukovaná,
muśı (a, c) = (1, 10) nebo (a, c) = (2, 5). V prvńım př́ıpadě plat́ı |b| = a, tedy z definice
muśı být b kladné. Źıskáváme prvńı tři redukované formy: x2 + xy + 10y2, 2x2 ± xy + 5y2.
Pro b = ±3 dostáváme ac = 12 a tedy a = 3, c = 4. Jelikož |b| = a, muśı být b opět
kladné a źıskáváme tedy formu 3x2 + 3xy + 4y2. Celkem tedy máme 4 redukované formy
diskriminantu D = −39.

Určeme nyńı, která lichá prvoč́ısla (neděĺıćı diskriminant, tedy r̊uzná od tř́ı a třinácti)
můžeme vyjádřit těmito formami. Jak již v́ıme, −39 muśı být kvadratický zbytek modulo p.
Poč́ıtejme:

(−39
p

)
=
(−1

p

)
·
(
39
p

)
= (−1)

p−1
2

(
p
39

)
·(−1)

p−1
2
· 39−1

2 = (−1)
p−1
2

(1+19)
(

p
39

)
=
(
p
3

)
·
(

p
13

)
.

Aby tedy
(−39

p

)
= 1, muśı

(
p
13

)
=
(
p
3

)
= ±1. Očividně je p kvadratický zbytek (resp.

nezbytek) modulo tři, pokud p ≡ 1 (mod 3) (resp. p ≡ −1 (mod 3)). I kvadratické zbytky
modulo 13 můžeme snadno určit:(

p
13

)
= 1 ⇔ p ≡ (±1)2, (±2)2, ..., (±6)2 ≡ 1, 3, 4, 9, 10, 12 (mod 13), odkud plyne(

p
13

)
= −1⇔ p ≡ 2, 5, 6, 7, 8, 11 (mod 13).

Dohromady dostáváme p ≡ 1, 4, 10, 16, 22, 25 (mod 39), pokud je p kvadratický zbytek
modulo 3 i 13, a p ≡ 2, 5, 8, 11, 20, 32 (mod 39), pokud je p kvadratický nezbytek modulo
3 i 13.

Jak nyńı určit, která prvoč́ısla vyjadřuje která forma? V předchoźım př́ıkladu jsme si
situaci usnadnili trikem s paritou č́ısel x a y. V obecném př́ıpadě to ale tak jednoduché být
nemuśı. Vzpomeňme si nyńı na vztah 4af(x, y) = (2ax+by)2–Dy2. Modulo |D| dostáváme
rovnost 4af(x, y) ≡ (2ax + by)2 (mod |D|). Pokud jsou č́ısla D a 4a nesoudělná, má 4a
sv̊uj inverzńı prvek modulo |D| a na levé straně kongruence můžeme osamostatnit danou
formu. Aplikujme tento postup na redukované formy diskriminantu −39:

4(x2+xy+10y2) ≡ (2x+y)2 ⇒ 10 ·4(x2+xy+10y2) ≡ 10(2x+y)2 ⇒ x2+xy+10y2 ≡
≡ 72(2x+ y)2 ⇒ x2 +xy+ 10y2 ≡ (14x+ 7y)2 (mod 39), tedy tato forma může vyjadřovat
jen druhé mocniny modulo 39. Aby mohlo být liché prvoč́ıslo vhodně reprezentováno touto
formou, muśı tedy p ≡ 1, 4, 10, 16, 22, 25 (mod 39).
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8(2x2 ± xy + 5y2) ≡ (4x ± y)2 ⇒ 2x2 ± xy + 5y2 ≡ 5(4x ± y)2 (mod 39), tedy liché
prvoč́ıslo vyjádřeno některou z těchto dvou forem muśı být pětinásobkem některé druhé
mocniny – celkem tedy p ≡ 2, 5, 8, 11, 20, 32 (mod 39).

Co se týče posledńı formy, 3x2 + 3xy + 4y2, všimněme si, že nsd(4 · 3, 39) 6= 1, tedy
prvek 4a v tomto př́ıpadě nemá inverzi. Tohoto problému se jednoduše zbav́ıme – použijeme
formu vhodně ekvivalentńı s tou naš́ı, která tento problém mı́t nebude. Po dosazeńı (x, y)→
→ (−y, x) máme formu 4x2 − 3xy + 3y2, nsd(4 · 4, 39) = 1. Tedy 16(4x2 − 3xy + 3y2) ≡
≡ (8y+3x)2 ⇒ 4x2−3xy+3y2 ≡ 22(8y+3x)2 ⇒ 4x2−3xy+3y2 ≡ (80y+30x)2 (mod 39).
Liché prvoč́ıslo vyjádřené touto formou tud́ıž muśı být opět kongruentńı s vhodnou druhou
mocninou modulo 39 – tedy p ≡ 1, 4, 10, 16, 22, 25 (mod 39).

Dostáváme tedy:

1. p = 2x2 ± xy + 5y2 ⇔ p ≡ 2, 5, 8, 11, 20, 32 (mod 39),

2. p = x2 + xy + 10y2 nebo 3x2 + 3xy + 4y2 ⇔ p ≡ 1, 4, 10, 16, 22, 25 (mod 39).

V tomto př́ıpadě bohužel nemůžeme rozlǐsit, která prvoč́ısla jsou reprezentovaná forma-
mi kterých tř́ıd – můžeme rozlǐsit jen skupiny tř́ıd. Těmto podmnožinám C(D), mezi nimiž
v tuto chv́ıli nemůžeme rozlǐsit, která prvoč́ısla jsou vhodně reprezentována formami které
tř́ıdy, ř́ıkáme geny (situaci D = −39 vid́ıme na schematickém obrázku ńıže). S přesněǰśı
definićı a daľśım popisem gen̊u se setkáme ve třet́ı kapitole.

Všimněme si, že v bodě 1 obě formy reprezentuj́ı tatáž č́ısla, protože jsou ekvivalentńı
(ačkoli nevhodně). Naopak, u forem v bodě dva lze ukázat, že každé z nalezených prvoč́ısel
lze vyjádřit právě jednou z těchto forem. Pod́ıvejme se např́ıklad na prvoč́ıslo 43. Je vidět,
že toto prvoč́ıslo je vhodně reprezentováno formou g(x, y) = x2 +xy+10y2; přeci f(1, 2) =
= 43. Ukažme, že toto prvoč́ıslo nemůžeme vyjádřit ve tvaru 3x2 + 3xy + 4y2. Použijeme
opět onu užitečnou rovnost 4af(x, y) = (2ax + by)2–Dy2. V tomto př́ıpadě dostáváme
f(x, y) = 3x2 + 3xy+ 4y2 = 1

12

(
(6x+ 3y)2 + 39y2

)
= 3

4
(2x+ y)2 + 13

4
y2 ≥ 13

4
y2, tedy pokud

by pro vhodná x, y platilo f(x, y) = 43, tak muśı platit 43 ≥ 13
4
y2 a tedy |y| ≤ 3. Dále také

z rovnosti 43 = f(x, y) = 3
4
(2x+y)2 + 13

4
y2 plyne rovnost 4·43

3
− 13

3
y2 = (2x+y)2, v ńıž tedy
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výraz na levé straně muśı být roven druhé mocnině nějakého celého č́ısla pro |y| ≤ 3. Ten
ale nabývá pro |y| od nuly do tř́ı hodnot 172

3
, 53, 40, 55

3
, což ani v jednom př́ıpadě druhá

mocnina celého č́ısla neńı. Prvoč́ıslo 43 tedy formou f(x, y) = 3x2 + 3xy + 4y2 vyjádřit
nemůžeme.

Stejným zp̊usobem, jako v předchoźıch dvou př́ıkladech, můžeme postupovat pro každý

”
rozumně malý“ diskriminant. Uvedu bez postupu daľśı dva př́ıklady:

1. D = −20⇒

{
p = x2 + 5y2 ⇔ p ≡ 1, 9 (mod 20),

p = 2x2 + 2xy + 3y2 ⇔ p ≡ 3, 7 (mod 20),

2. D = −56⇒

{
p = x2 + 14y2, 2x2 + 7y2 ⇔ p ≡ 1, 9, 15, 23, 25, 39 (mod 56),

p = 3x2 ± 2xy + 5y2 ⇔ p ≡ 3, 5, 13, 19, 27, 45 (mod 56).

Umı́me tedy zat́ım rozlǐsit, která prvoč́ısla jsou vyjádřena formami kterého genu.
Všimněme si, že pro jakýkoli záporný diskriminant D určitě existuje redukovaná forma
x2−D

4
y2, pokud je D sudé, a x2+xy+ 1−D

4
y2, pokud D je liché. Tyto formy nazýváme hlavńı

a gen, v němž tyto formy lež́ı, nazýváme hlavńı gen. Nab́ıźı se tedy otázka: kdy v hlavńım
genu lež́ı jediná forma? Odpov́ıme si na ni v třet́ı kapitole.

Zobecněme nyńı postup, j́ımž jsme určili, která prvoč́ısla se daj́ı vyjádřit hlavńı formou.

Pro D = −4n, n ∈ N jsme nejdř́ıv uvažovali o paritě. Aby forma x2 + ny2 vyjadřovala
liché prvoč́ıslo, muśı mı́t x a ny r̊uznou paritu. Pro y = 2k, k ∈ Z máme p = x2 +n(2k)2 =
= x2 + 4nk2 ≡ x2 (mod |D|), pro y = 2k + 1, k ∈ Z dostáváme p = x2 + n(2k + 1)2 =
= x2 + 4nk2 + 4nk + n ≡ x2 + n (mod |D|).

Pro D = 1−4n, n ∈ N jsme použili postup 4(x2+xy+ny2) = 4x2+4xy+y2−y2+4ny2 =
= (2x+ y)2 − (1− 4n)y2 ≡ (2x+ y)2 (mod |D|).

Pokud tato pozorováńı shrneme, dostáváme následuj́ıćı větu:

Věta 2.2.1. Necht’ D ≡ 0, 1 (mod 4) je dané záporné celé č́ıslo. Pak hlavńı gen reduko-
vaných forem diskriminantu D vyjadřuje pouze lichá prvoč́ısla p tvaru:

1. p ≡ α2, α2 − D
4

(mod |D|), pokud D ≡ 0 (mod 4),

2. p ≡ α2 (mod |D|), pokud D ≡ 1 (mod 4).

Ve třet́ı kapitole si ukážeme, jak tato pozorováńı zobecnit a co z nich plyne. Abychom
tak mohli učinit, muśıme se seznámit s pojmy podgrupa a homomorfismus a také konečně
sestrojit grupu tř́ıd primitivńıch pozitivně definitńıch forem daného diskriminantu.
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Kapitola 3

Grupa tř́ıd forem a úvod do teorie
gen̊u

Na konci předchoźı kapitoly jsme zjistili o reprezentaci lichých prvoč́ısel primitivńımi pozi-
tivně definitńımi kvadratickými formami mnoho informaćı. Učinili jsme také pozorováńı, je-
jichž platnost jsme však nezformulovali obecně. Abychom tak mohli učinit, nejprve je nutno
stručně se obeznámit s několika pojmy z teorie grup.

3.1 Podgrupa, homomorfismus, faktorgrupa

Máme-li množinu G a na ńı definovanou operaci, v́ıme už, co muśı být splněno, aby dohro-
mady tvořily grupu. Mluv́ıme-li o podgrupách grupy G, zaj́ımaj́ı nás takové podmnožiny
množiny G, které spolu se zúžeńım dané operace tvoř́ı rovněž grupu.

Definice 3.1.1. Necht’ (G, ·) je grupa, H je neprázdná podmnožina G. Pak (H, ·) je
podgrupa grupy (G, ·), pokud:

1. 1 ∈ H;

2. pro všechna a ∈ H plat́ı a−1 ∈ H;

3. pro všechna a, b ∈ H plat́ı a · b ∈ H.

Je třeba poznamenat, že tyto podmı́nky na sobě nejsou nezávislé a lze je sloučit
do jedné: necht’ (G, ·) je grupa, H ⊆ G, H je neprázdná. Pak (H, ·) je podgrupa grupy
(G, ·), pokud pro všechna a, b ∈ H plat́ı a · b−1 ∈ H.

Můžeme uvést mnoho př́ıklad̊u. Každá grupa G má vždy podgrupy G a tzv. triviálńı
podgrupu obsahuj́ıćı pouze neutrálńı prvek. Grupa (Z,+) je podgrupa grupy (Q,+), což je
podgrupa grupy (R,+). Grupa (Qr {0} , ·) je podgrupa grupy (Rr {0} , ·). Pro libovolné
m ∈ Z je grupa mZ = {...,−2m,−m, 0,m, 2m, ...} s operaćı sč́ıtáńı podgrupa grupy (Z,+).
Množina {−1, 1} s operaćı násobeńı je podgrupa grupy {−1, 1,−i, i} s operaćı násobeńı.
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Naopak např́ıklad množina lichých celých č́ıslech s operaćı sč́ıtáńı neńı podgrupa celých
č́ısel s operaćı sč́ıtáńı, protože v této množině nelež́ı neutrálńı prvek 0. Stejně tak množina
nezáporných celých č́ısel s operaćı sč́ıtáńı neńı podgrupou grupy (Z,+), protože ačkoli v ńı
lež́ı neutrálńı prvek i součet jejich libovolných dvou prvk̊u, žadný prvek kromě nuly zde
nemá svoji inverzi.

Všimněme si také, že pokud je grupa komutativńı, jej́ı podgrupa tuto vlastnost zděd́ı.

Podgrupa je pojem velice intuitivńı. Co je však homomorfismus? O zobrazeńı mezi
dvěma grupami řekneme, že je homomorfismus, pokud splňuje jednu nám sympatickou
vlastnost – zachovává operaci.

Definice 3.1.2. Necht’ f : G → H je zobrazeńı, (G, ·), (H, ·) jsou grupy. Pak o tomto
zobrazeńı řekneme, že je homomorfismus, pokud pro všechna a, b ∈ G plat́ı f(a · b) =
= f(a) · f(b).

Z této jedné sympatické vlastnosti plynou hned dvě daľśı sympatické vlastnosti: ho-
momorfismus zachovává neutrálńı a inverzńı prvek.

Věta 3.1.1. Necht’ f : G→ H je homomorfismus. Pak:

1. f(1) = 1,

2. pro všechna x ∈ G plat́ı f(x−1) = f(x)−1.

D̊ukaz. Ad 1: Nejprve je vhodné poznamenat, že na levé straně rovnosti symbol 1 předsta-
vuje neutrálńı prvek grupy G, zat́ımco na pravé straně rovnosti je takto označen neutrálńı
prvek grupy H. Potom můžeme snadno spoč́ıtat f(1) = f(1·1) = f(1)·f(1). Po vynásobeńı
obou stran rovnosti prvkem inverzńım k f(1) tedy f(1) = 1.

Ad 2: 1 = f(1) = f(x · x−1) = f(x)f(x−1). Pokud obě strany rovnosti vynásob́ıme
zleva prvkem f(x)−1, dostáváme f(x−1) = f(x)−1.

Zobrazeńı f : (Z,+) → (Z,+) dané předpisem f(x) = mx je pro každé m ∈ Z homo-
morfismus, jelikož f(x+y) = m(x+y) = mx+my = f(x)+f(y). Vid́ıme, že f(0) = 0m = 0
a f(−x) = −mx = −f(x).

Vı́me, že homomorfismus zobraźı neutrálńı prvek opět na neutrálńı prvek. Nemuśı
to být ale jediný prvek, který se na něj zobraźı. Uvažujme zobrazeńı f : (Z,+) → (Q, ·)

definované předpisem f(x) =

{
1 ⇔ 2 | x
−1 ⇔ 2 - x

. Snadno si ověř́ıme, že f je homomorfismus,

a na neutrálńı prvek – jedničku se zobraźı všechna sudá celá č́ısla (tedy i neutrálńı prvek
0). Ty ale se sč́ıtáńım tvoř́ı podgrupu grupy celých č́ısel. Můžeme ukázat, že to plat́ı vždy.
Nejprve však muśıme definovat jádro homomorfismu.

Definice 3.1.3. Necht’ f : G→ H je homomorfismus. Množinu prvk̊u G, jež se zobrazily
na neutrálńı prvek grupy H, nazýváme jádro homomorfismu a znač́ıme ker f , tedy

ker f = {x ∈ G | f(x) = 1} .
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Nyńı můžeme zobecnit pozorováńı učiněné výše.

Věta 3.1.2. Necht’ f : G→ H je homomorfismus. Potom plat́ı, že ker f je podgrupa grupy
G.

D̊ukaz. Je nutné ukázat následuj́ıćı:

1. 1 ∈ ker f ;

2. a ∈ ker f ⇒ a−1 ∈ ker f ;

3. a, b ∈ ker f ⇒ a · b ∈ ker f .

Ad 1: Z 1. bodu věty 3.1.1. v́ıme, že f(1) = 1, č́ımž jsme hotovi. Ad 2: Opět ve výpočtu
využijeme větu 3.1.1, a to bod 2. Pro všechna a ∈ ker f můžeme psát: f(a−1) = f(a)−1 =
= 1−1 = 1. Z toho tedy plyne, že pokud je a prvkem ker f , tak a−1 ∈ ker f . Ad 3: Z definice
homorfismu můžeme pro libovolná a, b z ker f poč́ıtat f(ab) = f(a)f(b) = 1 · 1 = 1. Tedy
i ab ∈ ker f , č́ımž jsme d̊ukaz dokončili.

Abychom porozuměli daľśımu textu, potřebujeme se seznámit ještě s jedńım pojmem
z teorie grup, j́ımž je faktorgrupa.

Vrat’me se na chv́ıli ke grupě zbytkových tř́ıd modulo m s operaćı sč́ıtáńı pomoćı
reprezentant̊u. Tuto grupu jsme dostali t́ım, že jsme rozdělili celá č́ısla podle toho, jaký
dávaj́ı zbytek modulo m, na tř́ıdy ekvivalence – tedy systém neprázdných disjunktńıch
množin, jejichž sjednoceńım je opět celá množina celých č́ısel. Tomuto procesu ř́ıkáme
faktorizace. V tomto př́ıpadě jsme na faktorizaci potřebovali kongruenci, což je relace
ekvivalence.

Faktorizovat můžeme ale i jiným zp̊usobem. Výše jsme si ukázali, že grupa (mZ,+)
je pro jakékoli přirozené m podgrupou grupy (Z,+). K množině mZ nyńı

”
přičtěme“ li-

bovolné pevně zvolené celé č́ıslo a v tom smyslu, že utvoř́ıme množinu součt̊u tohoto a
s postupně všemi prvky množiny mZ. T́ım jsme ale dostali zbytkovou tř́ıdu [a]m! Pokud
tomuto procesu podrob́ıme všechna celá č́ısla a, dostaneme tedy jako výsledek množinu
všech zbytkových tř́ıd modulo m. O této množině ale v́ıme, že se sč́ıtáńım definovaným
pomoćı sč́ıtáńı reprezentant̊u tvoř́ı grupu.

Co jsme tedy v předchoźım odstavci udělali? Opět jsme faktorizovali, ale ne jen
nějakou množinu podle nějaké relace ekvivalence, ale grupu podle jej́ı podgrupy. A co bylo
výsledkem? Opět grupa. Pokusme se nyńı tento postup zobecnit.

Necht’ (G, ·) je grupa, (H, ·) jej́ı podgrupa. Pro nějaké a ∈ G označme a · H =
= {a · h | h ∈ H}. Lze ukázat, že pokud tuto množinu vytvoř́ıme pro všechna a z G, dosta-
neme vždy systém disjunktńıch množin, jejichž sjednoceńım je množina G. Důkaz to neńı
nijak složitý, ale neńı nutné ho zde uvádět.

Faktorizovali jsme tedy grupu podle jej́ı podgrupy a dostali jsme množinu prvk̊u {a·H |
a ∈ G}. Zkusme opět definovat operaci pomoćı reprezentant̊u, tedy pro všechna a, b z G
definujme (a · H) · (b · H) = (a · b) · H. Aby tato operace byla korektńı, nesmı́ záviset
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na volbě reprezentant̊u, tedy pokud a ·H = b ·H a c ·H = d ·H, muśı platit (a · c) ·H =
= (b · d) · H. V př́ıpadě zbytkových tř́ıd tomu tak bylo, obecně to ale platit nemuśı. To
však můžeme napravit, pokud budeme požadovat, aby podgrupa, podle ńıž faktorizujeme,
byla tzv. normálńı podgrupa – to je taková podgrupa H grupy G, pro jej́ıž každý prvek
h ∈ H a pro jakýkoli prvek a ∈ G plat́ı a · h · a−1 ∈ H. V tomto př́ıpadě lze ukázat,
že operace opravdu korektńı je. Jelikož ale v textu pracujeme výhradně s komutativńımi
grupami, nemuśıme být př́ılǐs obezřetńı, protože jakákoli podgrupa komutativńı grupy je
jistě normálńı.

Vytvořili jsme tedy grupu. Jelikož jsme tuto grupu źıskali faktorizaćı, jej́ı název je fak-
torgrupa.

3.2 Grupa tř́ıd forem

V druhé kapitole jsme shromáždili několik indicíı, podle nichž by tř́ıdy vhodně ekvi-
valentńıch primitivńıch pozitivně definitńıch kvadratických forem daného diskriminantu
(dále jen tř́ıdy forem) mohli utvořit grupu. Stále nám však chyb́ı nějaká operace, kterou
bychom mohli mezi tř́ıdami forem definovat.

Prvńı, kdo se o to pokusil, byl Gauss. Skutečně ukázal, že tř́ıdy forem daného diskrimi-
nantu spolu s operaćı zvanou př́ımá kompozice tvoř́ı grupu. S touto operaćı se však pracuje
nesmı́rně zdlouhavě a komplikovaně. Na mnohem vhodněǰśı operaci přǐsel až Dirichlet –
budeme se nyńı bavit o tzv. Dirichletově kompozici.

Definice 3.2.1. Necht’ f(x, y) = ax2 + bxy + cy2, g(x, y) = a′x2 + b′xy + c′y2 jsou primi-
tivńı pozitivně definitńı formy se stejným diskriminantem D, které nav́ıc splňuj́ı podmı́nku
nsd(a, a′, b+b′

2
) = 1. Potom Dirichletova kompozice forem f(x, y) a g(x, y) je kvadratická

forma

F (x, y) = aa′x2 +Bxy +
B2 −D

4aa′
y2,

kde B je celé č́ıslo jednoznačně určené modulo 2aa′ soustavou kongruenćı

1. B ≡ b (mod 2a)

2. B ≡ b′ (mod 2a′)

3. B2 ≡ D (mod 4aa′).

Dokázat, že č́ıslo B existuje a je jednoznačně určeno modulo 2aa′, je poměrně zdlou-
havé, d̊ukaz proto neuvád́ım.

Abychom mohli vytvořit grupu, Dirichletova kompozice nám muśı udávat korektně
definovanou operaci na množině tř́ıd forem daného diskriminantu. Lze ukázat, že tomu tak
skutečně je. Zaprvé, celé č́ıslo B sice neńı určeno jednoznačně, ale formy vzniklé r̊uznými
volbami B jsou spolu vhodně ekvivalentńı. Dále, pokud je forma f vhodně ekvivalentńı s
f ′ a g s g′, je i kompozice forem f a g vhodně ekvivalentńı s kompozićı forem f ′ a g′. A
nakonec, pokud formy f a g nesplňuj́ı podmı́nku nesoudělnosti koeficient̊u z definice, vždy
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existuje forma g′ vhodně ekvivalentńı s g, která už tuto podmı́nku spolu s p̊uvodńı formou
f splňuje. Tedy vybereme-li si dvě tř́ıdy vhodně ekvivalentńıch forem, můžeme vždy zvolit
reprezentanty z obou tř́ıd tak, abychom mezi nimi mohli provést Dirichletovu kompozici,
a nav́ıc r̊uznou volbou reprezentant̊u se neměńı tř́ıda, j́ıž bude náležet výsledná forma.

Nyńı máme dostatek informaćı, abychom vytvořili grupu.

Věta 3.2.1. Necht’ D ≡ 0, 1 (mod 4) je záporné, necht’ C(D) je množina tř́ıd primi-
tivńıch forem tohoto diskriminantu. Pak Dirichletova kompozice udává korektně defino-
vanou binárńı operaci na množině C(D), která spolu s touto množinou tvoř́ı konečnou
komutativńı grupu s h(D) prvky.

Neutrálńı prvek této grupy je tř́ıda obsahuj́ıćı hlavńı formu – nazýváme ji hlavńı tř́ıdou.
Inverzńı prvek tř́ıdy obsahuj́ıćı formu ax2 + bxy+ cy2 je tř́ıda obsahuj́ıćı formu ax2− bxy+
cy2, kterou nazýváme opačnou formou.

Důkaz neuvád́ım. Větu je možno dokázat pomoćı vlastnost́ı Dirichletovy kompozice,
ale je to d̊ukaz velice dlouhý a pracný. Pro rychleǰśı a jednodušš́ı d̊ukaz bychom museli být
seznámeni s pojmem grupa tř́ıd ideál̊u, který výrazně přesahuje rámec této práce.

Spokojme se tedy s konkrétńım př́ıkladem, na němž budeme demonstrovat poč́ıtáńı
v grupě tř́ıd forem.

Necht’ D = −56. Redukované formy tohoto diskriminantu jsou h(x, y) = x2 + 14y2,
a(x, y) = 3x2 + 2xy + 5y2, b(x, y) = 3x2 − 2xy + 5y2, r(x, y) = 2x2 + 7y2. Tř́ıdy obsahuj́ıćı
tyto formy označme H,A,B,R. Dirichletovu kompozici forem f a g označme f � g. Podle
věty 3.2.1. bychom měli být schopni předpovědět, jak vypadaj́ı kompozice v této grupě:
H je neutrálńı prvek, A,B jsou navzájem inverzńı, R je inverzńı sám sobě. Multiplikativńı
tabulka této grupy by měla tedy vypadat takto:

H A B R

H H A B R
A A R H B
B B H R A
R R B A H

Pojd’me si to nyńı ověřit. Č́ıslo B z definice 3.2.1. nyńı budeme značit b, aby se nepletlo
s formami. Nejdř́ıve spoč́ıtejme druhé mocniny všech tř́ıd: nejjednodušš́ı postup je vźıt
kompozici dané redukované formy f(x, y) s vhodně ekvivalentńı formou f(−y, x) – to nám
zaručuje podmı́nku o nesoudělnosti koeficient̊u.

H2 : (x2 + 14y2)� (14x2 + y2)⇒


b ≡ 0 (mod 2)
b ≡ 0 (mod 28)

b2 ≡ −56 ≡ 0 (mod 56)

⇒ b ≡ 0 (mod 28).

Volme b = 0⇒ F (x, y) = 1 · 14x2 + 0xy + 0+56
4·1·14y

2 = 14x2 + y2 ∈ H ⇒ H2 = H.
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A2 : (3x2 + 2xy + 5y2) � (5x2 − 2xy + 3y2) ⇒


b ≡ 2 (mod 6)
b ≡ −2 (mod 10)

b2 ≡ −56 ≡ 4 (mod 60)

 ⇒
⇒ b ≡ 8 (mod 30).

Volme b = 8⇒ F (x, y) = 3 ·5x2+8xy+ 8+56
4·3·5 y

2 = 15x2+8xy+2y2. Známým postupem
nyńı můžeme naj́ıt formu s touto vhodně ekvivalentńı: 15x2+8xy+2y2 ∼ 2x2−8xy+15y2 ∼
2x2 + 7y2 ∈ R⇒ A2 = R.

B2 : (3x2 − 2xy + 5y2) � (5x2 + 2xy + 3y2) ⇒


b ≡ −2 (mod 6)
b ≡ 2 (mod 10)

b2 ≡ −56 ≡ 4 (mod 60)

 ⇒
⇒ b ≡ 22 (mod 30).

Volme b = −8⇒ F (x, y) = 3 · 5x2 − 8xy + −8+56
4·3·5 y

2 = 15x2 − 8xy + 2y2 ∼ 2x2 + 8xy+
+15y2 ∼ 2x2 + 7y2 ∈ R⇒ B2 = R.

R2 : (2x2 + 7y2)� (7x2 + 2y2)⇒


b ≡ 0 (mod 4)
b ≡ 0 (mod 14)

b2 ≡ −56 ≡ 0 (mod 56)

⇒ b ≡ 0 (mod 28).

Volme b = 0⇒ F (x, y) = 2·7x2+0xy+ 56
4·2·7y

2 = 14x2+y2 ∼ x2+14y2 ∈ H ⇒ R2 = H.

Nyńı spoč́ıtejme ostatńı kompozice.

H �A = A�H : (x2 + 14y2)� (3x2 + 2xy+ 5y2)⇒


b ≡ 0 (mod 2)
b ≡ 2 (mod 6)

b2 ≡ −56 ≡ 4 (mod 12)

⇒
⇒ b ≡ 2 (mod 6).

Volme b = 2 ⇒ F (x, y) = 1 · 3x2 + 2xy + 4+56
4·1·3 y

2 = 3x2 + 2xy + 5y2 ∈ A ⇒ H � A =
= A�H = A.
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H �B = B�H : (x2 + 14y2)� (3x2− 2xy+ 5y2)⇒


b ≡ 0 (mod 2)
b ≡ −2 (mod 6)

b2 ≡ −56 ≡ 4 (mod 12)

⇒
⇒ b ≡ −2 (mod 6).

Volme b = −2⇒ F (x, y) = 1 · 3x2− 2xy+ 4+56
4·1·3 y

2 = 3x2− 2xy+ 5y2 ∈ B ⇒ H �B =
= B �H = B.

H � R = R � H : (x2 + 14y2) � (2x2 + 7y2) ⇒


b ≡ 0 (mod 2)
b ≡ 0 (mod 4)

b2 ≡ −56 ≡ 0 (mod 8)

 ⇒
⇒ b ≡ 0 (mod 4).

Volme b = 0⇒ F (x, y) = 1 · 2x2 + 56
4·1·2y

2 = 2x2 + 7y2 ∈ R⇒ H �R = R�H = R.

A�B = B�A : (3x2+2xy+5y2)�(5x2+2xy+3y2)⇒


b ≡ 2 (mod 6)
b ≡ 2 (mod 10)

b2 ≡ −56 ≡ 4 (mod 60)

⇒
⇒ b ≡ 2 (mod 30).

Volme b = 2⇒ F (x, y) = 3 · 5x2 + 2xy+ 4+56
4·3·5 y

2 = 152 + 2xy+ y2 ∼ x2− 2xy+ 15y2 ∼
∼ x2 + 14y2 ∈ H ⇒ B � A = A�B = H.

R�A = A�R : (2x2 + 7y2)� (3x2 + 2xy+ 5y2)⇒


b ≡ 0 (mod 4)
b ≡ 2 (mod 6)

b2 ≡ −56 ≡ 16 (mod 24)

⇒
⇒ b ≡ 8 (mod 12).

Volme b = −4⇒ F (x, y) = 2·3x2−4xy+ 16+56
4·2·3 y

2 = 6x2−4xy+3y2 ∼ 3x2+4xy+6y2 ∼
∼ 3x2 − 2xy + 5y2 ∈ B ⇒ R� A = A�R = B.
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R�B = B�R : (2x2 + 7y2)� (3x2− 2xy+ 5y2)⇒


b ≡ 0 (mod 4)
b ≡ −2 (mod 6)

b2 ≡ −56 ≡ 16 (mod 24)

⇒
⇒ b ≡ 4 (mod 12).

Volme b = 4⇒ F (x, y) = 2 ·3x2+4xy+ 16+56
4·2·3 y

2 = 6x2+4xy+3y2 ∼ 3x2−4xy+6y2 ∼
∼ 3x2 + 2xy + 5y2 ∈ A⇒ R�B = B �R = A.

T́ımto jsme hotovi a vid́ıme, že se naše výpočty shoduj́ı s předpovězenou multiplikativńı
tabulkou.

Konečně jsme zformovali grupu. Máme tedy dostatečný nástroj na to, abychom mohli
o něco v́ıce prozkoumat geny forem.

3.3 Geny forem

Vrat’me se nejdř́ıve k pozorováńım, která jsme učinili, když jsme na konci druhé kapi-
toly u několika záporných diskriminant̊u zkoumali, která prvoč́ısla jsou vhodně reprezen-
tována kterými redukovanými formami. Abychom tato pozorováńı mohli popsat poněkud
formálněǰśım jazykem, muśıme se na chv́ıli vrátit na samotný začátek – k Jacobiho sym-
bolu.

V následuj́ıćım textu budeme často pracovat s grupou jednotek okruhu (Z/|D|Z)∗,
kde D bude nějaký záporný diskriminant. Pro jednoduchost budeme použ́ıvat zápis bez ab-
solutńı hodnoty, tedy (Z/DZ)∗. Také jednotlivé zbytkové tř́ıdy modulo |D| budeme značit
[a]D.

Věta 3.3.1. Necht’ D ≡ 0, 1 (mod 4) je nenulové celé č́ıslo. Pak existuje jediné zobrazeńı
χ : (Z/DZ)∗ → {±1} takové, že χ([p]D) =

(
D
p

)
pro každé liché prvoč́ıslo neděĺıćı D. Toto

zobrazeńı je nav́ıc homomorfismus splňuj́ıćı χ([m]D) =
(
D
m

)
pro všechna lichá přirozená

č́ısla m nesoudělná s D.

To, že je χ opravdu korektně definovaný homomorfismus, plyne z vlastnost́ı Jacobiho
symbolu uvedených v prvńı kapitole. To, že existuje jediné zobrazeńı splňuj́ıćı podmı́nku
danou ve větě, nám ř́ıká tzv. Dirichletova věta o prvoč́ıslech v aritmetických posloupnostech,
podle ńıž v každé zbytkové tř́ıdě obsahuj́ıćı č́ısla nesoudělná s modulem lež́ı nekonečně
mnoho prvoč́ısel.

Posuňme se nyńı ke kvadratickým formám. Věta 2.1.3 nám ř́ıká, že libovolné liché
m ∈ Z nesoudělné s D je vhodně reprezentováno nějakou formou daného diskriminantu
D, právě když je D kvadratický zbytek modulo m. Ve světle věty 3.3.1 to tedy znamená
χ([m]D) = 1 a tedy [m]D ∈ kerχ. Tedy všechny tř́ıdy v (Z/DZ)∗, které obsahuj́ı lichá č́ısla,
jež lze vyjádřit některou z redukovaných forem daného diskriminantu, tvoř́ı podgrupu kerχ
grupy (Z/DZ)∗.
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Připomeňme si, jak tato situace vypadá pro D = −20:

D = −20⇒

{
p = x2 + 5y2 ⇔ p ≡ 1, 9 (mod 20),

p = 2x2 + 2xy + 3y2 ⇔ p ≡ 3, 7 (mod 20).

Pokud je p vhodně reprezentováno některou z kvadratických forem diskriminantu −20,
tak p ∈ {[1]20, [3]20, [7]20, [9]20}. Je to opravdu podgrupa grupy (Z/DZ)∗ = {[1]20, [3]20, [7]20,
[9]20, [11]20, [13]20, [17]20, [19]20}? Lež́ı zde neutrálńı prvek [1]20 a snadno si ověř́ıme, že v této
podmnožině lež́ı součin jakýchkoli dvou jejich prvk̊u. Inverzńı prvek tř́ıdy [3]20 je tř́ıda [7]20
a naopak, tř́ıda [9]20 je sama svým inverzńım prvkem. Opravdu to tedy podgrupa je.

Nyńı můžeme zobecnit pozorováńı učiněná na konci druhé kapitoly.

Věta 3.3.2. Necht’ D ≡ 0, 1 (mod 4) je dané záporné celé č́ıslo, kerχ ⊂ (Z/DZ)∗ stejně
jako výše a f(x, y) je primitivńı pozitivně definitńı forma diskriminantu D.

1. Tř́ıdy v (Z/DZ)∗ obsahuj́ıćı lichá č́ısla reprezentovaná hlavńı formou tvoř́ı (normálńı)
podgrupu H ⊂ kerχ,

2. Tř́ıdy v (Z/DZ)∗ obsahuj́ıćı lichá č́ısla reprezentovaná formou f(x, y) tvoř́ı množinu
H ′ ∈ kerχ/H.

Jednotlivé geny tedy opravdu reprezentuj́ı jednotlivé tř́ıdy v kerχ/H. Pokud gen re-
prezentuje hodnoty lež́ıćı v tř́ıdě H ′, ř́ıkáme mu gen př́ıslušný H ′. Vid́ıme také, že jelikož
H je normálńı podgrupa kerχ, můžeme podle ńı faktorizovat a tř́ıdy H ′ ∈ kerχ/H repre-
zentované r̊uznými geny tud́ıž tvoř́ı prvky faktorgrupy.

Opět se vrat’me k př́ıkladu D = −20. Lichá přirozená č́ısla vhodně reprezentovaná
některou z forem hlavńıho genu ležela v množině H = {[1]20, [9]20}, č́ısla vhodně repre-
zentovaná některou z forem druhého genu ležela v množině K = {[3]20, [7]20}. Ověřme si
na tomto př́ıkladě platnost předchoźı věty. Ta nám ř́ıká, že H je normálńı podgrupa grupy
kerχ = {[1]20, [3]20, [7]20, [9]20} , a že nav́ıc plat́ı kerχ/H = {H,K}. Je tomu opravdu tak?

Nejdř́ıve ukažme, že H je podgrupa kerχ (protože pracujeme s komutativńımi struk-
turami, bude jistě normálńı). Muśı v ńı tedy ležet neutrálńı prvek, ale ten v ńı je; vždyt’

[1]20 ∈ H. Dále v ńı muśı ležet součin každých jejich dvou prvk̊u. Poč́ıtejme [1]20
2 = [1]20 ∈

H, [1]20 · [9]20 = [9]20 ∈ H, [9]20
2 = [1]20 ∈ H. I toto kritérium je tedy splněno. Také vid́ıme,

že každá tř́ıda z H je sama sobě inverzńım prvkem, tedy H je opravdu podgrupa.

Nyńı ukažme kerχ/H = {H,K}. Podle definice plat́ı:

kerχ/H = {[1]20 ·H, [3]20 ·H, [7]20 ·H, [9]20 ·H}.

Poč́ıtejme:
[1]20 ·H = {[1]20 · [1]20, [1]20 · [9]20} = {[1]20, [9]20} = H,

[3]20 ·H = {[3]20 · [1]20, [3]20 · [9]20} = {[3]20, [7]20} = K,

[7]20 ·H = {[7]20 · [1]20, [7]20 · [9]20} = {[7]20, [3]20} = K,

[9]20 ·H = {[9]20 · [1]20, [9]20 · [9]20} = {[9]20, [9]20} = H.
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Tedy opravdu kerχ/H = {H,K}. Nav́ıc vid́ıme, že výpočty v této faktorgrupě vypa-
daj́ı následovně: H2 = K2 = H,HK = KH = K.

Ověřili jsme si tedy na př́ıkladu D = −20 platnost věty 3.3.2. Čtenář si může tuto
větu obdobně ověřit i na daľśıch výše prob́ıraných př́ıkladech D = −56,−40,−39.

Všechny předchoźı poznatky můžeme shrnout do následuj́ıćı věty:

Věta 3.3.3. Necht’ D ≡ 0, 1 (mod 4) je dané záporné celé č́ıslo, H ⊂ kerχ jako výše.
Necht’ H ′ ∈ kerχ/H a p je liché prvoč́ıslo neděĺıćı D. Pak [p]D ∈ H ′ právě tehdy, když je
p reprezentováno nějakou redukovanou formou diskriminantu D z genu př́ıslušného H ′.

Toto je hlavńı poznatek elementárńı teorie gen̊u. Ř́ıká nám mimo jiné, že existuje ko-
rektně definované zobrazeńı Φ: C(D)→ kerχ/H, které každé tř́ıdě forem přǐrad́ı množinu
zbytkových tř́ıd modulo diskriminant, které obsahuj́ı lichá přirozená č́ısla, jež jsou některou
z forem dané tř́ıdy vhodně reprezentována. Lze nav́ıc ukázat, že toto Φ je homomorfismus.

Hlavńı ćıl základńı teorie gen̊u je odpovědět na otázku, kolik gen̊u má grupa tř́ıd forem
pro který diskriminant. Grupa C(D) a homomorfismus Φ jsou dost silné nástroje, aby této
odpovědi mohlo být dosaženo. Bez d̊ukaz̊u stručně poṕı̌su, jak toho dosáhnout.

Nejdř́ıve se ukáže, že všechny geny v dané grupě tř́ıd forem obsahuj́ı stejný počet tř́ıd,
a že počet gen̊u je mocnina dvojky. Dále se ukáže, že hlavńı gen je roven množině všech
druhých mocnin prvk̊u C(D) – druhou mocninou nějaké tř́ıdy rozumı́me jej́ı kompozici s ńı
samotnou. To jsme mj. viděli u našeho př́ıkladu D = −56: (C(D))2 = {H2, A2, B2, R2} =
= {H,R}, což je hlavńı gen.

Z těchto informaćı můžeme vyvodit, že hlavńı gen obsahuje jedinou tř́ıdu, pokud má
každý prvek řád nejvýše 2. Pak je hlavńı gen totiž roven (C(D))2 = {H}, kde H je tř́ıda
obsahuj́ıćı hlavńı formu, jelikož je to neutrálńı prvek.

Ukáže se také, že prvky řádu nejvýše dva jsou právě tř́ıdy obsahuj́ıćı redukovanou
formu ax2 + bxy + cy2, pro niž plat́ı bud’ b = 0, nebo a = b, nebo a = c. S touto informaćı
lze dokonce obecně určit, kolik takovýchto prvk̊u je.

Zvládneme-li určit všechny redukované formy daného záporného diskriminantu D,
dokážeme tedy posléze i určit, zda hlavńı gen obsahuje pouze hlavńı formu.

Udejme na závěr ještě několik př́ıklad̊u, které demonstruj́ı śılu této teorie. Až doposud
by pro nás u větš́ıch diskriminant̊u byla nesmı́rně zdlouhavá práce určit, které formy lež́ı
v hlavńım genu a která prvoč́ısla vhodně reprezentuj́ı – viz př́ıklady z druhé kapitoly.
Pod́ıvejme se nyńı na grupu tř́ıd forem diskriminantu D = −280. Je třeba nejprve určit
všechny redukované formy – pro větš́ı diskriminanty je asi nejjednodušš́ı zp̊usob napsat
poč́ıtačový program, který nám pro všechny možné volby koeficient̊u a a b urč́ı, zda je c =
= b2−D

4a
celé č́ıslo. Pro diskriminant D = −280 dostaneme tyto redukované formy: x2+70y2,

2x2 + 35y2, 5x2 + 14y2, 7x2 + 10y2. Vid́ıme, že pro všechny tyto formy plat́ı b = 0, a tedy
v grupě tř́ıd forem vždy reprezentuj́ı prvky řádu nejvýše 2. Uvedli jsme výše, že toto zjǐstěńı
je ekvivalentńı s t́ım, že v hlavńım genu lež́ı pouze jediná forma, a to hlavńı – x2 + 70y2.
Podle věty 2.2.1 tedy liché prvoč́ıslo p tud́ıž můžeme vyjádřit ve tvaru x2 + 70y2, právě
když p ≡ α2, α2 + 70 (mod 280), takové prvoč́ıslo je např́ıklad 2129 ≡ 132 (mod 280).
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Nyńı se pod́ıvejme na diskriminant D = −400. Redukované formy jsou následuj́ıćı:
x2 +100y2, 4x2 +25y2, 8x2 +4xy+13y2, 8x2−4xy+13y2. Bohužel vid́ıme, že posledńı dvě
formy jsou reprezentanty tř́ıd, které maj́ı v grupě tř́ıd forem řád vyšš́ı než dva. V hlavńım
genu tedy lež́ı v́ıce forem, než ta hlavńı. Výše jsme zjistili, že určit, jaké to jsou, můžeme
umocněńım všech prvk̊u grupy tř́ıd forem na druhou. Je nutné to provést jen u forem
8x2±4xy+13y2, ostatńı jsou řádu nejvýše dva (tedy jejich umocněńım na druhou źıskáme
neutrálńı prvek grupy – hlavńı formu). Výsledkem je forma 4x2 + 25y2, to je tedy druhá
forma lež́ıćı v hlavńım genu. V tomto př́ıpadě tud́ıž můžeme pouze ř́ıci, že liché prvoč́ıslo
p můžeme vyjádřit ve tvaru x2 + 100y2 nebo 4x2 + 25y2, právě když p ≡ α2, α2 + 100
(mod 400).

A nakonec př́ıklad zmı́něný v úvodu: uvažujme diskriminant D = −420. Dostaneme
tyto redukované formy: x2 + 105y2, 2x2 + 2xy + 53y2, 3x2 + 35y2, 5x2 + 21y2, 6x2 + 6xy+
+19y2, 7x2 + 15y2, 10x2 + 10xy + 13y2, 11x2 + 8xy + 11y2. Vid́ıme, že všechny reprezen-
tuj́ı prvky řádu nejvýše 2, máme tu dokonce všechny tři druhy takovýchto prvk̊u (vysky-
tuj́ı se zde formy tvaru b = 0, a = b i a = c). Tud́ıž v hlavńım genu lež́ı pouze jediná
forma x2 + 105y2. Liché prvoč́ıslo p tedy můžeme vyjádřit ve tvaru x2 + 105y2, právě když
p ≡ α2, α2 + 105 (mod 420). Tedy např. o prvoč́ıslu 2221 ≡ 121 ≡ 112 (mod 420) nyńı
v́ıme, že je můžeme napsat ve tvaru x2 + 105y2.
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Svou práci konč́ım v bodě, kdy dokážeme pro několik (ale stále jen konečně mnoho)
přirozených n určit, která lichá prvoč́ısla můžeme vyjádřit ve tvaru x2 + ny2. Pro jakékoli
záporné celé č́ıslo D ≡ 0, 1 (mod 4) nav́ıc dokážeme ř́ıci, zda dané prvoč́ıslo můžeme
vyjádřit některou z forem hlavńıho genu. Vybudováńım teorie kvadratických forem jsme
tedy učinili značný pokrok od počátečńıho stavu, kdy jsem zmı́nil, že elementárńımi me-
todami je možné problém vyřešit pouze pro n ≤ 3.

Otázku, kdy p = x2 + ny2, zodpov́ıdá pro nekonečně mnoho n až věta, jej́ıž rozsah
dalece přesahuje tuto práci. Pro zaj́ımavost ji nyńı uvedu:

Věta 3.3.4. Necht’ n je přirozené č́ıslo, které nav́ıc neńı dělitelné žádnou druhou moc-
ninou prvoč́ısla a plat́ı n 6≡ 3 (mod 4). Pak existuje normovaný ireducibilńı polynom
fn(x) s celoč́ıselnými koeficienty, jehož stupeň je roven č́ıslu h(−4n), tedy počtu reduko-
vaných forem diskrimininantu −4n, s následuj́ıćı vlastnost́ı: pro libovolné liché prvoč́ıslo
p, které neděĺı ani n, ani diskriminant polynomu fn(x), existuj́ı celá č́ısla x, y taková,
že p = x2 + ny2, právě když

(−n
p

)
= 1 a zároveň má kongruence fn(x) ≡ 0 (mod p)

celoč́ıselné řešeńı.
Nav́ıc plat́ı, že fn(x) je minimálńı polynom reálného algebraického č́ısla α, pro něž je

L = K(α) Hilbertovo těleso tř́ıd tělesa K = Q(
√
−n).

Vid́ıme, že i formulace této věty je značně náročná. Zjednodušeně řečeno existuje
nějaký polynom f jistých vlastnost́ı tak, že pro každé liché prvoč́ıslo p, které neděĺı ani n,
ani diskriminant polynomu f , plat́ı, že p můžeme vyjádřit jako x2 + ny2, právě když
(−n/p) = 1 a současně p|f(t) pro vhodné celé č́ıslo t. Známe stupeň tohoto polynomu
a v́ıme, že je normovaný a ireducibilńı a jeho koeficienty jsou celá č́ısla.

Zaj́ımavé je, že k d̊ukazu této věty neńı potřeba znát teorii kvadratických forem. Důkaz
vycháźı z poněkud jiné oblasti algebry, je v něm řeč o prvoideálech a Galoisových rozš́ı̌reńıch
těles.

Nab́ıźı se ovšem dvě otázky: zaprvé, co zbylá n, na něž se nevztahuj́ı podmı́nky věty
3.3.4, a zadruhé, jak naj́ıt onen polynom fn(x)? K nalezeńı odpovědi na ně je třeba studovat
geny a grupu tř́ıd forem pomoćı mnohem silněǰśıch nástroj̊u. Věta 3.3.4 se dá generalizovat
na veškerá přirozená n pomoćı tzv. teorie těles tř́ıd, a to pouhou změnou charakteris-
tiky polynomu fn(x). Je však potřeba daľśı silné teorie, tzv. teorie komplexńıho násobeńı,
abychom dostali algoritmus, jak nalézt polynom fn(x). Pak můžeme opravdu odpovědět
na otázku, kdy lze liché prvoč́ıslo napsat ve tvaru x2 + ny2, pro všechna přirozená č́ısla n.
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