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Anotace

Ćılem je podat v češtině práci, která ukáže, co to jsou multiplikativńı funkce. V práci
je uveden Dirichlet̊uv součin a z něj odvozena Möbiova inverzńı formule. Následně jsou
ukázány některé aplikace Möbiovy inverzńı formule jako je Eulerova funkce. Eulerova funkce
bude následně užitečná pro zkoumáńı Fareyových zlomk̊u. Nakonec je vysvětleno, v čem
spoč́ıvá Riemannova hypotéza, a je ukázána jej́ı souvislost s multiplikativńımi funkcemi.
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multiplikativńı funkce, Möbiova inverzńı formule, Eulerova funkce, Fareyovy zlomky,
Riemannova hypotéza

Annotation

The aim of this thesis is to explain in Czech language what multiplicative functions are.
The Dirichlet product is introduced to the reader and Möbius inversion theorem is derived.
Then several applications of Möbius inversion theorem as Euler function are shown. Euler
function is then important in exploration of Farey sequence. In the final part is explained
what Riemann hypothesis is and its connection to multiplicative functions is shown.
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Úvod

Úvod

Ústředńım tématem práce jsou aritmetické a hlavně multiplikativńı funkce. Oba tyto
pojmy jsou pojmy z teorie č́ısel, které ovšem nejsou moc známé a v českém jazyce ne-
existuje prakticky žádná literatura, která by se jimi v takovéto mı́̌re zabývala. V prvńı
kapitole se budu zabývat obecně multiplikativńımi a aritmetickými funkcemi, uvedu, o co
se jedná, a jaké maj́ı vlastnosti. V druhé kapitole se budu zabývat operaćı s aritmetickými
funkcemi – Dirichletovým součinem. Nejd̊uležitěǰśım pojmem druhé kapitoly bude Möbi-
ova inverzńı formule. Dı́ky ńı odvod́ım vztah pro výpočet hodnot Eulerovy funkce. A pak
se budu zabývat Fareyovými zlomky. Ve třet́ı kapitole se budu zabývat jedńım z

”
problémů

tiśıcilet́ı“ – Riemannovou hypotézou. Nejprve vysvětĺım, v čem problém spoč́ıvá, a následně
ukáži jeho souvislost s teoríı č́ısel. Zat́ımco v prvńıch dvou kapitolách se budu snažit, aby
se jednalo o text poměrně formálńı, ve třet́ı kapitole to vzhledem k náročnosti problému ne-
bude možné. Text by měl být srozumitelný pro středoškolského čtenáře, který zná základy
teorie č́ısel a setkal se se sumačńı symbolikou.

V celém textu bude platit, že všemi děliteli daného č́ısla mysĺım všechny kladné
dělitele. Nav́ıc, pokud uvažuji rozklad nějakého č́ısla na prvoč́ısla či prvoč́ıselný rozklad,
tak předpokládám, že všechna prvoč́ısla z rozkladu jsou r̊uzná.
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Kapitola 1. Multiplikativńı funkce

Kapitola 1

Multiplikativńı funkce

V prvńı kapitole si řekneme něco o multiplikativńıch funkćıch a uvedeme nějaké př́ıklady,
z nichž nejd̊uležitěǰśı bude Möbiova funkce.

1.1 Definice multiplikativńıch funkćı

Definice 1.1.1. Necht’ je dána funkce f : N → C, pak funkci f nazveme aritmetickou
funkćı.

Př́ıklad 1.1.1. Některé aritmetické funkce:

� Libovolná konstantńı funkce f(n) = c, kde c je libovolné komplexńı č́ıslo.

� Funkce, která k přirozenému č́ıslu n přǐrad́ı počet jeho cifer.

� Funkce S(n), která k přirozenému č́ıslu přǐrad́ı jeho ciferný součet.

Definice 1.1.2. Aritmetickou funkci f nazveme multiplikativńı, pokud pro každá ne-
soudělná m,n ∈ N plat́ı:

1. f(mn) = f(m)f(n);

2. f(1) = 1.

Př́ıklad 1.1.2. Některé multiplikativńı funkce:

� Konstantńı funkce f(n) = 1 je multiplikativńı.

� Funkce tvaru f(n) = nk pro libovolné reálné k jsou multiplikativńı.

Dále se budeme zaj́ımat o funkce, které záviśı na děliteĺıch daného č́ısla – jejich počtu,
součtu a součinu.
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Kapitola 1. Multiplikativńı funkce

Definice 1.1.3. Necht’ funkce τ(n) znač́ı počet dělitel̊u č́ısla n, σ(n) znač́ı jejich součet
a funkce ν(n) jejich součin.

Pro všechny tyto funkce existuj́ı vztahy, pomoćı kterých můžeme určit jejich hodnoty.
Pojd’me si tyto vztahy odvodit.

Necht’ n je přirozené č́ıslo s prvoč́ıselným rozkladem n =
∏k

i=1 p
αi
i , kde pi jsou navzájem

r̊uzná prvoč́ısla a αi jsou přirozená č́ısla. Potom každého dělitele d č́ısla n můžeme vyjádřit
jako d =

∏k
i=1 p

βi
i , kde βi jsou nezáporná celá č́ısla taková, že βi ≤ αi pro všechna i = 1,

2, . . . , k. Potom ale βi může nabývat αi + 1 možných hodnot (od nuly po αi). A podle
kombinatorického pravidla součinu tak plat́ı, že τ(n) =

∏k
i=1(αi + 1).

Nyńı budeme poč́ıtat součet všech těchto dělitel̊u. Pro pozděǰśı potřeby označme Di =
= n

piαi
pro všechna i = 1, 2, . . . , k. A nyńı už k samotnému součtu. Vezměme si prvoč́ıslo

pl – jedno z prvoč́ısel děĺıćıch n, a ukažme, že součet můžeme přepsat takto: na prvńı
řádek naṕı̌seme všechny dělitele č́ısla n, které nejsou dělitelné prvoč́ıslem pl. Zřejmě jde
o všechny dělitele č́ısla Dl. Na druhý řádek napǐsme ten stejný součet, jenom vynásobený
prvoč́ıslem pl, na třet́ı ten samý součet vynásobený p2l , . . . , na αl + 1-tý řádek napǐsme
součet z prvńıho řádku vynásobený č́ıslem pαll . Pokud si všechny dělitele č́ısla Dl označ́ıme
jako d1, d2,. . . , dm, tak źıskáváme toto:

d1 + d2 + · · ·+ dm+

+pld1 + pld2 + · · ·+ pldm+

+p2l d1 + p2l d2 + · · ·+ p2l dm+

...

+pαll d1 + pαll d2 + · · ·+ pαll dm.

A proč vlastně můžeme součet takto přepsat? Vzhledem k jednoznačnosti rozkladu
na prvoč́ısla je zřejmé, že žádný sč́ıtanec se v tomto součtu nevyskytuje dvakrát. Nav́ıc
všechny sč́ıtance děĺı č́ıslo n, takže pokud se tento součet lǐśı od našeho hledaného, tak
to muśı znamenat, že je sč́ıtanc̊u méně než v hledaném součtu. Ovšem hledaný součet má
τ(n) sč́ıtanc̊u. Na každém řádku tohoto součtu je τ(Dl) = τ(n)

αl+1
sč́ıtanc̊u, a protože máme

αl + 1 řádk̊u, tak celkem má tento součet (αl + 1)τ(Dl) = τ(n) sč́ıtanc̊u. To je ale stejný
počet jako má hledaný součet, a tak maj́ı stejnou hodnotu. Vzhledem k tomu, jak je součet
výše napsaný, je zřejmé, že z každého řádku můžeme vytknout σ(Dl) a źıskáváme

σ(n) = (1 + pl + p2l + p3l + . . .+ pαll )σ(Dl).

Podle vztahu pro součet prvńıch αl + 1 člen̊u geometrické posloupnosti:

(1 + pl + p2l + p3l + . . .+ pαll )σ(Dl) =
pαl+1
l − 1

pl − 1
σ(Dl).

A takto můžeme pokračovat i pro daľśı prvoč́ısla (na prvoč́ıslo pl jsme nekladli žádné
speciálńı podmı́nky), která děĺı č́ıslo n, jenom je budeme vytýkat ze součtu dělitel̊u č́ısla
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Kapitola 1. Multiplikativńı funkce

Dl a ne ze součtu dělitel̊u č́ısla n. A tak źıskáváme vztah:

σ(n) =
k∏
i=1

pαi+1
i − 1

pi − 1
.

Nakonec uvažme součin dělitel̊u č́ısla n: ν(n) =
∏

d|n d. Budeme zkoumat v jaké moc-
nině budou v celkovém součinu všechna prvoč́ısla z rozkladu č́ısla n. Zkoumejme tedy
nějaké prvoč́ıslo pl (pro jednoduchost se může jednat o stejné prvoč́ıslo jako výše). Uvažme
obdobné schéma jako při odvozováńı hodnot funkce σ(n) s t́ım rozd́ılem, že č́ısla nesč́ıtáme,
ale násob́ıme. Protože násobeńı je komutativńı, činitele můžeme přepsat tak, že na každém
řádku vedle sebe postav́ıme mocniny prvoč́ısla pl a za ně až všechny ostatńı činitele. A když
tedy chceme vědět, v jaké mocnině bude ve výsledném součinu proč́ıslo pl, tak vezměme

v úvahu, že na prvńım řádku máme (p0l )
τ(Dl), na druhém máme (p1l )

τ(Dl),. . . , a na posledńım

řádku máme (pαll )τ(Dl) a ve výsledku dostáváme:

αl∏
j=1

(
pjl
)τ(Dl)

=

αl∏
j=1

p
jτ(Dl)
l .

Nyńı sečteme exponenty:

αl∑
j=1

jτ(Dl) = τ(Dl)

αl∑
j=1

j = τ(Dl)
1

2
αl(αl + 1).

U posledńı rovnosti jsme využili toho, že
∑αl

j=1 j je vlastně součet č́ısel 1 + 2 + 3 · · ·+ αl.
Z definice č́ısel Di plat́ı, že τ(Di)(αi + 1) = τ(n). A v našem konkrétńım př́ıpadě:

τ(Dl)
1

2
αl(αl + 1) =

1

2
αlτ(n).

Vzhledem k tomu, že jsme na prvoč́ıslo pl nekladli žádné zvláštńı podmı́nky, to stejné
muśı platit i pro všechna ostatńı prvoč́ısla z rozkladu č́ısla n. T́ım źıskáváme:

ν(n) =
k∏
i=1

p
1
2
αiτ(n)

i =

(
k∏
i=1

pαii

) 1
2
τ(n)

= n
1
2
τ(n).

Pomoćı těchto vztah̊u už snadno urč́ıme hodnoty funkćı, tedy např́ıklad pro n = 12:
τ(12) = τ(31 · 22) = (1 + 1)(2 + 1) = 6 a č́ıslo 12 má dělitele 1, 2, 3, 4, 6 a 12.
σ(12) = σ(31 · 22) = 32−1

3−1
23−1
2−1 = 8·7

2
= 28 a 1+2+3+4+6+12=28.

ν(12) = 12
1
2
6 = 123 = (12 · 1)(2 · 6)(3 · 4) = 1 · 2 · 3 · 4 · 6 · 12.

Odvozené vztahy nám pomohou v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 1.1.3. Funkce τ(n) a σ(n) jsou multiplikativńı, zat́ımco ν(n) nikoliv.
D̊ukaz: Zvolme 2 nesoudělná č́ısla a, b, přičemž jejich prvoč́ıselné rozklady jsou:
a =

∏m
i=1 p

αi
i a b =

∏n
j=1 q

βj
j , přičemž plat́ı: pi 6= qj pro libovolná i, j. Z toho plyne:

τ(ab) = τ(pα1
1 p

α2
2 · · · pαmm · q

β1
1 q

β2
2 · · · qβnn ) =

8
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= (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1)(β1 + 1)(β2 + 1) · · · (βn + 1) =

= [(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1)][(β1 + 1)(β2 + 1) · · · (βn + 1)] =

= τ(pα1
1 p

α2
2 · · · pαmm )τ(qβ11 q

β2
2 · · · qβnn ) =

= τ(a)τ(b)

a τ(n) je tedy multiplikativńı. Pro σ(n) se multiplikativita ukáže analogicky. Pro d̊ukaz
toho, že ν(n) neńı multiplikativńı stač́ı nalézt 2 nesoudělná č́ısla a, b : ν(ab) 6= ν(a)ν(b),
tedy např́ıklad a = 2, b = 3, ab = 6 a dělitelé č́ısla 6 jsou: 1, 2, 3, 6, ν(6) = 6 · 3 · 2 · 1 =
= 36 6= 6 = ν(2)ν(3), tedy funkce ν(n) neńı multiplikativńı.

Poznámka 1.1.1. Někdy se mı́sto funkćı τ a σ definuje obecněǰśı funkce σk(n) =
∑

d|n d
k,

kde k, n ∈ N. Je vidět, že σ0(n) = τ(n) a σ1(n) = σ(n). Tato funkce je také multiplikativńı.

Věta 1.1.1. Necht’ g(n) je multiplikativńı funkce. Pak aritmetická funkce f(n) definovaná
vztahem

f(n) =
∑
d|n

g(n)

je také multiplikativńı.

D̊ukaz. Necht’ a, b jsou nesoudělná přirozená č́ısla. Potom:

f(a)f(b) =

∑
d1|a

g(d1)

∑
d2|b

g(d2)

 =
∑
d1|a

g(d1)
∑
d2|b

g(d2)

 =
∑
d1|a

∑
d2|b

g(d1)g(d2).

Zat́ım jsme jenom roznásobili závorky. Nav́ıc, protože jsou a a b nesoudělná, muśı platit,
že libovolný dělitel č́ısla a je s libovolným dělitelem č́ısla b nesoudělný, takže plat́ı:∑

d1|a

∑
d2|b

g(d1)g(d2) =
∑
d1|a

∑
d2|b

g(d1d2) =
∑

d1|a∧d2|b

g(d1d2).

Ale každého dělitele č́ısla a · b určitě můžeme zapsat jako součin dvou č́ısel tak, že prvńı
děĺı a a druhé děĺı b, takže dostáváme:∑

d1|a∧d2|b

g(d1d2) = f(ab).

Tedy f(n) je multiplikativńı funkćı.

A k čemu nám vlastně je definovat nějakou funkci takto na prvńı pohled zvláštně?
Pod́ıvejme se na funkce τ(n) a σ(n). Plat́ı, že τ(n) =

∑
d|n 1 a σ(n) =

∑
d|n d.
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1.2 Möbiova funkce

V této části se budeme zabývat jednou multiplikativńı funkćı, která, ač se na prvńı pohled
zdá být komplikovaně definovaná, bude velice d̊uležitá v daľśı kapitole pro zkonstruováńı
Möbiovy inverzńı formule.

Definice 1.2.1. Möbiova funkce µ : N→ Z, kde prvoč́ıselný rozklad č́ısla n je n =
∏k

i=1 p
αi
i ,

je definována takto:

µ(n) =


1 pokud n = 1,

0 pokud ∃d ∈ Nr {1} : d2|n,
(−1)k jinak.

Př́ıklad 1.2.1. Hodnoty funkce µ snadno spoč́ıtáme z rozkladu na prvoč́ısla:

� µ(18) = µ(2 · 32)⇒ 32|18⇒ µ(18) = 0.

� µ(42) = µ(2 · 3 · 7) = (−1)3 = −1.

Věta 1.2.1. Möbiova funkce µ(n) je multiplikativńı.

D̊ukaz. Necht’ a, b jsou nesoudělná č́ısla s prvoč́ıselným rozkladem: a =
∏k

i=1 p
αi
i

a b =
∏l

j=1 q
βj
j , kde pi a qj jsou r̊uzná prvoč́ısla pro všechna i, j a αi, βj ∈ N.

1. Předpokládejme, že a nebo b jsou dělitelné druhou mocninou nějakého přirozeného
č́ısla jiného než 1. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že t́ımto č́ıslem bude a.
Potom pro nějaké i určitě plat́ı, že αi > 1. Potom p2i |a, a t́ım pádem taky p2i |ab, tedy
µ(ab) = 0 = µ(a) = µ(a)µ(b).

2. Nyńı předpokládejme, že a, b nejsou dělitelná druhou mocninou přirozeného č́ısla.
Potom ale muśı platit, že jejich rozklad na prvoč́ısla vypadá následovně: a =

∏k
i=1 pi,

b =
∏l

j=1 qj, potom µ(ab) = µ(
∏k

i=1 pi
∏l

j=1 qj) = (−1)k+l

µ(a)µ(b) = (−1)k(−1)l = (−1)k+l = µ(ab). Takže funkce µ(n) je multiplikativńı.

Věta 1.2.2. Necht’ n ∈ Nr {1}, pak plat́ı:∑
d|n

µ(d) = 0.
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D̊ukaz. Napǐsme si rozklad č́ısla n na součin prvoč́ısel: n =
∏k

i=1 p
αi
i . Vzhledem k tomu,

kdy Möbiova funkce nabývá hodnoty 0, je zřejmé, že do součtu nám přispěj́ı pouze ti
dělitelé č́ısla n, kteř́ı jsou ve tvaru: d =

∏k
i=1 p

βi
i , kde βi ∈ {0, 1}. Spoč́ıtejme, kolik dělitel̊u

č́ısla n je v tom tvaru, který požadujeme, a βi = 1 právě pro l r̊uzných hodnot i. Těch je
právě

(
k
l

)
a každý z nich přispěje do celkového součtu č́ıslem (−1)l, potom:

∑
d|n

µ(d) =
k∑
l=0

(
k

l

)
(−1)l = (1− 1)k = 0.

Předposledńı rovnost plyne z binomické věty.

Lemma 1.2.1. Každé přirozené č́ıslo n ∈ N m̊užeme zapsat ve tvaru: n = a · b2, kde a
a b jsou přirozená č́ısla a a neńı dělitelné druhou mocninou žádného prvoč́ısla.

D̊ukaz. Uvažme prvoč́ıselný rozklad č́ısla n =
∏k

i=1 p
αi
i . Pak položme a =

∏
j∈L pj, kde

L je množina obsahuj́ıćı všechna taková přirozená č́ısla x, pro která plat́ı, že αx je liché
č́ıslo. Určitě plat́ı, že a|n, protože a je součinem stejných prvoč́ısel jako n, jen exponenty
u prvoč́ısel v rozkladu a jsou 0 nebo 1 a exponenty v rozkladu n jsou větš́ı nebo rovny
1. Pak n

a
je druhou mocninou přirozeného č́ısla, nebot’ je to součin prvoč́ısel se sudými

exponenty. Tedy pokud polož́ıme b =
√

n
a
, tak plat́ı, že n = a · b2 a zároveň neexistuje

d ∈ Nr {1} takové, že d2|a.

Věta 1.2.3. Necht’ n ∈ N, pak plat́ı:∑
d2|n

µ(d) = µ2(n).

D̊ukaz. Podle předchoźıho lemmatu můžeme n psát jako n = a · b2. Samotný d̊ukaz
rozdělme do dvou část́ı:

1. b = 1 T́ım pádem n = a a jediné přirozené č́ıslo, jehož druhá mocnina děĺı č́ıslo n je
č́ıslo 1. Tedy hodnota µ(n) je +1 nebo −1 a tedy µ2(n) = 1. Zároveň plat́ı:∑

d2|n

µ(d) = µ(1) = 1 = µ2(n).

2. b 6= 1 Tedy b2|n a protože jsme našli č́ıslo r̊uzné od 1, jehož druhá mocnina děĺı n,
tak plat́ı, že µ(n) = µ2(n) = 0. A jelikož žádná druhá mocnina neděĺı č́ıslo a, tak
plat́ı:

∑
d2|n µ(d) =

∑
d2|b2 µ(d) =

∑
d|b µ(d), ale podle věty 1.2.2 plat́ı:∑

d|b

µ(d) = 0 = µ2(n).
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Kapitola 2

Dirichlet̊uv součin a Möbiova
inverzńı formule

V následuj́ıćı kapitole se budeme zabývat operaćı s aritmetickými funkcemi – Dirichle-
tovým součinem a následuj́ıćı otázkou: jsou dány 2 aritmetické funkce f, g, přičemž plat́ı,
že f(n) =

∑
d|n g(d). Zvládneme z tohoto vztahu vyjádřit hodnoty funkce g v závislosti

na funkci f? Odpověd’ nám dá právě Möbiova inverzńı formule.

2.1 Dirichlet̊uv součin

Definice 2.1.1. Necht’ jsou dány 2 aritmetické funkce f, g, pak jejich Dirichlet̊uv součin
◦ definujeme následuj́ıćım vztahem:

(f ◦ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
.

Poznámka 2.1.1. Definici Dirichletova součinu můžeme také přepsat: pro aritmetické
funkce f, g a d1, d2, n ∈ N definujeme Dirichlet̊uv součin následovně:

(f ◦ g)(n) =
∑

(d1,d2)
d1d2=n

f(d1)g(d2).

Jedná se o to stejné, jako v předchoźı definici, jelikož ze vztahu d1d2 = n můžeme d2
vyjádřit jako d2 = n

d1
.

Př́ıklad 2.1.1. (τ ◦ µ)(4) = τ(1)µ(4) + τ(2)µ(2) + τ(4)µ(1) = 1 · 0 + 2 · (−1) + 3 · 1 = 1

V následuj́ıćı větě shrneme d̊uležité vlastnosti Dirichletova součinu.
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Věta 2.1.1. Pro Dirichlet̊uv součin plat́ı:

1. Dirichlet̊uv součin je na množině multiplikativńıch funkćı uzavřený.

2. Dirichlet̊uv součin je komutativńı.

3. Dirichlet̊uv součin je asociativńı.

4. Existuje aritmetická funkce e, pro kterou plat́ı, že pro libovolnou aritmetickou funkci
f je (f ◦ e)(n) = f(n).

D̊ukaz. Označme M množinu všech multiplikativńıch funkćı a A množinu všech aritme-
tických funkćı.

1. Vzhledem k tomu, že d̊ukaz je velice podobný jako d̊ukaz věty 1.1.1, tak ho pouze
naznač́ım. Uvažme 2 funkce f, g ∈M a funkci h = f ◦ g. Chceme dokázat, že h ∈M .
Pro nesoudělná a, b ∈ N vezměme součin h(a)h(b) = ((f ◦ g)(a))((f ◦ g)(b)) a téměř
stejným postupem jako při d̊ukazu věty 1.1.1 ukážeme, že h(a)h(b) = h(ab).

2. Necht’ f, g ∈ A, n ∈ N

(f ◦ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
.

Položme c = n
d
, pak c|n právě tehdy, když d|n, a tedy:∑

d|n

f(d)g
(n
d

)
=
∑
c|n

f
(n
c

)
g(c) = (g ◦ f)(n).

A Dirichlet̊uv součin je komutativńı.

3. Dirichlet̊uv součin je asociativńı. Necht’ f, g, h ∈M,n ∈ N, pak chceme ukázat:

(f ◦ (g ◦ h))(n) = ((f ◦ g) ◦ h)(n)

(f ◦ (g ◦ h)) (n) =
∑
(d1,d)
d1d=n

f(d1)(g ◦ h)(d) =
∑
(d1,d)
d1d=n

f(d1)
∑

(d2,d3)
d2d3=d

g(d2)h(d3)

 =

=
∑
(d1,d)
d1d=n

∑
(d2,d3)
d2d3=d

f(d1)g(d2)h(d3) =
∑

(d1,d2,d3)
d1d2d3=n

f(d1)g(d2)h(d3)

((f ◦ g) ◦ h) (n) =
∑
(d3,d)
d3d=n

(f ◦ g)(d)h(d3) =
∑
(d3,d)
d3d=n

h(d3)
∑

(d1,d2)
d1d2=d

f(d1)g(d2)

 =
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=
∑
(d3,d)
d3d=n

∑
(d2,d1)
d2d1=d

h(d3)f(d1)g(d2) =
∑

(d1,d2,d3)
d1d2d3=n

f(d1)g(d2)h(d3) = (f ◦ (g ◦ h))(n).

4. Necht’ n ∈ N, pak funkce e : N→ C, definovaná předpisem:

e(n) =

{
1 pokud n = 1,

0 jinak,

má požadovanou vlastnost. Plat́ı totiž (f ◦ e)(n) =
∑

d|n e(d)f
(
n
d

)
, přičemž ale

e(d) 6= 0 právě tehdy, když d = 1, a tak (f ◦ e)(n) = f(n).

2.2 Möbiova inverzńı formule a jej́ı aplikace

Když už jsme seznámeni s Dirichletovým součinem, tak si můžeme ukázat Möbiovu in-
verzńı formuli. Nejprve je ale třeba nadefinovat si ještě jednu jednoduchou funkci.

Definice 2.2.1. Definujme funkci I : N→ C jako konstantńı funkci I(n) = 1.

Poznámka 2.2.1. Funkce I je zjevně multiplikativńı. Kromě toho má ještě daľśı zaj́ımavé
vlastnosti, které shrnuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.2.1. Pro funkci I plat́ı:

1. Necht’ f je libovolnou aritmetickou funkćı, pak (f ◦ I)(n) =
∑

d|n f(d).

2. (I ◦ µ)(n) = e(n).

D̊ukaz. Ad 1: Podle definice Dirichletova součinu plat́ı: (f ◦ I)(n) =
∑

d|n f(d)I
(
n
d

)
,

ale protože I nabývá pouze hodnoty 1, dostáváme požadované, tedy
∑

d|n f(d)I
(
n
d

)
=

=
∑

d|n f(d).

Ad 2: Pro n = 1 je tvrzeńı zřejmé. Pro n 6= 1 plat́ı (podle 1. části):

(I ◦ µ)(n) =
∑
d|n

µ(d) = 0.

Což plat́ı podle věty 1.2.2.
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Věta 2.2.2. (Möbiova inverzńı formule) Necht’ f, g jsou aritmetické funkce, pro které plat́ı
vztah:

g(n) =
∑
d|n

f(d).

Pak funkci f m̊užeme vyjádřit jako:

f(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
.

D̊ukaz. Funkci f určitě můžeme vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem:

f = f ◦ e = f ◦ (µ ◦ I) = f ◦ µ ◦ I = (f ◦ I) ◦ µ.

Posledńı krok jsme mohli učinit, protože Dirichlet̊uv součin je komutativńı a asociativńı,
nav́ıc podle předchoźı věty plat́ı, že g(n) =

∑
d|n f(d) = (f ◦ I)(n). T́ım pádem dostáváme:

(f ◦ I) ◦ µ = g ◦ µ =
∑

d|n g(d)µ
(
n
d

)
, což je dokazované tvrzeńı.

Poznámka 2.2.2. Plat́ı i opačné tvrzeńı, tedy pokud máme 2 aritmetické funkce f, g,
pro které plat́ı, že f(n) =

∑
d|n g(d)µ

(
n
d

)
, pak g(n) =

∑
d|n f(d). Dokazuje se analogicky.

Př́ıklad 2.2.1. V př́ıkladu 2.1.1 nám vyšlo, že (τ ◦ µ)(4) = 1, ale τ(n) =
∑

d|n 1, zo-

becněńı ((τ ◦µ)(n) = 1) nám přináš́ı právě Möbiova inverzńı formule. Vzhledem k tomu, že
τ(n) =

∑
d|n I(d), tak podle Möbiovy inverzńı formule: I(n) = (τ ◦ µ)(n) = 1. Analogicky

dostaneme také
∑

d|n σ(d)µ
(
n
d

)
= n.

Dále se budeme zabývat velice d̊uležitou funkćı v teorii č́ısel – Eulerovou funkćı ϕ(n). Ta
je d̊uležitá zejména kv̊uli Eulerově větě, která je jedńım ze základńıch nástroj̊u použ́ıvaných
při šifrováńı pomoćı algoritmu RSA.

Definice 2.2.2. Necht’ n ∈ N, pak Eulerovou funkci ϕ(n) definujme jako počet č́ısel
menš́ıch nebo rovných n, která jsou s n nesoudělná, tedy ϕ(n) = |{k ∈ N|k ≤ n, (n, k) = 1}|.

Snadno zvládneme určit hodnotu Eulerovy funkce pro prvoč́ısla – všechna č́ısla menš́ı
než dané prvoč́ıslo p jsou s p nesoudělná. Tedy ϕ(p) = p − 1. Pro mocniny prvoč́ısel je
to také jednoduché. S č́ıslem pk jsou menš́ı a soudělná právě ta č́ısla, která jsou dělitelná
p. To jsou ale násobky prvoč́ısla p, tedy č́ısla 1 · p, 2 · p, . . . , pk−1 · p, což je pk−1 č́ısel,
tedy ϕ(pk) = pk − pk−1. A jak je to se složenými č́ısly, která nejsou mocninou prvoč́ısla?
Ukážeme, že pro n =

∏k
i=1 p

αi
i plat́ı

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.

Tvrzeńı se dá dokázat r̊uznými zp̊usoby (např́ıklad pomoćı principu inkluze a exkluze
nebo ukázáńım, že Eulerova funkce je multiplikativńı), my si ho dokážeme pomoćı Möbiovy
inverzńı formule.
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Lemma 2.2.1. Pro Eulerovu funkci ϕ(n) plat́ı:
∑

d|n ϕ(d) = n.

D̊ukaz. Uvažme n zlomk̊u:
1

n
,

2

n
, . . . ,

n

n

a všechny je pokrat’me do základńıho tvaru. Určitě se mezi čitateli nezkrácených zlomk̊u
vyskytnou všichni dělitelé č́ısla n (jedná se o všechna č́ısla, která jsou menš́ı nebo rovna n
a všichni dělitelé n jsou taky č́ısla menš́ı nebo rovna n). A taky se určitě vyskytnou mezi
jmenovateli po tom, co se všechny zlomky zkrát́ı do základńıho tvaru, nebot’ pokud d|n, tak
po zkráceńı se ve jmenovateli objev́ı č́ıslo n

d
– označme ho c – a toto č́ıslo určitě také děĺı n,

tedy se objev́ı v nějakém jiném čitateli. Ale zlomek, který bude mı́t v čitateli c, bude mı́t
po zkráceńı ve jmenovateli d. Uvažme zlomek, který bude mı́t po pokráceńı ve jmenovateli
č́ıslo b. A kolika hodnot může nabývat čitatel? No, aby se jednalo o zlomek v základńım
tvaru, tak se muśı jednat o č́ıslo nesoudělné s b. A protože čitatel p̊uvodńıho zlomku byl
menš́ı než jmenovatel p̊uvodńıho zlomku, tak i čitatel pokráceného zlomku muśı být menš́ı
než jmenovatel pokráceného zlomku. A t́ım pádem máme ϕ(b) zlomk̊u se jmenovatelem
b. Kde b je ale libovolné č́ıslo, které děĺı n. Takže celkový počet zlomk̊u je

∑
b|n ϕ(b), ale

zlomk̊u jsme měli n. Tedy
∑

d|n ϕ(d) = n.

Věta 2.2.3. Necht’ n ∈ N, n =
∏k

i=1 p
αi
i pak plat́ı:

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.

D̊ukaz. Z předchoźıho lemmatu v́ıme, že n =
∑

d|n ϕ(d), tedy podle Möbiovy inverzńı

formule źıskáváme: ϕ(n) =
∑

d|n µ(d)n
d
. A protože se do výsledného součtu započ́ıtaj́ı

pouze ty, kde d vznikne součinem několika r̊uzných prvoč́ısel, tak źıskáváme:

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d
= n+

k∑
i=1

(−1)i
∑

(pj1 ,pj2 ,...,pji )
1≤j1<j2<...<ji≤k

n

pj1pj2 · · · pji
=

= n−
k∑
i=1

n

pi
+

∑
(pi,pj)

1≤i<j≤k

n

pipj
−

∑
(pi,pj ,pl)

1≤i<j<l≤k

n

pipjpl
+ . . .+ (−1)k

n

p1p2 · · · pk
⇒

ϕ(n)

n
= 1−

k∑
i=1

1

pi
+

∑
(pi,pj)

1≤i<j≤k

1

pipj
−

∑
(pi,pj ,pl)

1≤i<j<l≤k

1

pipjpl
+ . . .+ (−1)k

1

p1p2 · · · pk
.

Nyńı si povšimněme, co se stane, když osamostatńıme všechny sč́ıtance, které maj́ı prvoč́ıslo
p1 ve svém jmenovateli. Pokud si z posledńıho řádku vybereme součet, ve kterém sč́ıtáme
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přes uspořádané s-tice (kde s je libovolné přirozené č́ıslo menš́ı než k), plat́ı následuj́ıćı
vztah:∑
(pr1 ,pr2 ,...,prs )

1≤r1<r2<...<rs≤k

1

pr1pr2 · · · prs
=

∑
(pr1 ,pr2 ,...,prs )

2≤r1<r2<...<rs≤k

1

pr1pr2 · · · prs
+

∑
(pr1 ,pr2 ,...,prs−1 )

2≤r1<r2<...<rs−1≤k

1

p1pr1pr2 · · · prs−1

.

Vztah plat́ı, protože na levé straně máme součet všech s-tic prvoč́ısel a na pravé straně
máme součet všech s-tic, které obsahuj́ı prvoč́ıslo p1 a těch, které ho neobsahuj́ı, což jsou
zřejmě všechny s-tice. Potom ale můžeme ϕ(n)

n
přepsat takto:

ϕ(n)

n
=1−

k∑
i=2

1

pi
+

∑
(pi,pj)

2≤i<j≤k

1

pipj
−

∑
(pi,pj ,pl)

2≤i<j<l≤k

1

pipjpl
+ . . .+ (−1)k

1

p2p3 · · · pk
−

−

 1

p1
−

k∑
i=2

1

p1pi
+

∑
(pi,pj)

2≤i<j≤k

1

p1pipj
−

∑
(pi,pj ,pl)

2≤i<j<l≤k

1

p1pipjpl
+ . . .+ (−1)k

1

p1p2p3 · · · pk

 =

=1−
k∑
i=2

1

pi
+

∑
(pi,pj)

2≤i<j≤k

1

pipj
−

∑
(pi,pj ,pl)

2≤i<j<l≤k

1

pipjpl
+ . . .+ (−1)k

1

p2p3 · · · pk
−

− 1

p1

1−
k∑
i=2

1

pi
+

∑
(pi,pj)

2≤i<j≤k

1

pipj
−

∑
(pi,pj ,pl)

2≤i<j<l≤k

1

pipjpl
+ . . .+ (−1)k

1

p2p3 · · · pk

 =

=

(
1− 1

p1

)1−
k∑
i=2

1

pi
+

∑
(pi,pj)

2≤i<j≤k

1

pipj
−

∑
(pi,pj ,pl)

2≤i<j<l≤k

1

pipjpl
+ . . .+ (−1)k

1

p2p3 · · · pk

 .

Ovšem takto můžeme pokračovat i pro ostatńı prvoč́ısla z rozkladu č́ısla n. A dostaneme
požadovaný vztah:

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(

1− 1

pk

)
.

Poznámka 2.2.3. Eulerova funkce je multiplikativńı. Tvrzeńı by se dokazovalo stejně
jako multiplikativita funkce τ v př́ıkladu 1.1.3.
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Př́ıklad 2.2.2. S Eulerovou funkćı se, d́ıky dokázanému vzorci a multiplikativitě, dá pěkně
pracovat. Dokažme např́ıklad následuj́ıćı tvrzeńı: ϕ(n) = n

2
právě tehdy, když n = 2α,

α ∈ N. To, že s mocninami č́ısla 2 jsou nesoudělná a menš́ı právě všechna lichá č́ısla,
kterých je polovina, je zřejmé. Předpokládejme tedy, že ϕ(n) = n

2
. Vzhledem k tomu, že

Eulerova funkce je zobrazeńı do přirozených č́ısel, tak n muśı být sudé a t́ım pádem ho
můžeme zapsat jako n = 2αm, kde α je přirozené č́ıslo a m je liché přirozené č́ıslo, a tedy
nesoudělné s č́ıslem 2α. Potom ale ϕ(n) můžeme vypoč́ıtat následuj́ıćım zp̊usobem:

ϕ(n) = ϕ(2αm) = ϕ(2α)ϕ(m) = 2α−1ϕ(m),
n

2
= 2α−1ϕ(m),

2α−1m = 2α−1ϕ(m),

m = ϕ(m).

Pro která m ale plat́ı, že m = ϕ(m)? No pro každé přirozené č́ıslo k větš́ı než 1 plat́ı, že
ϕ(k) < k, protože č́ıslo k je samo se sebou soudělné. Tedy m = 1, ale potom n = 2α · 1,
což je to, co jsme chtěli dokázat.

Jednou z mnoha aplikaćı Eulerovy funkce jsou např́ıklad Fareyovy zlomky.

Fareyovy zlomky

Fareyovy zlomky jsou zaj́ımavým pojmem z teorie č́ısel. Jejich využit́ı je převážně praktické
– použ́ıvaj́ı se k aproximaci reálných č́ısel.

Definice 2.2.3. Fareyovými zlomky řádu n mysĺıme množinu zlomk̊u

Fn =
{a
b

∣∣∣a ∈ N0, b ∈ N, a ≤ b ≤ n
}

zkrácených do základńıho tvaru a seřazenou od nejmenš́ıho po největš́ı.

Fareyovy zlomky byly objeveny na počátku 19. stolet́ı. Zaj́ımavé je, že s jejich jme-
novcem geologem Johnem Fareyem starš́ım toho nemaj́ı zas tak moc společného. Ten je
zkoumal a bez d̊ukazu uvedl svá pozorováńı, která byla následně otǐstěna ve francouzském
časopise. Tam si jich všiml Cauchy, který tvrzeńı dokázal. Všechno už ale bylo dokázáno
o několik let dř́ıve matematikem Charlesem Harlosem.

Ukažme si, jak vypadaj́ı Fareyovy zlomky pro prvńıch pár hodnot n. Vzhledem k tomu,
že plat́ı 0 ≤ a ≤ b, jde vidět, že se jedná o č́ısla z intervalu 〈0; 1〉.

Př́ıklad 2.2.3.

F1 =

{
0

1
;
1

1

}
18
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F2 =

{
0

1
;
1

2
;
1

1

}
F3 =

{
0

1
;
1

3
;
1

2
;
2

3
;
1

1

}
F4 =

{
0

1
;
1

4
;
1

3
;
1

2
;
2

3
;
3

4
;
1

1

}
F5 =

{
0

1
;
1

5
;
1

4
;
1

3
;
2

5
;
1

2
;
3

5
;
2

3
;
3

4
;
4

5
;
1

1

}
F9 =

{
0

1
;
1

9
;
1

8
;
1

7
;
1

6
;
1

5
;
2

9
;
1

4
;
2

7
;
1

3
;
3

8
;
2

5
;
3

7
;
4

9
;
1

2
;
5

9
;
4

7
;
3

5
;
5

8
;
2

3
;
5

7
;
3

4
;
7

9
;
4

5
;
5

6
;
7

8
;
8

9
;
1

1

}

Při zkoumáńı Fareyových zlomk̊u je d̊uležitým pojmem mediant.

Definice 2.2.4. Necht’ a
b
, c
d

jsou 2 libovolné zlomky. Pak jejich mediantem a
b
⊕ c

d
rozumı́me

zlomek a+c
b+d

.

Mediant má totiž jednu velice pěknou vlastnost:

Věta 2.2.4. Uvažme libovolné zlomky a
b
, c
d

takové, že a
b
< c

d
a jejich mediant a+c

b+d
, pak

plat́ı: a
b
< a+c

b+d
< c

d
.

D̊ukaz. Nejprve si uvědomme, že z předpokladu věty plyne, že ad < bc, tedy bc− ad > 0.
Dokazujme postupně obě nerovnosti:

a+ c

b+ d
− a

b
=
b(a+ c)− a(b+ d)

b(b+ d)
=
bc− ad
b(b+ d)

> 0.

A analogicky:
c

d
− a+ c

b+ d
=
c(b+ d)− d(a+ c)

d(b+ d)
=

bc− ad
d(b+ d)

> 0.

O mediantu plat́ı nav́ıc také to, že pokud uváž́ıme libovolné 3 po sobě jdoućı členy
Fareyových zlomk̊u řádu n, tak prostředńı z nich je mediantem zbylých dvou. K tomuto
tvrzeńı existuje ekvivalentńı tvrzeńı: pokud a

b
, c
d

jsou po sobě jdoućı členy Fareyových
zlomk̊u řádu n, tak plat́ı: |ad−bc| = 1. Obě tvrzeńı se daj́ı ukázat elementárńımi prostředky,
ovšem poměrně zdlouhavě a složitě, a tak je zde dokazovat nebudeme. Jejich d̊ukaz je možné
nalézt v [2].

Uvedené vlastnosti nám nab́ıźı už druhý zp̊usob, jak vygenerovat Fareyovy zlomky řádu
n. Bud’ podle definice uváž́ıme všechny zlomky se jmenovatelem menš́ım nebo rovným n
a zkrát́ıme je do základńıho tvaru nebo vytvoř́ıme zlomky řádu 1 a následně ze zlomk̊u

19



Kapitola 2. Dirichlet̊uv součin a Möbiova inverzńı formule

řádu k vygenerujeme zlomky řádu k + 1 tak, že mezi každé 2 soused́ıćı vlož́ıme jejich
mediant a pokud jeho jmenovatel bude větš́ı, než k+ 1, tak ho smažeme. Takovýto zlomek
se objev́ı až ve zlomćıch vyšš́ıho řádu. Tedy např́ıklad pojd’me vygenerovat z F4 všechny
nové zlomky, které se objev́ı v F5, sestrojme medianty všech sousedńıch zlomk̊u a ty, které
budou mı́t jmenovatel 5, jsou ty, které přibudou.

F4 =

{
0

1
;
1

4
;
1

3
;
1

2
;
2

3
;
3

4
;
1

1

}
Pod́ıváme-li se na součty sousedńıch jmenovatel̊u, dostáváme: 5, 7, 5, 5, 7, 5, což

znamená, že přibudou zlomky 0+1
1+4

= 1
5
, 1+1
3+2

= 2
5
, 1+2
2+3

= 3
5
, 3+1
4+1

= 4
5
.

Zaj́ımavé je, kolik vzniklo nových zlomk̊u, které jsou v F5 a nejsou v F4, a kolik
vznikne nových zlomk̊u, které jsou v F5 a nejsou v F6. Vzhledem k tomu, že |F2| − |F1| =
= 1 ≤ |F3| − |F2| = 2 ≤ |F4| − |F3| = 2 ≤ |F5| − |F4|, by se mohlo zdát, že se bude jednat
o neklesaj́ıćı posloupnost, ovšem právě rozd́ıl |F6| − |F5| toto zdáńı ukáže jako chybné.
Pod́ıváme-li se totiž na součty jmenovatel̊u sousedńıch zlomk̊u v F5, źıskáme č́ıslo 6 pouze
na začátku a na konci, t́ım pádem |F6| − |F5| = 2. Kolik je tedy Fareyových zlomk̊u řádu
n?

Věta 2.2.5. Necht’ n ∈ N, n > 1, pak pro počet Fareyových zlomk̊u řádu n plat́ı následuj́ıćı
vztahy:

1. |Fn| = |Fn−1|+ ϕ(n),

2. |Fn| = 1 +
∑n

d=1 ϕ(d).

D̊ukaz. Ad 1: plyne z toho, že pokud chceme vytvořit Fn z Fn−1, tak muśıme přidat všechny
zlomky tvaru k

n
, 1 ≤ k ≤ n, ale zlomky, které nebudou v základńım tvaru, se pokrát́ı

a zmenš́ı se jmenovatel. Bude se tedy jednat o některý ze zlomk̊u, které patř́ı do Fn−1,
a pokrát́ı se ty, kde bude čitatel soudělný s n, a t́ım pádem přibudou ty, kde je čitatel
nesoudělný s n, ale těch je právě ϕ(n). Ad 2: plyne z toho, že |F1| = 2 a z prvńı části.

Bez d̊ukazu ještě uved’me asymptotické chováńı |Fn|.

Věta 2.2.6. Počet Fareyových zlomk̊u řádu n lze odhadnout takto:

|Fn| ∼
3n2

π2
.

A co se týče využit́ı Fareyových zlomk̊u, tak to napov́ıdá následuj́ıćı věta, kterou opět
uvedu bez d̊ukazu:

Věta 2.2.7. Necht’ x je libovolné reálné č́ıslo a n je libovolné přirozené, pak existuj́ı
nesoudělná č́ısla p, q ∈ Z taková, že 0 < q ≤ n a plat́ı:∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q(n+ 1)
.
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D̊ukaz. Důkaz lze naj́ıt v literatuře [2].

Předchoźı tvrzeńı nám v podstatě ř́ıká, že pro každé reálné č́ıslo existuje aproximace
ve formě zlomku v základńım tvaru (to, že se nejedná o zlomek menš́ı nebo roven 1, jenom
znamená, že ho můžeme napsat jako součet nějakého celého č́ısla a některého Fareyova
zlomku), o kterém dokážeme ř́ıci, o kolik se bude lǐsit od daného reálného č́ısla. Toto
se v praxi dá použ́ıt tak, že např́ıklad iracionálńı č́ıslo nahrad́ıme zlomkem, se kterým
se mnohem lépe pracuje. Zaj́ımavé také je, že toto se někdy použ́ıvá k aproximaci

”
ne-

vhodných“ racionálńıch č́ısel. Uved’me si čistě hypotetický př́ıklad. Představme si, že
potřebujeme vyrobit hodiny, které budou mı́t velkou vteřinovou ručičku a malou

”
ročńı“

ručičku, tedy malá ručička se pohne o 1 d́ılek poté, co velká ručička obkrouž́ı celé kolečko.
V každých hodinách jsou nějaká ozubená kolečka, která určitě maj́ı celoč́ıselný počet zub̊u.
Nav́ıc plat́ı, že pokud nějaké kolečko má m ·n zub̊u, tak ho můžu nahradit soustavou dvou
koleček, které budou mı́t m a n zub̊u. Představme si, že v našem hypotetickém př́ıkladě
by vyšlo, že rok se skládá z prvoč́ıselného počtu sekund. Potom bychom ale museli museli
použ́ıt jedno obrovské kolo č́ıtaj́ıćı o něco málo v́ıce zub̊u, než 365 · 24 · 3600, které by ale
bylo velice nepraktické. Hodilo by se tedy ho nahradit menš́ımi kolečky, ale jelikož se jedná
o prvoč́ıslo, tak to neńı přesně možné. Souvislost se zlomky źıskáváme, pod́ıváme-li se na
úhlovou rychlost, která je rovna u kolečka s x zuby č́ıslu 1

x
. Takže aproximujeme výraz 1

p
,

kde p je nějaké velké prvoč́ıslo, na nějaké složené č́ıslo, jehož jmenovatel můžeme rozložit
na v́ıce menš́ıch č́ısel, a t́ım pádem bychom mohli nahradit velké kolečko několika malými
a źıskali bychom hodinky

”
rozumné“ velikosti. Hodinky sice nebudou tak přesné jako ty

s jedńım jediným kolečkem, ale budou praktičtěǰśı a d́ıky předchoźı větě i zvládneme od-
hadnout, jakou budou mı́t chybu. K nalezeńı

”
dobré“ aproximace se využ́ıvá vlastnost́ı

mediantu – konkrétně toho, že mediant dvou zlomk̊u je zlomek s nejmenš́ım jmenovatelem,
který lež́ı mezi nimi.
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Kapitola 3

Riemannova hypotéza

Roku 1900 matematik David Hilbert vydal seznam 23 problémů, které považoval za největš́ı
nevyřešené problémy své doby. Roku 2000 Claẙuv matematický institut sestavil podobný
seznam 7 tzv.

”
problémů tiśıcilet́ı“, přičemž za vyřešeńı každého z nich nab́ıźı odměnu jed-

noho milionu dolar̊u. Z Hilbertova seznamu zbývaj́ı 3 problémy, které nebyly vyřešeny,
z

”
problémů tiśıcilet́ı“ byl vyřešen jediný. Zaj́ımavé je, že tyto 2 seznamy největš́ıch

problémů své doby maj́ı právě jeden společný – Riemannovu hypotézu. Už to, že se v́ıce jak
100 let jedná o jeden z největš́ıch problémů, vypov́ıdá o jeho významu a také o náročnosti
jeho vyřešeńı. V této kapitole bych chtěl vysvětlit, v čem problém spoč́ıvá, a následně
ukázat některé překvapivé souvislosti s předchoźım textem.

3.1 Formulace Riemannovy hypotézy

Ač to neńı správně, jelikož Riemannova hypotéza je stále pouze hypotézou, uved’me si ji
jako větu.

Věta 3.1.1. Všechny netriviálńı nulové body Riemannovy zeta funkce maj́ı reálnou část
rovnu jedné polovině.

Pojd’me si nyńı vysvětlit, co to vlastně znamená. Nejprve si něco řekněme, o Rieman-
nově zeta funkci.

Definice 3.1.1. Necht’ s ∈ R, pak Riemannovu zeta funkci ζ : R → R definujeme
následuj́ıćım předpisem:

ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+ . . . =

∞∑
n=1

1

ns
.

Je vidět, že č́ım větš́ı je s, t́ım menš́ı hodnoty funkce nabývá. Zkusme dosadit za s
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některé hodnoty a pod́ıvejme se, co vycháźı.

ζ(0) =
1

10
+

1

20
+

1

30
+

1

40
+ . . . = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + . . .

ζ(−1) =
1

1−1
+

1

2−1
+

1

3−1
+

1

4−1
+ . . . = 1 + 2 + 3 + 4 + . . .

ζ(2) =
1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . . =

π2

6
.

U prvńıch 2 hodnot neńı problém o výsledku rozhodnout, je vidět, že řada diverguje
(jde do nekonečna). Co se týče třet́ı hodnoty, tak určeńı hodnoty ζ(2) se nazývá Basilejský
problém a jeho vyřešeńı je poměrně obt́ıžné. Problém byl poprvé vyřešen Leonardem Eu-
lerem. Dá se dokonce ukázat, že pro všechny kladné sudé s můžeme ζ(s) vyjádřit nějakým
explicitńım výrazem s č́ıslem π. Zaj́ımavé je, že o lichých s nic podobného nev́ıme. Vid́ıme,
že pro některá s zeta funkce diverguje, pro jiná konverguje. Vzhledem k tomu, že funkce
je klesaj́ıćı, tak by měla existovat nějaká hraničńı hodnota, pro kterou bude platit, že je
největš́ı hodnotou, pro kterou Riemannova zeta funkce diverguje.

Věta 3.1.2. ζ(1) diverguje.

D̊ukaz. Rozepǐsme si, jak vypadá ζ(1):

ζ(1) =
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+ . . . =,

=

(
1

1

)
+

(
1

2

)
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ . . . ,

>

(
1

2

)
+

(
1

2

)
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
+ . . . =,

=
1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+ . . .

Na posledńım řádku je divergentńı řada a tak ζ(1) také diverguje.

Součet převrácených hodnot všech přirozených č́ısel se nazývá harmonická řada a to,
že diverguje bylo dokázáno už před mnoha stalet́ımi. Důkaz, že pro všechna s > 1 plat́ı, že
ζ(s) konverguje, je mnohem náročněǰśı a přesahuje rámec tohoto textu.

Z formulace Riemannovy hypotézy se dá očekávat, že souviśı s t́ım, kdy Riemannova
zeta funkce nabývá hodnoty 0. Ovšem všechny sč́ıtance můžeme zapsat jako ax, kde x je
reálné a a kladné. No ale pro všechna takováto a a x plat́ı, že ax > 0. A celkový součet
tak nemůže být nulový. Aby mohla být Riemannova hypotéza formulována, tak je třeba
rozš́ı̌rit definičńı obor na množinu všech komplexńıch č́ısel. Tedy Riemannova zeta funkce
by se měla definovat jako funkce z komplexńıch č́ısel do komplexńıch č́ısel. Naznačme tedy,
jak se zavád́ı exponenciálńı funkce pro komplexńı exponent. Hlavńı myšlenkou bude to,
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že chceme, aby exponenciálńı funkce v komplexńıch č́ıslech měla stejné vlastnosti jako
exponenciálńı funkce v č́ıslech reálných, tedy chceme, aby pro x, y ∈ C platilo:

ex+y = exey.

Začneme tak, že urč́ıme, jak se bude chovat pro z = a+ bi, kde a, b ∈ R:

ez = ea+bi = eaebi.

Výraz ea je normálńı umocňováńı na reálné č́ıslo, takže stač́ı vyřešit umocňováńı na ryze
imaginárńı č́ıslo. Výsledkem umocněńı na ryze imaginárńı č́ıslo ix, x ∈ R bude nějaké
komplexńı č́ıslo, které mohu napsat v algebraickém tvaru jako a+bi, kde a, b ∈ R. Ale č́ısla
a a b muśı být závislá na č́ısle x. Tedy je mohu napsat jako a = c(x) a b = s(x), kde c(x)
a s(x) jsou nějaké funkce reálné proměnné. Nyńı se opět vrat’me k tomu, že chceme, aby
pro exponenciálńı funkci platilo, že pro x, y ∈ C je ex+y = exey. Dosad’me x = ix1, y = ix2,
kde x1, x2 ∈ R:

eix1+ix2 = eix1eix2

ei(x1+x2) = eix1eix2

c(x1 + x2) + is(x1 + x2) = (c(x1) + is(x1))(c(x2) + is(x2))

c(x1 + x2) + is(x1 + x2) = c(x1)c(x2)− s(x1)s(x2) + i(c(x1)s(x2) + s(x1)c(x2)).

Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı dostáváme soustavu:

c(x1 + x2) = c(x1)c(x2)− s(x1)s(x2)

s(x1 + x2) = c(x1)s(x2) + s(x1)c(x2).

Vid́ıme, že soustava připomı́ná součtové vzorce pro funkce sinus a kosinus. Ty sice
nejsou jediným řešeńım této soustavy, ale vzhledem k některým daľśım podmı́nkám je
nejvhodněǰśı definovat exponenciálńı funkci tak, že funkce c(x) a s(x) nahrad́ıme právě
funkcemi sinus a kosinus. Tedy pro a, b ∈ R plat́ı:

ea+bi = ea(cos(b) + i sin(b)).

Zaj́ımavé je, že i když takto rozš́ı̌ŕıme definičńı obor funkce na množinu komplexńıch č́ısel,
tak stále plat́ı, že ζ(s) konverguje právě tehdy, když pro reálnou část č́ısla s (značme <(s))
plat́ı, že je větš́ı než 1.

Nyńı už v́ıme, co to je Riemannova zeta funkce a můžeme se vrátit k daľśım pojmům,
které se vyskytuj́ı ve formulaci Riemannovy hypotézy. Nulový bod je takové s, pro které
plat́ı |ζ(s)| = 0. Co znamená, že je některý nulový bod netriviálńı nebo triviálńı, si vysvětĺıme
až nakonec. Nejprve se zamysĺıme nad t́ım, že reálná část nějakého s má být rovna jedné
polovině. Problém spoč́ıvá v tom, že ζ(s) neńı definována pro <(s) ≤ 1 a my chceme,
aby <(s) = 1

2
. Důvodem, proč to můžeme udělat, je to, že nevezmeme funkci ζ v takové
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podobě, v jaké ji známe, ale trochu ji uprav́ıme. Občas se může stát, že pro nějakou kom-
plexńı funkci plat́ı, že v některých mı́stech komplexńı roviny diverguje, ale my bychom s ńı
rádi pracovali i v těchto mı́stech. Problém se řeš́ı tak, že se najde jiná šikovná funkce, která
v těch mı́stech, ve kterých byla p̊uvodńı funkce definovaná, nabývá stejných hodnot, ale je
definovaná i pro některé hodnoty, ve kterých p̊uvodńı funkce divergovala. Takovéto funkci
se ř́ıká analytické pokračováńı p̊uvodńı funkce.

Definice 3.1.2. Necht’ f, g jsou komplexńı funkce po řadě definované na oblastech F,G
z komplexńı roviny takové, že F ⊆ G ⊆ C, a plat́ı, že g(z) = f(z) pro všechna z ∈ F , tak
funkci g nazveme analytickým pokračováńım funkce f .

Předchoźı definice neńı úplně korektńı, funkce f, g muśı totiž být analytické, tento
pojem ale neńı pro tuto práci d̊uležitý. Dá se ukázat, že analytické pokračováńı dané
funkce je jediné na množině G. Pro funkci ζ existuje analytické pokračováńı pro všechna
s taková, že <(s) 6= 1. Toto pokračováńı vyhovuje (pro <(s) < 1) následuj́ıćı funkcionálńı
rovnici:

ζ(s) = 2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s). (3.1)

Kde Γ je známá gama funkce, která je zobecněńım faktoriálu do komplexńıch č́ısel.
Uved’me si jej́ı definici.

Definice 3.1.3. Necht’ z ∈ C \ {n| − n ∈ N0}, pak Γ(z) je definována následuj́ıćım
vztahem:

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt.

Matematickou indukćı a integraćı per partes se dá ukázat, že pro n ∈ N plat́ı, že
Γ(n) = (n− 1)!.
Dı́ky uvedené rovnici tak dokážeme spoč́ıtat hodnoty zeta funkce pro ta s, která maj́ı
zápornou reálnou část, pomoćı těch, která ji maj́ı větš́ı než 1. Už z této rovnice jde vidět,
že ζ nějak souviśı s jednou polovinou. Dosad́ıme-li s = 1

2
, tak dostáváme na levé i pravé

straně ζ(1
2
).

Nyńı se konečně můžeme pod́ıvat na posledńı pojem z Riemannovy hypotézy –
(ne)triviálńı nulový bod. Dosad’me s = −2k, kde k ∈ N do 3.1. Dostáváme:

ζ(−2k) = 2−2kπ−2k−1 sin

(
π(−2k)

2

)
Γ(1 + 2k)ζ(1 + 2k).

Pod́ıváme-li se na argument sinu, tak vid́ıme, že z̊ustane sin(−kπ), což je 0. A tak
ζ(−2k) = 0. Všechna sudá záporná č́ısla tedy jsou nulovými body a jsou to ty, které
se nazývaj́ı triviálńı. Všechny ostatńı jsou netriviálńı. O netriviálńıch nulových bodech
toho už poměrně hodně v́ıme. Všechny lež́ı v tzv. kritickém pásu, což je množina všech
komplexńıch č́ısel s, pro něž plat́ı, že 0 < <(s) < 1. Kromě kritického pásu se ještě
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definuje kritická př́ımka – množina všech komplexńıch č́ısel, jejichž reálná část je rovna
jedné polovině. Je dokázáno, že na této př́ımce dokonce lež́ı nekonečně mnoho netriviálńıch
nulových bod̊u a nalezených na ńı jich bylo v́ıce než 1 500 000 000. Nav́ıc žádný nebyl
nalezený mimo př́ımku, ale to, že žádný takový neexistuje, stále nikdo nedokázal. Bod
s nejmenš́ı imaginárńı část́ı (přesněji s nejmenš́ı absolutńı hodnotou imaginárńı části) je
s
.
= 1

2
+ 14, 134725 . . . i. Ale z rovnice 3.1 vid́ıme, že pokud je s = 1

2
+ it nulovým bodem

(pro nějaké t ∈ R), pak j́ım také muśı být bod s = 1
2
− it, takže hned máme daľśı:

s
.
= 1

2
− 14, 134725 . . . i.

3.2 Riemannova hypotéza a teorie č́ısel

V předchoźı části jsme si řekli, co to je Riemannova zeta funkce, a vysvětlili jsme si, v čem
spoč́ıvá Riemannova hypotéza. Ovšem zat́ım neńı v̊ubec jasné, proč je zařazena do práce
o teorii č́ısel a ne do práce o komplexńı analýze. Pojd’me si to ukázat na jednom vztahu,
který znal už švýcarský matematik Leonhard Euler.

Vynásobme ζ(s) č́ıslem 1
2s

:

ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+

1

6s
+ . . . ,

1

2s
ζ(s) =

1

2s
+

1

4s
+

1

6s
+ . . .

Po odečteńı dostáváme:(
1− 1

2s

)
ζ(s) =

1

1s
+

1

3s
+

1

5s
+ . . .

Vid́ıme, že ze součtu nám zmizely všechny členy, u kterých byl základ jmenovatele
dělitelný dvojkou. Vynásobme tento součet č́ıslem 1

3s
a opět odečtěme:

(
1− 1

2s

)
ζ(s) =

1

1s
+

1

3s
+

1

5s
+

1

7s
+

1

9s
+ . . .

1

3s

(
1− 1

2s

)
ζ(s) =

1

3s
+

1

9s
+ . . .(

1− 1

3s

)(
1− 1

2s

)
ζ(s) =

1

1s
+

1

5s
+

1

7s
+

1

11s
+

1

13s
+ . . .

Nyńı nám zbyl součet č́ısel, u kterých je základ jmenovatele nesoudělný s č́ıslem 6.
Pokud celý postup zopakujeme i pro pětku dostáváme:(

1− 1

5s

)(
1− 1

3s

)(
1− 1

2s

)
ζ(s) =

1

1s
+

1

7s
+

1

11s
+

1

13s
+

1

17s
+ . . .
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Tedy součet, kde základ jmenovatel̊u je nesoudělný s č́ıslem 30. Pokud bychom takto
pokračovali pro všechna prvoč́ısla, tak z pravé strany odstrańıme všechny jejich násobky
a tak zbude pouze č́ıslo 1 (označme P množinu všech prvoč́ısel):

ζ(s)
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)
= 1.

Tedy:

ζ(s) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)−1
. (3.2)

T́ım pádem se nám podařilo vyjádřit ζ(s) v závislosti na prvoč́ıslech.
Na závěr si ještě ukažme daľśı vztahy podobné Eulerovu vzorci. Začněme t́ım, že určeme

ζ(s)−1. Upravujme vzorec 3.2.

ζ(s) =
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)−1
ζ(s)−1 =

∏
p∈P

(
1− 1

ps

)
ζ(s)−1 =

(
1− 1

2s

)(
1− 1

3s

)(
1− 1

5s

)(
1− 1

7s

)
· · ·

Je vidět, že výsledkem součinu bude nějaký součet zlomk̊u, které budou mı́t ve jmeno-
vateli přirozená č́ısla umocněná na s-tou a v čitateli budou mı́t jedničku – po roznásobeńı
totiž, vzhledem k základńı větě aritmetiky, nemohou ve jmenovateli být u 2 r̊uzných zlomk̊u
2 stejná č́ısla. Zkoumejme, která přirozená č́ısla mohou ve jmenovateli být. Určitě v součtu
vznikne č́ıslo 1 – bude to člen, který vznikne tak, že se při roznásobováńı vynásob́ı všechny
jedničky. Určitě taky vznikne libovolné prvoč́ıslo p – vynásob́ıme −1

ps
se samými jedničkami.

Důležité je všimnout si, že ve výsledném součtu bude se znaménkem mı́nus. A určitě
také mohou vzniknout i č́ısla, která jsou součinem libovolného počtu r̊uzných prvoč́ısel.
A naopak nemohou vzniknout č́ısla, která nejsou dělitelná druhou mocninou libovolného
prvoč́ısla. Tedy ve výsledku dostáváme:

ζ(s)−1 =
1

1s
− 1

2s
− 1

3s
− 1

5s
+

1

6s
− 1

7s
+

1

10s
+ . . . ,

=
∞∑
n=1

µ(n)

ns
.
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Vypočtěme nyńı ζ(s)2. Postupujme podle definice zeta funkce:

ζ(s)2 =

(
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+ . . .

)(
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+ . . .

)
.

Opět po roznásobeńı určitě dostaneme součet zlomk̊u, ale tentokrát budou všechny
kladné. Nav́ıc se tentokrát ve jmenovateĺıch těchto zlomk̊u objev́ı všechna přirozená č́ısla
(umocněná na s-tou), protože po roznásobeńı jeden ze sč́ıtanc̊u bude tvaru 1

1s
1
ns

. Kolika
zp̊usoby ale můžeme vytvořit zlomek se jmenovatelem ns? No pro každého dělitele č́ısla n
právě jedńım. Ale počet dělitel̊u daného č́ısla jsme určovali na začátku celého textu, a tak
dostáváme:

ζ(s)2 =
∞∑
n=1

τ(n)

ns
.

Analogicky můžeme dostat r̊uzná daľśı tvrzeńı. Určeme ζ(s)ζ(s− 1):

ζ(s)ζ(s− 1) =

(
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+ . . .

)(
1

1s−1
+

1

2s−1
+

1

3s−1
+

1

4s−1
+

1

5s−1
+ . . .

)
,

=

(
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+ . . .

)(
1

1s
+

2

2s
+

3

3s
+

4

4s
+

5

5s
+ . . .

)
.

Stejně jako v předchoźım př́ıkladě plat́ı, že výsledek roznásobeńı bude součet zlomk̊u,
které budou kladné, a jejich jmenovatelé budou všechna přirozená č́ısla umocněná na s-
tou. A do čitatele zlomku se jmenovatelem ns přispěj́ı všichni dělitelé č́ısla n. Zat́ımco
v předchoźım př́ıkladě každý přispěl č́ıslem 1, tak nyńı bude v čitateli součet všech dělitel̊u.
Tedy:

ζ(s)ζ(s− 1) =
∞∑
n=1

σ(n)

ns
.

Pokud si vzpomeneme na funkci σk z poznámky 1.1.1, tak můžeme posledńı úvahy
zobecnit:

ζ(s)ζ(s− k) =
∞∑
n=1

σk(n)

ns
.

Našli jsme tedy souvislost Riemannovy hypotézy s multiplikativńımi funkcemi.
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Závěr

Závěr

V pr̊uběhu prvńı kapitoly jsme se seznámili se spoustou multiplikativńıch funkćı. Ukázali
jsme si r̊uzné jejich vlastnosti, které většinou plynuly ze základńı věty aritmetiky.

V druhé kapitole jsme se seznámili s Dirichletovým součinem. Ten byl d̊uležitý zejména
pro zavedeńı Möbiovy inverzńı formule. Möbiova inverzńı formule je zaj́ımavé tvrzeńı, jej́ıž
využit́ı se proĺıná r̊uznými oblastmi matematiky. Möbiových inverzńıch formuĺı totiž exis-
tuje v́ıce druh̊u než jen ten, který byl ukázán v této práci. Následně jsme mluvili o Eule-
rově funkci, která je jednou z možných aplikaćı Möbiovy inverzńı formule, a nakonec jsme
si ukázali, co to jsou Fareyovy zlomky, které souviśı právě s Eulerovou funkćı.

V posledńı kapitole jsme se věnovali jednomu z největš́ıch nevyřešených problémů
současné matematiky – Riemannově hypotéze. Jedná se o problém, jehož krása spoč́ıvá
v tom, že propojuje dvě na prvńı pohled velice vzdálené matematické discipĺıny – analýzu
a teorii č́ısel. Nejprve jsme vysvětlili, v čem problém spoč́ıvá a následně jsme si nast́ınili
souvislost s teoríı č́ısel a multiplikativńımi funkcemi. Hlavńım d̊uvodem, proč je Rieman-
nova hypotéza tak d̊uležitá, je jej́ı souvislost s rozložeńım prvoč́ısel. Bernhard Riemann,
po kterém je hypotéza pojmenovaná, byl německý matematik, který za celý život napsal
jedinou známou práci týkaj́ıćı se teorie č́ısel. V této práci objevil úžasný vztah, který vy-
jadřuje funkci, která poč́ıtá počet prvoč́ısel menš́ıch než daná hodnota v závislosti na zeta
funkci a výrazu souvisej́ıćım s jej́ımi netriviálńımi nulovými body. Kdyby byla Riemannova
hypotéza dokázána, tak bychom dokázali poměrně přesně určit počet prvoč́ısel menš́ıch než
daná hodnota. Bohužel pochopeńı Riemannových metod vyžaduje velice rozsáhlé znalosti
komplexńı analýzy.
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z: http://matematica.cubaeduca.cu/medias/pdf/842.pdf

[3] AINSWORTH Jonathan, Michael DAWSON, John PIANTA a James WARWICK.
The Farey Sequence [online]. Edinburgh, 2012 [cit. 2017-01-28]. Dostupné z: http:
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