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Anotace

Prace predstavuje komplexni, avSak snaze pristupny vhled do problematiky kvanto-
vych vypocetnich systémil. Po kratkém predstaveni zédkladnich charakteristik kvan-
tovych pocitact se autor intezivné zabyva moznosti, jak by bylo pii vyuziti efekti-
vity diskutovanych systémi mozné vytesit problém bezétvercovosti ¢isla. Prace pre-
zentuje navrh takového algoritmu, ktery resi problém efektivné a exaktné (fadi se
tedy do slozitostni tfidy EQP) a ktery po teoretické strance vychézi ze specifickych
vlastnosti Gaussovych sum. Spolu s tim autor demonstruje moznou implementaci
algoritmu v jazyce Quantum Computation Language, kdy za timto Gcelem konstru-
uje kvantové obvody pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele (GCD) a Jacobiho
symbolu, dvou elementarnich funkei z oblasti teorie ¢isel.

Klicova slova:
Kvantové pocitace; Problém bezcétvercovosti; Gaussovy sumy; Simulace kvantovych
vypoctl; QCL

Anotation

The paper represents a complex and comprehensible insight into the emerging field
of quantum computation. Along with a nutshell introduction to the particularities
of quantum computers, the author pursues a way how the square-free integer pro-
blem could be solved using the capabalities of discussed computational systems.
The work presents both effective and exact (FQP) algorithm designed for this pur-
pose, which is theoretically based on the properties of quadratic Gauss sums. The
author also offers an implementation of the algorithm in the Quantum Computation
Language together with new optimalised quantum circuits for computing the Gre-
atest Common Divisor and the Jacobi symbol, both fundamental algorithms of the
number theory.
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Computation Simulation; QCL
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Uvod

Nastinéni problematiky

Legendarni Mooreuv zakon riké, Ze kazdych osmnact mésicti se zdvojnasobi
pocet tranzistorti, které mohou byt umistény na integrovaném obvodu. Jak
se v prubéhu ¢asu ukazalo, Gordon Moor se ve své predikci nemylil. Avsak
postupné zvysovani poctu elementarnich soucastek klade pred vyrobce mi-
krocipt nejen stale obtiznéji splnitelné technologické naroky, ale i problémy
o poznani fundamentédlnéjsiho rdzu: Pokud by méla Moorova exponenciala
zustat i nadale v platnosti, znamenalo by to, ze pri postupném zvysovani
hustoty interagujicich soucastek na ¢ipu bude zapottebi vzit v potaz spe-
cifické vlastnosti mikrosvéta — zdkony kvantové fyziky. Dnesni architektura
integrovanych obvodi vsak s kvantovymi jevy ani zdaleka nepocitd, ba na-
opak, jejich potlaceni se pri konstrukci jevi byt prvoradym tkolem.

Pred védci tak nutné vyvstava otazka, zda by nebylo mozné fyzikalnich
vlastnosti mikrosvéta vyuzit v oblastech, kde vypocetni kapacity soucasnych
pocitacu jiz nedostacuji. Na mysl nam nejspise vytanou klasické tézké, NP
problémy, kdy moznost jejich feSeni v polynomialnim case byva oznacovana
jako jeden z ,problému tisicileti“. Ve svétle intenzivniho studia kvantovych
systému se vSak muzeme domnivat, ze celé slavné P = N P 7 1ze v mnohych
pripadech elegantné ,obejit“ pravé skrze konstrukci kvantovych pocitaci,
které teoreticky umoznuji kvadratické az exponencialni zrychleni pri reseni
mnohych problému. V této souvislosti pak byva sklonoviano zejména po-
tencialni prolomeni v soucasnosti asi nejrozsitenéjsiho sifrovaciho protokolu
RSA.

I pres nastinény vyznam kvantovych pocitaci, jejichz realizace by zname-
nala revoluci na poli informatiky, vSak porozuméni jejich principum zustava
i stranou odborné verejnosti nanejvys ojedinélou zalezitosti. Je tomu tak
zejména proto, ze teorie kvantovych pocitaci v sobé spojuje hned tii védni
obory: Fyziku, z jejichz zdkont potencial kvantovych systému bytostné vy-
plyva, informatiku, kterd nabizi cennou inspiraci (nejen) v podobé NP pro-



blému, predevsim pak ale matematiku, jez je zcela nezbytnym aparitem
slouzicim k popisu kvantovych systému a jednotlivych algoritmu. Pii studiu
problematiky je nadto nutné celit — s trochou nadsizky — az exponenci-
alnimu ristu potifebnych znalosti, které podminuji pochopeni diskutované
latky. Jakkoli se v nasledujici praci snazime problematiku kvantovych po-
¢itacti co nejsrozumitelnéjsim zptisobem ozrejmit, na informativni stranku
neklademe takovy diraz jako spiSe na prezentovany vlastni vyzkum. Pii bliz-
$im pohledu se totiz ukazuje, ze vétsina ceskych i cizojazycénych odbornych
praci na toto téma se zpravidla omezuje na pouhy vyklad a shrnuti dosa-
vadnich poznatki, svédky hlubsiho pfinosu v podobé originalniho pohledu
na véc se tak stavame jen ztidkakdy.

Podobné jako je tomu v pripadé klasickych pocitaci, i pro kvantové
systémy jsou projektovany algoritmy, které vSsak budou v nasem pripadé
zaloZeny na vlastnostech ¢astic vyplyvajicich z prostiedi mikrosvéta: Slovy
kvantové fyziky se jednd o paralelismus, entaglement a interferenci. Tvurci
podobnych algoritmt — spiSe matematici nez informatici — vSak pri jejich
navrhovani musi celit specifickym pozadavkim, jez s sebou operovani na
poli mikrosvéta prindsi, a to zejména v podobé nutnosti reversibility vsech
vypoctl, coz v duasledku veskerou konstrukci do znac¢né miry ztézuje.

Na poli kvantovych pocitaci pak dominuji zejména dva algoritmy, a sice
Shoriv a Groveriv. Oba algoritmy byvaji oznacovany jako fundamentalni,
nebof se stavaji soucasti naprosté vétsiny ostatnich vypocetnich postupt.
V této souvislosti vSak nesmime opomenout zminit skutecnost, ze samotny
pocet kvantovych algoritmil zustava ponékud omezenym, jak na to ve svém
¢lanku upozornil i Peter Shor [1]. Pro soupis naprosté vétsiny doposud zné-
mych kvantovych algoritmu si dovolime odkazat na stranku Quantum Algo-
rithm Zoo.

Lze se domnivat, ze novych algoritmt se ndm nedostava ze dvou hlavnich
pric¢in: Kviili snaze o nalezeni algoritmu, jehoz piinos by byl srovnatelny s
praci Shora ¢i Grovera, prestoze brzké nalezeni podobné vyznamného al-
goritmu se jevi byt ve skuteCnosti ponékud nepravdépodobné, stejné tak
muzeme hovorit o narocich na odbornost a hlubokou znalost ,vysoké“ mate-
matiky, kdy se samotny rozbor jiz objeveného kvantového algoritmu mnohdy
stava naplni celych védeckych praci.

Stanoveni vlastnich cila

I presto se snazime dokazat, ze vlastni, originalni vyzkum na poli kvan-
tovych pocita¢t neni jen doménou nejerudovanéjsich akademiki. Jak jiz
nazev prace napovida, za cil naseho badani jsme si zvolili problém bezctver-
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cového cisla, respektive moznost faktorizace nasobku mocniny na prvocisla
za vyuziti nastroji vyssi matematiky. Jakkoli se podobny problém muze je-
vit trividlnim, z pohledu teorie slozitosti se nefadi jinam nez do ,,obavané“
tfidy N P. Rozklad ¢tvercového ¢isla je ddle povazovan za problém svou ob-
tiznosti srovnatelny s pripadem klasické faktorizace, na niz lze jeho Teseni
prevést. Ackoliv se tak nabizi vyuzit moznosti shora zminiovaného Shorova
faktoriza¢niho oalgoritmu, v nésledujici praci se pokusime nastinit ponékud
odlisny pristup k nastinéné problematice: Vyjdeme z teorie Gaussovych sum,
které lze v pripadé kvantového pocitace efektivné vycislit, a ukazeme, jak je
mozné jejich specifickych vlastnosti vyuzit préavé pro reseni problému bez-
¢tvercovosti. PTestoze na moznost podobného feseni pred ndmi poukazali jiz
Jun Li, Dieter Suter et. al. v praci [2], vysledky jejich badani predstavuji
spise pouhé nastinéni mozného postupu, které je jakékoliv hlubsi analyze
vzdéleno.

V nésledujici praci si tak klademe za cil studovanou problematiku za-
chytit v jeji komplexnosti: V tivodu préace kratce predstavime kvantové vy-
pocetni systémy, a to jak po strance prislusnych matematickych modeli,
tak z hlediska jejich kvantové-mechanické povahy. Dale definujeme samotny
problém bezcétvercovosti a osvétlime nejen teoretickd vychodiska, bez nichz
by nebylo mozné ke konstrukci algoritmu dospét, ale spolu s tim se i poku-
sime algoritmus implementovat ve specidlnim jazyce uré¢eném pro simulaci
kvantovych systému, a sice Quantum Computation Language [3]. Za timto
ucelem pak vypracujeme ndvrh optimalizovanych kvantovych obvodu pro
vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele (dale jen GCD) a Jacobiho symbolu,
na nichz je vypocet Gaussovych sum bytostné zalozen.
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Uvod do problematiky



Kapitola 1

Matematicky model

Pro hlubsi studium prace pocitace se jako zcela nezbytné ukazuje zavést ur-
¢ity abstraktni model, ktery bude mozné zpétné vztdhnout na obecné kazdy
vypocetni systém. Od prvni poloviny 20. stoleti se tak na poli teoretické
informatiky hovori o tzv. Turingové stroji, ktery predstavuje univerzalni,
zjednodusenou matematickou predstavu chodu bézného pocitace, uplatnitel-
nou pri popisu libovolného algoritmu. V pripadé kvantovych pocitaci, které
se oproti béznym vypocetnim systémtm vyznacuji svym pravdépodobnost-
nim charakterem, vSak nezbyde nez spolu s deterministickym Turingovym
strojem zavést i jeho pravdépodobnostni a kvantovou obdobu.

1.1 Deterministicky Turingav stroj

Na klasicky Turingiv stroj je mozné nahlédnout jako na zafizeni sestéva-
jici ze tri casti: Koneéného automatu, ktery je tvoren konec¢nym poctem
stavil, do nichz prechézi na zékladé stavu predchozich (jedné se tudiz o de-
terministickou ,procesorovou® jednotku), nekonecné ,péasky“, posloupnosti
tvorené mnozinou symbolti, které DTS z péasky ¢te nebo je na ni zapisuje,
a programu, Cili sekvence ptikazi, které tvori vlastni prechodovou funkci.
Formélné se DTS definuje jako Sestice M = (Q, X, T, 9, qo, F'), pficem?z

Q@ je kone¢na mnozina stavi,

I'' A € T je koneénd mnozina péaskovych symbolu, kdy A je prazdny
symbol,

Y CT'\{A4}, X # 0 je koneénd mnozina vstupnich symbold,

d: (Q\F)xI' = QxI x{L, P} je prechodova funkce, kdy L znamena
posun cteci a zapisovaci ,hlavy*“ DTS doleva, P doprava,

qo € Q je pocatecni stav,



F C @Q je mnozina koncovych stavi.

1.2 Pravdépodobnostni Turingiv stroj

Koncovy stav PTS je oproti tomu charakterizovan svou stochastickou pova-
hou, nebot k jednotlivym posuntim ,hlavy“ dochazi na zdkladé ndhodného
jevu. Deterministickéd prechodova funkce KTS je nahrazena dvéma funkcemi,
1o, 1. Formélné

Vg € Q, a € I plati, ze §(q,a) € {po, p1}, kdy po,p1 € Q@ x I' x {L, P}.
P¥itom pravdépodobnost P(5(q,a) = o) = P(5(q,a) = p1) = 3.

V kazdém kroku je tak s 50% pravdépodobnosti zvolena jedna z precho-
dovych funkci, coz priubéh programu vétvi do podoby ,,binarniho stromu* o
2™ vétvich, kde n je poctem volani prechodové funkce. Realizace PTS naléza
uplatnéni zejména tam, kde existuje urcitd moznost, ze nedeterministicky
algoritmus dospéje ke spravnému reseni v kratsim case nez jeho klasicka vari-
anta, ¢i tehdy, kdy postacuje zjistit vysledek jen s urcitou pravdépodobnosti
— klasickym ptikladem je pak test prvociselnosti.

1.3 Kvantovy Turingiiv stroj

Kvantovy Turingiiv stroj, jenz se na nasledujicich strandch stane predmétem
naseho studia, si lze nejlépe predstavit jako specifickou variantu diskutova-
ného pravdépodobnostniho stroje, zaloZzenou na vlastnostech, které c¢astice
nabyvaji v prostfedi mikrosvéta.

Hlavni odlisnosti od PTS lIze shrnout do nasledujicich bodti:

e Prechodové funkce jsou na rozdil od cisté ndhodnych jeva ovlivnény
kvantové-mechanickymi interakcemi,

e kvantovy stroj nepracuje pouze s ¢istymi stavy ,,0“ a ,1%, jak je zname
z klasickych pocitaci, ale se superpozicemi téchto hodnot (nemusi se
vSak pokazdé jednat o dvoustavovy systém, jak pozdéji zminime),

e kvantovy paralelismus (tj. superpozice) umoznuje oproti DTS i PTS
pracovat s vicero stavy soucasné, chod stroje se tudiz exponenciadlné
vétvi pri zachovani linedarniho Casu,

e samotny priibéh algoritmu je deterministické povahy, avsak vzhledem
k procesu méreni, spjatym s kolapsem vlnové funkce, nabyva KTS
pravdépodobnostniho charakteru.
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Po formalni strance se KTS od predchozich dvou diskutovanych Turingo-
vych stroju zaroven zcela odliSuje povahou své prechodové funkce, nebot
ta je v tomto piipadé spiSe nez posunutim ,hlavy“ (ono {L, P}) trans-
formaci vektoru v rdmci komplexniho Hilbertova prostoru H (pozdéji vice
ozfejmime). Lance Fortnow [4] z tohoto duvodu zavedl pro popis obecného
Turingova stroje novy formalismus, kde ¢ je pfechodovou matici aplikovanou
na konkrétni konfiguraci Turingova stroje. Konfiguraci je mozné zapsat jako
usporadanou trojici C' = (q, T, i) € Q x I' X Z, pficemz q je aktudlnim sta-
vem, T obsahem pomyslné ,pasky“ a i poradim jeji nactené casti. (¢, T, i)
nésledné udava globalni stav celého Turingova stroje.

Pro zapis konfigurace se v pripadé kvantovych pocitac¢t vyuziva Dira-
covy notace: |C) = |¢) |T) |i). Prvotni stav KTS pak muzeme vyjadrit jako
11(0)) = |qo) |x) |1), kde x € X' je po¢ateénim stavem na ,pasce”. Mezi stavy
je mozné prechazet aplikaci operatoru U , respektive prechodové matice U.
Zatimco v pripadé DTS nabyvaji jednotlivé prvky pfechodové matice hod-
not z mnoziny {0, 1}, u PTS z R, v rdmci kvantového Turingova stroje
operujeme na mnoziné komplexnich ¢isel C. Jak v nésledujicich kapitolach
vysvétlime, elementarnim pozadavkem na matici U je u KTS jeji unitarita,
nebot musi byt splnéna podminka reversibility vSech operaci provadénych
na kvantovém jadre:

[W(n+1)) =U () (1.1)
[W(n)) = U " [o(n +1)) (1.2)

Spolu s tim bylo dokézano [5], Ze kvantovy Turinguv stroj je univerzalni, tj.
jeden kvantovy pocita¢ muze byt simulovan druhym. Nebot zaroven prin-
cipy KTS zistavaji v souladu se slabou Church-Turingovou tezi [5], je mozné
kvantovy pocita¢ — byt neefektivné — simulovat za pomoci klasického, de-
terministického Turingova stroje, jak to v ramci této prace pozdéji sami
ucinime.

1.4 Kvantové slozitostni tridy

Zaroven zminme slozitostni t¥idy, s nimiz se u kvantovych pocitact setka-
vame.

BQP (bounded error quantum polynomial time) zahrnuje takové
rozhodovaci problémy, které jsou v polynomialnim cCase fesitelné s pravdé-
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podobnosti P > % Jedné se tudiz o obdobu tiidy BPP u pravdépodobnost-
niho Turingova stroje.

EQP (exact quantum polynomial time) oznacuje takové rozhodovaci
problémy, které jsou v polynomidlnim case fesitelné s jistotou, tedy P =1,
hovorit lze o analogii s tridou P.

PostBQP (postselection bounded error quantum polynomial time)
je ryze hypotetickou t¥idou (viz [6]) sjednocujici ty problémy, které jsou na
kvantovém pocitaci s moznosti postselekce resitelné v polynomialnim case a
P>2Z

=3

QMA (quantum Merlin Arthur) je kvantovou obdobou NP, vztah
BQP k QM A je stejny jako P k NP.

12



Kapitola 2

Kvantovy stav

Prestoze jsme se v minulé kapitole zabyvali moznosti matematické definice
kvantového pocitace, samotny abstraktni model slouzi pouze k popisu jeho
prace, a tudiz ndm nenabizi hlubsi vysvétleni principti, na nichz jsou kvan-
tové systémy zalozeny. Jak je ostatné jiz zfejmé, na nasledujicich stranich
nahlédneme na studovanou problematiku optikou fyziky mikrosvéta — kvan-
tové fyziky.

P1i objasnovani vlastnosti kvantovych systému musime mit na paméti
skutecnost, ze podle kodanské interpretace se fyzikalni realita sklada ze
dvou ,vrstev*: Makrosvéta, bézné reality, v niz plati zdkony klasické fy-
ziky, a tudiz ji vnimame jako zcela ,pfirozenou®. Spolu s tim je vSak nutné
vzit v potaz i mikrosvét, kdy hovoifme o rozmérech mensich nez 10~8m,
pohybujeme se tudiz na atomarni ¢i subatomarni tirovni. Tato ,vrstva“ pak
nepodléha zakontim klasické, ale kvantové fyziky, nicméné vzhledem k tomu,
ze se jednd o realitu nasimi smysly (,empiricky“) bézné nepostizitelnou, se
mohou mnohé kvantové zakonitosti — jakkoli pro mikrosvét zcela prirozené
— jevit paradoxnimi.

Ackoliv bylo pravé receno, ze realita mikrosvéta nam neni primo pri-
stupnad, toto tvrzeni se nevztahuje na pripadné fyzikalni méfeni. Presto je za-
potrebi uvazovat skutec¢nost, ze procesem méreni neziskame informaci, jez by
odpovidala skute¢nému stavu pozorovaného systému na trovni mikrosvéta.
Zatimco pri méreni nabyva pozorovand veli¢ina pouze diskrétnich, ,skoko-
vych“ hodnot (energetickd hodnota elektronu, spin, polarizace fotonu), po-
kud nechame kvantovy systém nerusené vyvijet, jednotlivé kvantové stavy
budou na trovni mikrosvéta mezi sebou volné, spojité prechézet, coz v du-
sledku znamend, ze v ¢ase budou jednotlivé veli¢iny nabyvat nekonec¢ného
mnozstvi hodnot. Spojity, deterministicky ¢asovy vyvoj kvantového systému

13



popisuje Schrodingerova rovnice, jejimz resenim je vinova funkce tomuto sys-
tému prislusna.

Pro kvantovou fyziku by vsak nikdy nebyl priznacny jeji pravdépodob-
nostni charakter, kdybychom nemohli vzapéti dodat, ze celkovy stav kvan-
tového systému muze sestavat z vétsitho mnozstvi vinovych funkci, které jsou
pak takzvané v superpozici. Skutec¢nost, ze systém muze byt v nékolika riz-
nych stavech soucasné, se pak zda byt v opozici k predchozimu tvrzeni, ze pri
méreni nabyvaji pozorované veli¢iny pouze diskrétnich hodnot. Tento rozpor
lze jednoduse vysvétlit, pokud si uvédomime, jakym zpusobem proces méreni
na urovni mikrosvéta probiha: Pro extrahovani urcité informace je zapotiebi
k méfenému kvantovému systému vyslat ¢astici, jeji interakce s pozorovanym
systémem vsSak bude mit za nasledek naruseni kiehké superpozice; hovorime
o dekoherenci a kolapsu vlnové funkce, kterd stochasticky prejde do jednoho
z moznych vlastnich stavi systému. Pravdépodobnost naméreni konkrétni
hodnoty (tj. vlastniho stavu) je pak uréena druhou mocninou amplitudy
pravdépodobnosti, resp. hustotou pravdépodobnosti, kterd vlnové funkci da-
ného vlastniho stavu néalezi. Nebot pak amplituda pravdépodobnosti nabyva
hodnot z oboru komplexnich ¢isel C, je mozné ji kvantové-mechanickymi
interakcemi ovliviiovat, a tak manipulovat s pravdépodobnostmi naméreni
jednotlivych stavi. Vzhledem k tomu, ze kazdy kvantovy systém se odli-
suje meéfitelnymi velicinami (spin, polarizace fotonu), se pak pro zobecnéni
pozorované vlastnosti zavadi pojem pozorovatelna.

Jak jsme jiz naznacili v predchozi kapitole, kvantovému stavu piislusi
stavovy vektor v komplexnim Hilbertové prostoru H. Spolu s tim, jak se
kvantovy systém podle Schrédingerovy rovnice spojité vyviji, dochézi v ¢ase
k transformaci odpovidajiciho stavového vektoru, ktery miize nabyvat neko-
nec¢ného mnozstvi hodnot. Konkrétni stav kvantového systému, resp. vektor
v ramci Hilbertova prostoru, lze vyjadrit jako soucet vlastnich stavi (bazo-
vych vektori) ndsobenych komplexnimi koeficienty (amplitudami pravdépo-
dobnosti), které vyjadiuji pravdépodobnosti ,zastoupeni* daného vlastniho
stavu ve vysledné superpozici.

2.1 Qubit

V pripadé kvantovych pocitach pak hovorime o obecném dvoustavovém
kvantovém systému, jehoz dvéma vzajemné rozliSitelnym (ortogonélnim)
vlastnim staviim (bazovym vektorim) priradime logické hodnoty ,,0“ a , 1%
7 definice pozorovatelné vyplyva, ze oproti klasickym pocitac¢im, kde jsou
logické hodnoty shodné urceny jako napéti, je kvantova ,0“ a ,,1“ pouze
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zjednodusenym oznacenim hodnot, jichz pozorovatelnd muze nabyt.

Podobny dvoustavovy kvantovy systém pak nazveme jako kvantovy bit,
qubit. Ve shodé s vyse uvedenym lze stav qubitu vyjadrit jako linedrni kom-
binaci dvou vlastnich stavi (bazovych vektori), resp. logickych hodnot jim
prislusnych:

) = wo[0) +wi 1) (2.1)

Pfitom |¢) € H2. Druh4 mocnina komplexniho koeficientu wg, wi € C vyja-
dfuje pravdépodobnost, se kterou dany vlastni stav namérime. Vzhledem k
normalizaci musi platit [wo|* + |w1]? = 1, obecné tedy

n—1
Z lwi® =1 (2.2)
1=0

Diractuv ,ket“ [¢) pro jeden qubit mizeme stejné tak zapsat jako matici, kdy
jednotlivé fadky odpovidaji amplituddm pravdépodobnosti danych stavi:

) = <w°> (2.3)
w1

Celkovy stav qubitu lze zobrazit jako bod na Blochové sféte, resp. na povrchu
jednotkové koule R3. Sférické souradnice pak udévaji tihly 6, ¢, pficemz

) = cosg 0) + ¢ sing 1) (2.4)

Obrazek 2.1: Blochova sféra
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Cistému stavu |0) odpovida severni pél jednotkové koule, |1) jizni; tihel 6,
ktery vektor svira se svislou osou, pak vyjadiuje pomér obou vlastnich stavii.
Uhel 9, o ktery je vektor natocen okolo svislé osy, odpovida fazi qubitu a
nabyva vyznamu pri kvantové interferenci, které se budeme vénovat pozdéji.

2.2 Kvantovy registr

Samotny qubit je nicméné pouze elementarni jednotkou kvantového jadra,
tedy systému, na némz probihaji operace kvantového pocitace. Podobné jako
tomu je v pripadé klasickych biti, i qubity je mozné usporadat do vétsich
celkt, kdy hovorime o takzvanych kvantovych registrech. Kvantovy registr
o velikosti n definujme jako usporadanou n-tici riznych qubitt kvantového
jadra; formalné lze registr zapsat jako direktni tenzorovy soucin stavovych
vektortu danym qubitum prislusnych. Pro n = 2 a qubity |¢4), |¢¥B) pak
vzhledem k rovnici 2.3 plati:

WAOWBO wWoo
WAQ WBo WAOWB1 wo1
Tar) — ® _ ® — = 2.5
[WaB) = [Ya) ® [¢B) (wm) (wm) WAIWB0 w10 (2)
WA1WB1 w11

Kvantové jadro se tak nachazi ve stavu slozeném ze dvou subsystémi (qu-
bitt), kdy amplituda pravdépodobnosti kazdé ze ¢tyr slozenych hodnot od-
povida soucinu komplexnich koeficientt prislusnych vlastnich stavi vycho-
zich qubitt. Spolu s tim je generovan novy prostor C*, ktery je izomorfni
prostoru Hilbertovu; bazi vzniklého prostoru lze vyjadrit jako direktni soucin
bazovych vektori jednotlivych qubiti. Bazové vektory a jejich zastoupeni
na celkovém stavu kvantového registru mizeme podobné jako v pripadé je-
diného qubitu zapsat pomoci Diracovy notace:

|¥AB) = woo [00) 4 wo1 [01) + wig [10) + w11 [11) (2.6)

Pokud vyse uvedené vztahy zobecnime, pak pro Hilbertiv prostor H, ktery
prislusi kvantovému registru o n qubitech s odpovidajicimi prostory Hi . .. Hn,
plati:

H =) H (2.7)



neboli C2". Samotny kvantovy registr skladajici se z qubiti |¢1)...[¥n)
muzeme zapsat jako:

) =@ I (2.8

Soucet druhych mocnin amplitud pravdépodobnosti sloZzenych stavi musi
byt roven 1, coz je v souladu s podminkou 2.2.

Jak vyplyva z povahy obecného dvoustavového kvantového systému, kvan-
tovy registr je pri zachovani linedrnitho mnozstvi subsystému (qubitt) scho-
pen paralelné reprezentovat exponencidlni mnozstvi informace, respektive
az 2" ruznych hodnot. Pokud uvéazime, ze kvantové-mechanickymi interak-
cemi je mozné provadét operace nad vsemi stavy slozenymi stavy soucasné,
lze pravé kvantovy registr povazovat za nejvétsi potencidl kvantovych vy-
pocetnich systémil. Presto musime vzit v potaz skutecnost, ze informace
na registru ulozend nam neni pfimo pristupnd, nebot proces méreni zpiu-
sobi ryze pravdépodobnostni kolaps vlnovych funkci qubitim prislusnych;
pozdéji nicméné ukazeme, ze pomoci jevu kvantové interference lze nékteré
hodnoty ,zvyraznit“, a tak podstatné zvysit pravdépodobnost jejich namé-
Feni.

2.3 Casovy vyvoj systému

Jak jsme nastinili jiz v tivodu této kapitoly, kvantové pocitace predstavuji
systémy, které jsou svou fyzikalni podstatou nestacionarni, kdy pravé ze
skutecnosti jejich ¢asového vyvoje vyplyvaji jistd omezeni, kterd bude pfti
pozdéjsim navrhu algoritmt zapotiebi zohlednit.

Za tcelem popisu casového vyvoje zavadi fyzika Schrodingertv, Hei-
senberguv a Diractuv (reakéni) obraz, nicméné vzhledem k tomu, Ze se jedna
o ekvivalentni reprezentace, zminime v nasi praci pouze Schrédingeruv ob-
raz, kterému mu je v literature vénovana nejvétsi pozornost.

Spojitou ¢asovou deterministickou evoluci uzavieného kvantového sys-
tému popisuje nestaciondrni Schrédingerova vlnova rovnice ve tvaru

i 220 _ (-i&ﬂ/(t)) (1) (2.9)

Pro nase ucely je vsak vhodné provést substituci
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(1) = () (2.10)

. h2
H(t) = (—A +Vi(t )) , (2.11)

2m

tak, abychom mohli rovnici zapsat jako

L 0(Y(@) 4
ih S = A () [9(0), (2.12)

pricemz h oznacuje Planckovu konstantu, |¥(t)) stavovy vektor v Case t,
kdy |®(t)) € H, a H je hamiltonian, neboli Hamiltontiv hermitovsky linedrni
operator, ktery podle rovnice 2.11 odpovida celkové energii prislusné danému
kvantovému systému. Hamiltonidn tak predstavuje informace o vlastnich
stavech systému, predevsim ale reprezentuje vSechny transformace, kterymi
kvantové jadro v ¢ase prochazi.

Predpoklddejme, ze hamiltonidn zistava v prubéhu vyvoje systému ne-
ménnym; poté lze stav kvantového jadra v case t vyjadrit jako unitarni
transformaci pocatecniho stavového vektoru, tedy

() = e w(0)) (2.13)

Pod vyrazem e *H!/l ge skryvd Casové zavisly unitdrni evoluén{ opertor

(n¢kdy téz ,propagator®), ktery se zpravidla zapisuje jako U(t). Poté lze
predchozi rovnici vyjadrit ve tvaru

(1) = U(t)[(0)), (2.14)

coz nas odkazuje na jiz dfive uvedené rovnosti 1.1 a 1.2.

Vyvoj uzavieného, izolovaného kvantového systému s ¢asové nezavislym
hamiltonidanem je tak mozné popsat jako posloupnost linedarnich operatortu
U(t07tl) U(tn—lytn) kdy U(t1 t2) predstavuje transformaci stavového vektoru
v Case t1 na stav v Case tg, pricemz

Uit ) Uttarts) = Utta ) (2.15)
U(tl,tl) =1 (2'16)
U(t1,t2) = U(;;,tl) (2.17)
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Jak vyplyva z rovnice 2.17, evoluéni operator musi splinovat podminku unita-
rity, tj. pro matici operatoru piislusnou plati UUT = I, kde UT zna¢f matici
hermitovsky sdruzenou k U, I pak matici identity. Diskutovany pozadavek
vyplyva z deterministické povahy Schrédingerovy rovnice, resp. nutnosti re-
versibility vSech operaci provadénych na kvantovém jadre. Tato skutecnost
ma své zrejmé fyzikalni opodstatnéni, pokud si uvédomime, ze reversibilni
jsou prave takové operace, z jejichz vysledného stavu lze zpétné zkonstruovat
stav pocatecni: Nebot podle Landauerova principu je smazani jednoho bitu
informace spojeno s vyzarenim jednoho bitu entropie, tak i ztrata informace
o predchozim vyvoji by znamenala uvolnéni energie z kvantového systému,
coz je ve zjevném nesouladu se zakladnim predpokladem jeho izolovanosti.

2.4 Meéreni

Neméné dillezita je i problematika samotného méreni, procesu, pii kterém
je mozné z uzavieného kvantového systému extrahovat informaci.

Uvazujme mnozinu P linearnich hermitovskych projekénich operatoru
P ...P,, jejichz vlastni hodnoty odpovidaji jednomu z moznych vlastnich
stavi rq . .. 7y, pozorovatelné. Pro pravdépodobnost p(r,,) naméreni hodnoty
Tm lze psat

p(rm) = (@] By, |#) (2.18)

Po provedeni méfeni jsou na sebe vlastni stavy r1 ...r,, ortogonalni. Vzhle-
dem k normalizaci musi pro pravdépodobnosti naméreni prislusné danym
projekénim operatortim platit

S p(ra) =1, (2.19)

nep

kdy mnozina p je mnozinou vsech naméritelnych vlastnich stavii pozorova-
telné.

Pokud si pripomeneme, ze Diraciiv ,,bra“ je ,rfadkou* vlastnich stavi,
Hket“ sloupcem“, coz odpovida skalaru, resp. souc¢tu druhjch mocnin am-
plitud pravdépodobnosti kazdého ze stavu
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w1
w2
w3
w4

(U|w) = (wl wy  ws w4) —wirwirwltwl=1, (2.20)

je pro globalni stavovy vektor kvantového systému mozné napsat:

(W) =1 (2.21)

V této souvislosti je nicméné zapotrebi zminit, ze namérend vlastni hod-
nota pozorovatelné muze odpovidat az n riuznym vlastnim stavim kvanto-
vého jadra; pak hovorime o takzvané n-krat degenerované vlastni hodnoté.
Jakkoli je proces méfeni spjat s kolapsem vlnové funkce, tedy narusenim su-
perpozice ruznych hodnot, v pripadé naméreni degenerované vlastni hodnoty
zustava systém i naddle v superpozici n vlastnich stavii. Timto zptisobem
lze pak ,vyselektovat® urcité vlastni stavy kvantového jadra, ¢ehoz se hojné
vyuziva pri navrhovani kvantovych algoritmi. Fyzikalni opodstatnéni disku-
tovaného jevu spociva ve skuteCnosti, ze z mikrosvéta unikla pouze takova
informace, ktera blizsi stav ostatnich hodnot nespecifikuje.

2.5 Specifika kvantovych pocitacu

Potencial kvantovych vypocetnich systému je plné dosazitelny jen tehdy,
pokud v algoritmech vhodné vyuzijeme tii hlavnich jevi, které nam fyzika
mikrosvéta nabizi, a to sice moznosti superpozice ¢astic, jejich entaglementu
a interference.

2.5.1 Paralelismus

Jiz v sekci vénované kvantovému registru jsme nastinili, ze kvantové jadro
miize diky vlastnostem své elementarni jednotky, qubitu, reprezentovat az
2™ riznych hodnot soucasné. Jedna se o disledek jiz tolikrat diskutovaného
fenoménu kvantové superpozice; z pohledu informatiky pak hovorime o moz-
nosti masivni paralelizace. Stejné jako je tomu v pripadé bitd, i nad qubity
lze pii pouziti prislusnych unitarnich operatoru provadét trividlni operace
(negace aj.) v linedrnim case O(n), kde n znac¢i délku daného registru. Jak
nicméné vyplyva z fyzikalni podstaty kvantovych systému, kazda tranfor-
mace qubitu nutné manipuluje s obéma jeho vlastnimi stavy zaroven, a je
tudiz zfejmé, ze pii O(n) jsou ve skutecnosti provadény operace nad vSemi

20



2" dil¢imi hodnotami zaroven (O(logy2™) = O(n)). V porovnéni s klasic-
kymi pocitaci, které by pro provedeni stejného poctu operaci potrebovaly
¢as (O(2m)), se tak jedna o exponenciélni zrychleni. Stejné tvrzeni se pocho-
pitelné vztahuje i na pamétovou slozitost.

Je tedy zfejmé, ze kvantovy vypocetni systém umoznuje prochézet vsemi
,Veétvemi“ programu soucasné, coz nachéazi své uplatnéni zejména tehdy, kdy
pro Teseni urc¢itého problému neexistuje casové efektivni algoritmus ¢i je jako
v pripadé klasického vyhledavani zapottebi postupné vyhodnotit vysoky po-
¢et ruznych stavi. Pokud budeme vychézet z predpokladu, Ze urcity problém
(tfeba prave vyhleddvani) je mozné prevést do podoby booleanské funkce (tj.
logickou hodnotou 1 oznaéi vysledek a naopak), pak lze tuto funkci pii za-
chovani linedrniho ¢asu vy¢islit na exponencidlnim poc¢tu proménnych, nebot
jak bylo feceno, jediné ,zavolani“ prislusného operatoru operuje nad vsemi
stavy kvantového registru zaroven. Uvazujme funkci f a odpovidajici uni-
tarni operator U t, poté miZeme pro vSechna x reprezentovand kvantovym
registrem psat:

Up: |x,0) — |z, f(z)) (2.22)

2.5.2 Entanglement

Pojmem entanglement se rozumi propleteni ¢astic neboli takova situace, kdy
jsou stavy jednotlivych subsystému kvantového jadra vzajemné korelovany.
Diskutovany jev tizce souvisi s procesem méreni, nebot naméreni urcitého
stavu jedné propletené castice primo ovlivni vysledny stav c¢astice druhé.
Na vyznam entanglementu pro kvantové vypocetni systémy snadno nahléd-
neme, pokud si uvédomime, ze umoznuje ,sdileni“ informace mezi nékolika
kvantovymi registry; pokud budeme vychézet ze shora uvedené rovnosti 2.22,
pak pravé propleteni ¢astic zpusobi, ze pri naméreni urcitého x zkolabuje
druhy registr do odpovidajici hodnoty f(x).

Entanglement ¢astic miizeme nasledné osvétlit na prikladu urcitych stavi
kvantovych registri. Méjme kvantovy registr o délce n = 2, ktery neni pro-
pleteny. Pak lze psat

|&) = 0.5]00) 4+ 0.5]01) 4+ 0.5]10) + 0.5 |11) (2.23)
Je zfejmé, ze nedochézi ke vzajemné interakci mezi subsystémy, nebot at jiz
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na prvnim qubitu naméfime hodnotu 0 nebo 1, obé dvé hodnoty mtzeme se
stejnou, tj. nezménénou pravdépodobnosti namérit i na druhé ¢astici.
Dva entanglované qubity je oproti tomu mozné zapsat jako

1 1
nebo
' ——1 01 —1 10 2.25
) = 5 101) + = 10) (225)

Lze dovodit, ze pokud pripravime jeden z vyse uvedenych registru prople-
tenych qubitu, pak jiz po zmérfeni prvni ¢astice s pravdépodobnosti P = 1
vime, v jakém stavu se nachdazi i druhy qubit.

Stav kvantového registru, ktery neni entanglovany, tj. 2.23, pak oznac¢me
jako produktovy, popripadé separabilni, nebof odpovidajici prostor H je
mozné rozlisit na n vzajemné nezavislych podprostoru prislusnych kazdému
ze subsystému. Produktovy stav je tak mozné vyjadrit jako direktni tenzo-
rovy soucin vice qubit; pro 2.23

_ L
V2

coz 0 2.24 ani 2.25 zjevné neplati.

1

) NG

(10) + 1)) © —=(10) + [1)), (2.26)

2.5.3 Interference

Bylo feceno, ze jev kvantové superpozice umoznuje vycislit urcitou funkci
na vysokém poctu proménnych pri jediném ,zavolani“ ptislusného opera-
toru, doposud jsme si vsak nepolozili otazku, jak docilit toho, aby vlnova
funkce zkolabovala ze vsech moznych 2" stava pravé do hledané hodnoty,
nebot je zfejmé, ze v opac¢ném pripadé by se cely model kvantového pocitace
zredukoval na pravdépodobnostni Turinguv stroj.

Vychodisko z nastinéného problému pfedstavuje jev oznacovany jako
kvantova interference, kterou analogicky ke klasické interferenci rozumime
interakci mezi amplitudami pravdépodobnosti prislusnymi vlnovym funk-
cim daného kvantového systému. Pokud se amplitudy vzajemné zesili, hovo-
Time o konstruktivni interferenci; vzhledem k vyse recenému ma ale nejvétsi
vyznam desktruktivni interference, ktera umoznuje ,shluknuti informace
obsazené v mnoha amplitudach do jediné.
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Destruktivni interference je mozné dosdéhnout skrze kvantovou verzi dis-
krétni Fourierovy transformace (coZ nés piimo odkazuje na obecnou po-
vahu klasické Fourierovy transformace), popfipadé pomoci takzvané Walsh-
Hadamardovy transformace, zalozené na specifickych vlastnostech Hada-
mardovych hradel, které predstavime v néasledujici kapitole.

Spolu s tim je vsak zapotiebi zminit skutecnost, ze ke zvyraznéni am-
plitud pravdépodobnosti urcitych stavi nemusi nutné vést jen nastinéné in-
terferencéni tranformace: V ptipadé Groverova algoritmu a tzv. Groverovych
iteraci, které slouzi k podstatnému navyseni pravdépodobnosti naméreni
oznacenych hodnot, se spiSe nez jevu interference vyuziva principu kvanto-
vych prochazek.

Vzhledem k tomu, ze pfedmétem naseho studia se na nésledujicich stra-
nich stane kvantova Fourierova transformace (dale jen QFT), si dovolime
ostatni interferencni transformace véetné Grovery iterace blize nespecifiko-
vat a pouze odkazat na prislusnou literaturu ([7, 8, 9]).
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Kapitola 3

Kvantova hradla

Podobné jako je tomu v pripadé klasickych pocitaci, i ¢asovy vyvoj kvanto-
vych vypocetnich systému predstavuji elementirni operace provadéné nad
fyzickym systémem. Oproti klasickym pocitactim, kdy hovotime o integrova-
nych obvodech zaloZzenych na manipulaci s pratokem elektrického proudu aj.,
nas vsak jejich kvantova ,paralela® stavi pred ponékud obtiznéjsi problém.

Abychom mohli dosdhnout jejich potencialu, je zapotiebi uréitym zpu-
sobem kontrolované manipulovat s ¢asticemi mikrosvéta, coz se samo o sobé
hem vypoctu vystaveny jakémukoliv vnéjsimu pozorovani. V souvislosti s do-
posud ryze experimentalni realizaci kvantovych pocitactu se pak povétsSinou
hovoti o kontrole za pomoci svételnych zablesku (kupf. laserem), pfesto vSak
nezbyva nez prihlédnout ke skutec¢nosti, ze existuje vétsi mnozstvi rozlisnych
modeli kvantovych systémtl, mezi nimiz lze jmenovat adiabaticky kvantovy
pocitac ¢i pocitac zalozeny na nukledrni magnetické resonanci (Nuclear Mag-
netic Resonance - NMR; jiz v roce 2001 na ném byla provedena Shorova
faktorizace ¢isla 15). Nastinénou problematiku si vSak vzhledem k zaméfeni
nasi prace dovolime blize nespecifikovat a slovo ponechat spise experimen-
talnim fyziktm.

Vzhledem k potrebé jednotné reprezentace vypocetnich postupu se stejné
jako u klasickych pocitaca nasledné zavadi zjednoduSend, teoretickd sché-
mata, ,obvody“, které znazornuji vyvoj systému v ¢ase. V analogii s analogo-
vymi vypocetnimi systémy pak jednotlivé prvky obvodu nazyvame ,hradly*.
Kvantova hradla predstavuji logické operace, které lze vyjadrit jako unitarni
matici o rozmérech 2" x 2" kde npredstavuje pocet qubiti hradlem trans-
formovanych.
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Jednoqubitova hradla

Mezi elementarni jednoqubitova hradla se fadi t¥i Pauliho spinové matice:

Pauliho X hradlo, které otaci stavovy vektor kolem osy x, jedna se tak o
transformaci stavu [0) — |1) a |[1) — |0), kterd odpovida klasickému NOT
hradlu:

e _ (o1

V kvantovém obvodu lze X hradlo vyjadrit jako

Pauliho Y hradlo, které otaci stavovy vektor kolem osy y, jedna se tak
o transformaci stavu [0) — i|1) a |1) — —i|0):

)

Pauliho Z hradlo, které otaci stavovy vektor kolem osy z, jedna se tak o
transformaci stavu [0) — |0) a |1) — —i|l), kterd odpovidé ,prohozeni*
faze vektoru:

v

Oy

Spolu s tim definujme i matici identity pro jeden qubit:

()

Neméné podstatné je i Hadamardovo hradlo, které umoznuje pripravit

0)+11
vyvazenou superpozici dvou vlastnich stavi, tedy |0) — 10+ ) al|l) —

V2
0) = 1)
V2

, coz 1ze vyjadrit jako matici
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q

1 (1 1
Al )
— [H—

Dale se uvadi i obecné hradlo fazového posunu, [0) — [0) a |1) — @ |1),
tedy

Dvouqubitova hradla

Nejvyznamnéjsim dvouqubitovym hradlem je podminénd transformace CNOT,
kterd provadi operaci X na jednom qubitu, nachéazi-li se druhy qubit ve
stavu 1. De facto je tak provedeno nedestruktivni méfeni, kterym je mozné
entanglovat dva kvantové systémy podle vztahu |00) — |00) , |01) — |01),
|10) — |11) a |11) — |10):

1000
~lo1 00
CNOT =0 0 o 1|
0010
<

Stoji za povsSimnuti, Ze matici prislusnou hradlu CNOT lze pak zobecnit
pro kazdou podminénou dvouqubitovou transformaci jako

1 0 O 0
~ 10 1 0 0
Ye=10 0 vy wp
0 0 U Unxp
1 0). .. . . o . o
kde 0 1 je matice identity, Uy1 ... Uso pak predstavuji ¢leny matice pri-

slusné hradlu, které bude podminéné aplikovano. Tedy
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v

Nepodminénou operaci proviadénou na dvou qubitech pak predstavuje
hradlo SW AP, které prohazuje poradi biti podle |00) — |00) a |01) — |10)
a |10) — [01) a |11) — |11), vyjadfeno matici

SWAP =

o O O
O = OO
o O = O
o O O

coz lze prepsat jako aplikaci dvou podminénych kvantovych hradel CNOT

N
V

a
>
a
>

Vicequbitova hradla

Mezi tiiqubitova hradla se fadi Toffoliho hradlo, nékdy také CCNOT, které
provadi operaci X na tretim qubitu, nachazi-li se prvni dva qubitu ve stavu
1. Tedy |000) — ]000) , |001) — |001) ... |110) — |111), |111) —
|110) Zapsano matici

CCNOT =

(=il eloBoNoBol S
oSO oo+ O OO
S OO, OO OO
oS o RH OO o oo
_ o OO oo oo
O r OO O o oo

L] ss=o=ns
P11 sccoe==o

Dale zavedme Fredkinovo hradlo, které provadi podminénou SW AP ope-
raci druhého a tfetiho qubitu, je-li stav prvniho roven 1, tudiz |000) — [000) ,
|001) — |001)... |110) — |101), |111) — |111). Formou matice
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10000000
01000000
00100000

~looo10000

CSWAP:()OOOlOOO’
000O0O0O0T1D0
0000O0T1UO00
000O0O0TO0TO 01

4"7

Za obecné n-qubitové hradlo je pak povazovano i jiz diskutované Ha-
damardovo hradlo, které lze pro arbitrarni velikost registru vyjadrit jako
direktni tenzorovy soucin odpovidajictho poc¢tu hradel

Hr = H.

Qs

=1

Univerzalita kvantovych hradel

Pokud v pripadé klasickych pocitaci predstavuje univerdlni hradlo logicka
operace NAN D, lze ukazat, ze v pripadé kvantovych vypocetnich systému
dostacuje k sestrojeni libovolené funkce série Toffoliho ¢i Fredkinovych hra-
del, avsak vzhledem k tomu, Ze se jedna o operace provadéné na trech qu-
bitech zaroven, je jejich praktickd implementace pohledem soucasné expe-
rimentalni fyziky ndroc¢na. Lze nicméné dokazat, ze libovolné hradlo je v
pripadé kvantovych pocitact mozné vyjadrit pouze pomoci dvouqubitového
CNOT a obecného jednoqubitového hradla, popfipadé ho s velkou presnosti
aproximovat, jak to dokazuje Solovay-Kitaevtuv teorém [10].
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Kapitola 4

Quantum Computation
Language

Jak jsme jiz v samotném tvodu préce nastinili, operace provadéné na kvan-
tovém vypocetnim systému budeme simulovat pomoci k tomu uré¢eného ja-
zyka Quantum Computation Language (QCL), ktery v rdmci své magisterské
prace navrhl B. Omer z TU Wien [3]. Obsahlou specifikaci jazyka véetné pii-
slusného programu, ktery slouzi jako interpret kodu a simulaéni prostiedi za-
roverl, je mozné najit online na adrese http://tph.tuwien.ac.at/~oemer/qcl.html.

QCL predstavuje pro svou komplexnost (ackoli se ndm pii praci v ném
podatrilo nalézt bugy, na které autora upozornime...) jeden z nejuznavanéj-
sich simulac¢nich jazykt na poli kvantovych pocitact, z citovanych autort
ho vyuzil kuprikladu J. Visnék pro algoritmus IPEA [9]. Svou syntaxi pak
kopiruje klasické programovaci jazyky, coz do znacné miry ulehcuje plné
vyuziti jeho potencidlu. QCL automaticky kontroluje, je-li zadand trans-
formace kvantového jadra unitarni, dale pak plné podporuje entanglement
qubitt (do fyzického vykonu prislusného klasického poéitace, slozitost ope-
raci preci jenom rosté v zavislosti na poc¢tu qubiti exponencidlné) a simu-
luje pravdépodobnostni charakter méfeni za pomoci vestavéného generatoru
pseudondhodnych cisel.

Pro intuitivnost QCL si dovolime jazyk blize nespecifikovat a pouze
kratce nastinit zdkladni strukturu kédu. Vzhledem k moznému sdileni vy-
sledkii prace s Sirsi komunitou se budeme béhem programovani drzet an-
glického nézvoslovi; kompletni zdrojové kédy déle prezentovanych funkei a
procedur lze pak nalézt v priloze prace.
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Demonstrace struktury jazyka QCL

qufunct entangle(quconst a, qureg b) // Funkce prijima dva kvantove
registry: A typu quconst, ktere se v prubehu operace nemeni (
obecne ho lze deklarovat jako qureg), a qureg b

int i; // Deklarace promenne typu int

for i = 0 to #b-1 { CNot(b[il, a); } // Operace CNOT podminena
stavem qubitu A a aplikovana na qubit b[i], obecne tedy CNot(
target, control qubit)

// Coz lze take vyjadrit jen pomoci CNot(a, b), pouze tak
demonstrujeme indexovani kvantoveho registru

}

procedure demonstrace ()

{
qureg al[1]; // Deklarace kvantovych registru
qureg b[8];

int vala; // Deklarace promenne typu int
int valb;

H(a); // Hadamardovo hradlo aplikovane na registr a

X(a); // Pauliho X operace na stejnym registrem

'X(a); // ! pred funkci znamena jeji inverzi, diky reversibilite
operace tak dostavame stav pred pouzitim prvniho hradla X ()

entangle(a,b); // Volame funkci, ktera nam bude entanglovat registr

a s registrem b, jde nam o pouhou demonstraci operace, kterou
bylo mozne jinak provest rychleji

dump a; // Vypiseme stav registru a

by

measure a,vala; measure b,valb; // Provedeme mereni na registru a i
registru b, vysledky ulozime do prislusnych promennych typu int

print "Namerena_hodnotagregistrugya:,",vala,
// vypis

'vagyregistrugyb:y", valb;

Po nacteni souboru se zdrojovym kédem pomoci prikazu

include "demonstrace.qcl" a zavolani funkce demonstrace() dostaneme

vystup, ktery odpovida entanglovani ¢astic

SPECTRUM a: <0>
0.5 10>, 0.5 |1>
Namerena hodnota registru a: 1 a registru b:
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Cast IT

Kvantovy algoritmus
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Kapitola 1

Problém bezctvercového éisla

Uvazujme ¢islo N € Z s prvociselnym rozkladem
N =p'p5? ... .pj",

kde pq ... p; jsou prvocisla a aq ... q; jim odpovidajici exponenty. Pak kazdé
takové N, kdy Va;, i > 1 plati a; > 1, nazvéme c¢islem bezcétvercovym
(square-free). Divod restrikce na i > 1 je zfejmy, pokud uvazime, ze kazdé
¢islo lze zapsat jako N = a2b. Problém bezétvercového éisla tak miiZzeme
formulovat jako ovéreni, zdali je a vétsi nez 1: Pokud ano, nejednd se o
bezétvercové ¢islo.! Spolu s tim tak dodefinujme dalsi problém, jimz bude
nalezeni ¢tvercové a bezctvercové Céasti ¢isla, tedy rozklad na jiz uvedeny

tvar
N = a°b.

Jak je zjevné, diskutovany problém lze prevést na faktorizaci Cisla, ne-
bot zndme-li prvociselny rozklad, je samotné rozhodnuti ,bezctvercovosti
a nalezeni prislusnych ¢asti pouze trividlni zalezitosti. Lze se ddle domnivat,
Ze problém neni o nic jednodussim nez samotnd faktorizace, respektive neni
doposud znam zadny zptisob, jimz by bylo mozné na deterministickém Turin-
goveé stroji v polynomidlnim case kol vytesit. Na tomto poznatku jsou pak
zalozeny i nékteré navrhy Sifrovacich protokoli. V teorii ¢isel pak problém
nabyva vyznamu v piipadé ¢iselnych sit (Number Field Sieve), respektive
problém vypoctu okruhu celistvych cisel 1ze deterministicky polynomialné
prevést pravé na problém bezc¢tvercovosti, kdy nalezeni prislusného efek-

'Nabizi se ¥ci, 7e jde o &slo ,étvercové®, podobné formulace by viak nebyla zcela
presna, protoze ctvercové cCislo je samotnou druhou mocninou. V anglické literature se
nicméné muzeme setkat s vyrazem ,squareful®.
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tivniho algoritmu pro pripad klasického pocitace by znacéné zjednodusilo
prolomeni Sifrovaciho protokolu RSA.

1.1 Rozlozeni bezctvercovych cisel

Jak lze ukéazat, rozlozeni bezétvercovych cisel vykazuje oproti prvocislim
vetsi pravidelnost; vzhledem k urcité provazanosti obou pripadu je nasledné
mozné této vlastnosti vyuzit pro nékteré dikazy ohledné prvocisel. Oznac¢me
Q(n) poctem bezctvercovych ¢isel a m(n) poc¢tem prvocisel mensich nez dané
n, pak situaci pro n < 250 ilustruje nasledujici graf

Obrazek 1.1: Rozlozeni bezétvercovych cisel

Uvazujme Mobiovu multiplikativni funkei pu(n) definovanou jako

pro n=1

w(n) pokud a? | npro a>1

—~ O =

—1)" pro n s r ruznymi déliteli,

n—1
pak lze pro Q(n) psat Q(n) =>_ |u(k)|. Asymptotickou hodnotu tohoto
k=1
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vyrazu je mozné aproximovat jako

coz nas v pripadé asymptotické hustoty vyrazu zpétné dovadi k prvocisltim,
povSimneme-li si, ze — = €2 ~ 0.607, kde £(2) neni ni¢im jinym nez
0

hodnotou Riemannovy zeta funkce v bodé 2.[11]

1.2 Teoretické reseni problému

Jak je jiz z predchoziho vykladu zjevné, pii hledani vychodiska pro reseni
nastinéného problému nezbyde nez vyuzit néjakého ze specifickych vztahi z
oboru teorie ¢isel.

Uvazujme kvadraticky Gaussuv soucet G(a,x) jako specificky kone¢ny
soucet komplexnich jednotek

N-1
Gla,x) =Y eriam®/N (1.1)

m=0

Gausstuv soucet definujme na zbytkové tiidé mod N pro cela a, N, kdy
N > 1; pro piipad, ze N je prvocislem spliujicim podminku N 1 a, lze psit

N-1 '
G(a,xN) :Z XN(m)e%”“m/N. (1.2)

m=0

x je pak Dirichletiv charakter modulo N. Z definice Dirichletova charakteru
vyplyva, ze pro prvociselné N je x rovno prislusnému Legendreho symbolu,
pro N libovolné liché pak symbolu Jacobiho. Pfipomenme, ze Legendreho
symbol je vyznamnd c¢iselnoteoreticka multiplikativni funkce,

0 pokud a =0modp

a
(p) 1 a je kvadraticky zbytek mod p, zaroven a t d
—1 neni kvadraticky zbytek mod p.

Pro pripad, kdy N neni prvocislem, pak zavedme zobecnény Jacobiho sym-
bol, ktery je sou¢inem symboli Legendreho pro jednotlivé faktory cisla IV,

R RONCO RN
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Pro zjednoduseni nasledujiciho zapisu si dovolime zavést nové oznaceni Gaus-
sovych sum, kdy g(a, N) bude odpovidat shora definované sumé G(a, xn)
na tridé mod N. Pak uvazujme N takové, které je souc¢inem nesoudélnych
c¢isel p, q, a celé kladné cislo a; vzhledem k multiplikativnimu charakteru
Gaussovych sum lze psat

g(a,pq) = g(pa, ¢)g(qa, p) (p,q) = 1. (1.3)

Pro elaborovany dikaz tohoto tvrzeni za vyuziti zakona kvadratické recipro-
city si dovolime pouze skromné odkézat na piislusnou literaturu [12, strana
15].

Na naésledujicich Fadcich pak formulujme Ctyri véty, jejichz prostiednic-
tvim bude mozné ke shora vytyc¢enému problému pristoupit.

Poznamka.

Vyraz 1.2 je podle definice vyse ekvivalentni zakladnimu tvaru kvadratické
Gaussovy sumy praveé tehdy, kdy N je prvocislem a zéroven N t a. Pro ticely
nasi prace si nicméné dovolime definici rozsitit i pro N slozené a majici s
¢islem a spolecného délitele. Jakkoli se podobny krok muze zdat ponékud
pochybnym, zminme, ze H. Cohen v [13, str. 31] definuje Gaussovu sumu i
pro ,not necessarily primitive* Dirichlettiv charakter modulo N. Po zbytek
préaci si tudiz dovolime uvazovat pouze formu sumy podle 1.2; je zjevné, ze
multiplikativnost bude i nadale zachovana.

Véta I. Pro kazdé bezcétvercové N a ¢islo a takové, ze (a, N) > 1, je
Gaussova suma rovna G(a, xn) = 0.

Dikaz. Uvazujme N s jeho prvociselnym rozkladem N = pq; pokud
(a, N) > 1, pak zjevné p | a nebo q | a. Zaroven plati, ze (p,q) = 1, coz nés
privadi k vyse uvedenému vztahu 1.3. Gaussovu sumu lze pak vzhledem k
jejimu multiplikativnimu charakteru vyjadrit jako

p_]- q—]_
9(a,pg) = g(aq, p)g(ap,q) = | D Xp(m)e®™ /P | {37 xy(m)e*mram/a
m=0 m=0

Bez tjmy na obecnosti pak predpokladejme, Ze p | a; nésledné lze sumu
g(agq,p) upravit na
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p—1 p—1

g(aq,p) = Z Xp(m)e%iqam/li _ Z Xp(m)€27riqm,

2mwigm

=1 pro kazdé ¢, m € N, tedy

g(aq, p) pr

Zjevné e

Déle pripomenime, ze Dirichletiiv charakter x,(m) je roven symbolu Jaco-
biho (%), resp. symbolu Legendreho vzhledem k prvociselnosti p, a ve shodé
se zakonem kvadratické reciprocity definujme nasledujici vztah

mY p—m
(3)--(5%)
Uvedend rovnost je ziejméa: Uvazujme m takové, ze m = 22 mod p, kdy
podle definice Legendreho symbolu (%) = 1. Pak p —m # 22 mod p, neboli
m—p=—(p—m) = 22 mod p. K vysledku lze dospét i prostou tivahou,
pokud si uvedomlme 7e kazdé prvocislo ma podle rovnosti a? = (p — a)?
mod p pravé Eo= kvadratlckych zbytki.

7 uvedenych vztahu je zjevné, Ze na zbytkové tfidé mod p je soucet
Legendreho symbolt roven 0: Pro (%) = 0; Legendreho symbol (%) se

nésledné seéte se symbolem (%) tak, ze (%) + (%) = 0. Pfipomenime

vyse uvedené

g(aq, p) pr %(m)

m=0 p

pak tedy nutné g(agq,p) = 0. Tim je tvrzeni dokazéno.
Véta II.  Pro kazdé N, kterému odpovidé prvoéiselny rozklad N = pg? pii
zachovani vyse uvedené podminky ¢ # 1, a ¢islo a takové, ze (a,q) = 1, je

Gaussova suma rovna G(a, xny) = 0.

Diikaz. Z definice vyplyva (p,¢?) = 1, analogicky k predchozimu piipadu
lze tak sumu vyjadrit jako
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°-1

.5 ; 2

g9(ag®, p)g(ap,¢®) = | D xp(m)e®™ TP | | 3™y ja(m)e?Pom/a
m=0 m=

Dirichletuv charakter xn(m) odpovidd Jacobiho symbolu, respektive sou-
¢inu symbolu Legendreho pro jednotliva ¢isla v prvociselném rozvoji N;
pak je mozné psit x,(m) = (%) (%) = (%)2. Pokud (m,q) > 1, plati
Xq2(m) = 0, v opacném piipadé se vzhledem k pravé uvedému vztahu situ-
ace zjednodusuje na x,2(m) = 1.

Spolu s tim pripomenme, Ze soucet komplexnich jednotek pres zbytkovou
t¥idu mod g je vzdy roven 0, tedy

Vyraz lze nésledné zobecnit pro kazdé celo¢iselné d takové, zZe g t d, zifejmeé
tak plati

Z 2mimd/g _

m=

Zduraznéme, ze d € N, g 1 d. Znovu pak uvedme tvar diskutované druhé
Gaussovy sumy

; 2
ap7 Z ‘Xq ‘ 2mipam/q

Vzhledem k vyse fecenému nabyvd Dirichlettv charakter x,2(m), resp. ekvi-
valentné ’ g2 ( )‘ hodnot 0 nebo 1; ma-li byt visledna suma nasledné rovna

g(ap, ¢%) = 0, je nutné dokazat, ze pripady Xq2(m) = 0 konecny soucet nijak
neovlivni. Nejprve pripomenme, ze x,2(m) = 0 nastdva pouze tehdy, kdy
(m,q) > 1, vzhledem k prvociselnosti ¢ se jedné o kazdou g-periodu.

Daéle postupujme sporem: Predpokladejme, Ze soucet pres g-periody se

q—1 ) 2
na koneéné sumé podili, pak ziejmé Y. e2miap(ma)/q = 0. Nicméné plati

m=0
q—1 q—1
Z 627riap(mq)/q2 :Z 627riapm/q’
m=0 m=0

coz nas na zakladé shora uvedenych vztaht dovadi ke kyzenému sporu.
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q—1 )

Ukazuje se proto, ze Y. e2miap(ma)/¢* — 0, a diskutovana Gaussova suma
m=0

g(ap, ¢%) je pro (a,q) = 1 ekvivalentni vyrazu

~1
glap,¢®) = 2mipam/e® _ ()
m=0

Tim je shora uvedené tvrzeni dokazano.

Spolu s tim povazujeme za vhodné objasnit dva dalsi pripady, které
mohou u Gaussovych sum pii feseni diskutovaného problému nastat.

Véta III. Pro kazdé N s prvocéiselnym rozvojem N = pg?, kde ¢ # 1, a
¢islo a takové, Ze (a,q) > 1, bude pro Gaussovu sumu platit G(a, xpq2) # 0.

Dikaz. Postupujme obdobné jako u ptredchozi véty. Na zdkladé 1.3 lze
psét g(a,pg®) = g(aq®,p)g(ap, ¢*), kdy druhou sumu g(ap, ¢*) mizeme vy-
jadrit jako

2-1
g(ap, q2) _ Z Xg2 (m)627ripam/q2.
m=0

Z formulace véty vyplyva ¢ | a a analogicky k predchazejicimu dukazu plati
vztah x,2(m) = ’qu (m)’ , tedy

9(ap,a®) = |xg2(m)] 2o/,

Podle shora uvedenych vztaht se jednd o ¢-nasobny soucet souctu g kom-
plexnich jednotek; pro kazdé m > ¢ lze tak psat e2™Pm/a = 2mip(za+v)/q,
kde m = zq + y. = vyjadruje v poradi z-tou periodu, pro y pak poloZzme
rovnost y = m mod ¢q. Pak plati

e2min(xqty)/a — 2mipra/q2mipy/q
)

kde e2™P?4/1 = 27T — 1. Pro nultou periodu ziejmé také ¢ = 1. Na
zékladé toho lze sumu zapsat jako

¢*—1 ' q—1 q—1 '
S eem] s =5 (5 atm] i
m=0 n=0 \m=0
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podle ocekavani tak dostavame g-ndsobny soucet soucti komplexnich jed-
notek, a to opét s problematickym pripadem pro x,(m) = 0. Protoze
Xq2(0) = 0, lze sumu vzhledem k predchozim vztahtim vyjadiit jako

qg—1 [q-1

Z Z 627ripm/q

n=0 \m=1
g—1 )
Pokud v pripadé sumy komplexnich jednotek plati > e2mm/g9 — (), pak
=0
q—1 . q—1 ) "
pochopitelng > e2mPm/q #0, resp. . e2mipm/q — _ 1.
m=1 m=1

Nebot podle definice Gaussovych sum nutné plati g(aq?, p) # 0 pro kazdé
(a,p) = 1, je tvrzeni dokazano.

Véta IV. Pro kazdé N s prvoéiselnym rozvojem N = pg?, kde ¢ # 1, a
¢islo a takové, ze (a,p) > 1, bude Gaussova suma G(a, xp,2) = 0.

Diikaz. Trividlni. Stejné jako v predchozich piifpadech plati g(a, pq?)

g9(aq®,p)g(ap,¢®). Nebot (ag®,p) > 1, pak podle prvni véty g(ag? p)
Tim je tvrzeni dokédzano.

0.

Jakkoli je pfedchozi véta zfejmd, pti studiu problematiky jsme se opa-
kované setkali s tvrzenim, ze pro NN, které neni bezCtvercovym, a obecné
a takové, ze (a, N) > 1, plati pro Gaussovu sumu G(a, X,e2) 7# 0. Oveérit
nespravnost tohoto tvrzeni se nam nicméné podarilo dosdhnout i ponékud
yexperimentalnim“ zptisobem, a to za pomoci vy¢isleni v prostiedi programu
dobné tvrzeni byla ponejvice uviddéna bez hlubsiho dukazu, popripadé s
dikazem vychézejicim z nespravné pouzitych vychozich vztahi a definic.

Vyse uvedené véty lze néasledné zobecnit do Ctyr, respektive s prihlédnu-
tim k definici Gaussovych sum péti zakladnich vztaht, které se pro reseni
nastinéného problému ukazuji jako zcela zasadni:

N=pg: Glxn)#0 (a,N)=1 (1.4)

N =pq : G(a,xn) =0 (a,N) >1 (1.5)
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N=pg: Glxn)#0 (a,N)=1 (1.6)

N =pg* : G(a,xn) =0 (a,N)=1 (1.7)
N=p¢: Gla,xn)=0 (a,p)>1 (1.8)
N=p¢: Gla,xn)#0 (a,q)>1 (1.9)

1.3 Kvantovy algoritmus

Vzhledem k vyse uvedenym vztahiim se ukazuje, ze Gaussovy sumy pred-
stavuji pri vycisleni pro vSechna a < N moznost, jak lze rozhodnout, zdali
je ¢islo N bezctvercové, v opacném piipadé pak vedou k zjisténi faktoru
jeho ¢tvercové casti. Uvazujme tedy algoritmus, ktery v polynomidlnim c¢ase
vycisli diskutované sumy na vsSech proménnych a < N, a jakési ,,orakulum®,
které ukaze na takovou Gaussovu sumu, pro kterou plati G(a, xn) # 0, pak
vystup podobného algoritmu, tj. ¢islo a, predstavuje deterministické poly-
nomialni reSeni diskutovaného problému.

Hovorime-li o moznosti efektivniho urc¢eni hodnot dané funkce na celém
jejim intervalu, tj. na exponencidlnim pocétu proménnych vzhledem k bitové
velikosti vstupu, je zfejmé, Ze efektivni reseni podobného, na klasickém Tu-
ringové stroji neschtidného problému predstavuji pravé kvantové vypocetni
systémy. Pred nami tak nyni vyvstava nelehky tkol v podobé navrzeni ta-
kového kvantového algoritmu, ktery bude i pres urcitd omezeni plynouci z
povahy kvantovych systémia nutné zachovavat nezbytnou matematickou ko-
rektnost, a tak povede k zamyslenému feseni problému bezcétvercového ¢isla.

Pro komplexnost studovaného algoritmu si dovolime cely vypocet rozlisit
na tii ¢asti, kde smysl jednotlivych krokt oziejmime nejen z matematického,
ale i kvantové-mechanického hlediska.

Cast I. Na cesté k Jacobiho symbolu Na vstupu algoritmu pred-
pokladejme celé liché ¢islo V; pak alokujme dva nulové kvantové registry
A, B o délce n = [logy N'|. Stav sloZzeného systému oznacme jako |¥), pak
lze psat

W) =10)3" @ 10)5" . (1.10)
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Nésledné uvedeme registr A do vyvazené superpozice stavii m < N, neboli?

), - jﬁ S ) [0} (1.11)

Déle je zapotiebi vyselektovat takové stavy, pro které plati (m, N) > 1;
doposud samostatné registry tudiz pomoci binarniho algoritmu pro vypo-
cet GCD entanglujeme tak, aby kazdému m odpovidajici stav registru B
obsahoval (m, N), tedy

N-1
) 1 [(m, N)) (1.12)

m=0

), — Ugep |#),

%F

Spolu s tim pripomenme Eulerovu funkei ¢(n), kterd udéava pocet cisel
mensich nez n takovych, Ze jsou s n nesoudélna. Podle definice plati

n)an(l—i).

Stejné jako tomu bylo v pripadé Gaussovy sumy, i Eulerova funkce je funkci
multiplikativni, tedy ¢(mn) = o(m)ep(n) pro (m,n) = 1. Pro piipad p(mF),
kde m je prvodislo, miizeme nésledné psat p(m*) = mF — mF-

Eulerovy funkce lze v nasem pripadé vyuzit k odhadu pravdépodobnosti,
s jakou se kvantovy registr B nachézi ve stavu 1, resp. (m, N) = 1. Uvazujme
bezétvercové N s prvoéiselnym rozvojem N = pq, pak ziejmé plati ¢(pq) =
©(p)e(q). Bud P pravdépodobnosti, ze (m, N) = 1 pro m < N; pro prvocisla
p a ¢ muzeme P vyjadrit jako

po— PV _e)eld) _ (p—Dg—1)
- — — .

N Pq Pq

Pokud N neni bezétvercovym, tedy N = pg?, lze podle shora uvedenych
vztaht psat

p_ PWN) _eme@®) _ (p=1)(*—4d)
TN 2 pg? '

2 Jak pozdéji ozfejmime, transformace lze dosdhnout pomoci N-dimenzionélni kvantové
Fouerieovy transformace, kterd provede prislusnou konstruktivni interferenci. V piipadé
implementace vsak aplikujeme nejprve n dimenzionalni Hadamardovo hradlo, kterym re-
gistr uvedeme do superpozice vSech 2" stavi, jez nasledné vyselektujeme. V pripadé ryze
teoretického popisu si vsak dovolime popsat idedlni stav, ze kterého nésledné vyplynou
prislusné charakteristiky algoritmu.
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Jakkoli faktorizaci ¢isla NV v tuto chvili nezname, a tak nemuzeme zastoupeni
nesoudélnych m urcit, v obou pripadech plati

N—oo N—oo
Pravdépodobnost pripadu (m, N) = 1 se tudiz s rostoucim N zvysuje, ¢ehoz
vyuzijeme v dalsim kroku diskutovaného algoritmu.

Provedme tak méreni na kvantovém registru B, kdy vzhledem k prévé re-
¢enému a jiz diive nastinéné povaze kolapsu vlnové funkce prejde B s nejvétsi
pravdépodobnosti do stavu |1) 5. Vlastni hodnota piislusné |1) 5 je nicméné
degenerovand; respektive byla naméfrena pouze informace (m,N) = 1, coz
znamena, ze stejné jako v pripadé predchoziho méreni ziustava kvantovy sys-
tém ve vyvazené superpozici vsech m, kterd jsou s N nesoudélna. Tudiz

LS ) )y (1.13)

W)y = ——=
PIN) (M =1

S ohledem na dalsi kroky algoritmu je vhodné jednoqubitovym Pauliho-X
hradlem vynulovat registr B, tedy

LS s (0),. (1.14)

V)s = ——=
PIN) (M =1

V piipadé, ze registr B do stavu |1); nezkolabuje, pak bude naméfena
hodnota odpovidat (m,N) > 1; je-li (m,N) # N, dostdvame netrividlni
faktor IN. Pokud na zakladé znalosti spolecného délitele nelze problém bez-
¢tvercovosti stale vyTesit, je po prislusné redukci N zapotiebi cely algoritmus
opakovat.

Cast II. Vypodcet Jacobiho symbolu
Uvazujme kvantovy operator Uy takovy, ktery odpovida booleanské funkci

s predpisem

0 m je kvadratickym zbytkem modulo N

fr(m) ) i
1 m neni kvadratickym zbytkem modulo N

Po aplikaci operatoru lze stav systému vyjadrit jako
1

@)y — Us|¥); = ol Yo Imalfs(m)g. (1.15)
(m,N)=1
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Kvantovy systém v tuto chvili obsahuje dostatek logickych informaci na
to, abychom mohli urcit Jacobiho symbol pro kazdé namérené m, vzhledem
k dalsim vypoctim je vsSak zapotfebi informaci z registru B prevést do
A tak, ze koeficient pred kazdym m bude odpovidat prislusné numerické
hodnoté (%) Provedme tedy fazovy posun na registru B o ¢ = m za pomoci
jednoqubitového Pauliho-Z hradla; pak lze psat

Zfj(m)) g = (=)™ | f5(m)) . (1.16)

Stav kvantového systému muzeme nasledné vyjadrit ve tvaru

@) S =0 my () g (1.17)

|
% N
T Vo)

registr B posléze dealokujme,? tedy

W), S (=1 my (1.18)

B 1

VEWN) 5=

Amplituda pravdépodobnosti pred kazdym m nyni odpovidd prislus-
nému Jacobiho symbolu: V zdpisu uvedeném vyse plati (m, N) = 1, pak
tedy (%) = =41, nicméné registr latentné obsahuje informaci také o sta-
vech, kdy (m,N) > 1, tedy (%) = 0. Diky predchozi redukci superpozice
je v téchto pripadech amplituda pravdépodobnosti nulova, z ¢ehoz vyplyva
moznost reformulace zapisu na

(1.19)

W= s 3 ()

Tim je Jacobiho symbol pro vSechna m < N vy¢islen.

Cast III. Vyéisleni Gaussovy sumy

Pokud jsme se jiz v sekci vénované kvantové interferenci zminili o diskrétni
Fourierové transformaci coby fundamentalni soucasti vétsiny kvantovych al-
goritmi, na nasledujicich radkach ukézeme, Ze nejinak tomu bude i v nasem
pripadé. Nejprve pripomenme tvar Gaussovy sumy

3De facto je nutné hodnotu fr(m) ,odpocitat“, ¢ehoz lze dosdhnout dalsi aplikaci
prislusného operdtoru U, nebot |fs(m) ® fs(m))=|0). Koeficient pred m zistane i naddle
zachovan.

43



N-—1
Gla,xn) =Y xn(m)emm/N,
m=0

a spolu s tim zavedme kvantovou Fourierovu transformaci (déle jen QFT)
jako kvantovou obdobu diskrétni Fourierovy transformace (DFT). Zatimco
DFT je transformaci provadénou nad sekvenci komplexnich ¢isel, QFT pak
predstavuje linedrni transformaci stavovych vektorti kvantového systému.
Na povahu Fouerieovy transformace lze nahlédnout jako na mapovani ca-
sové domény urcité funkce na jeji frekvencni spektrum, coz v pripadé kvan-
tovych algoritmu nachdzi uplatnéni pokazdé, kdy je vzhledem k moznosti
efektivniho vycisleni funkci na rozsahlém intervalu zapotiebi vysSetrit jejich
periodicitu. Pravé pro hledani prislusné periody se QFT vyuziva kuptikladu
v algoritmu hledani fadu, resp. Shorové algoritmu, spolu s tim pak mizeme
zminit i algoritmus odhadu faze [9]. Pfedevsim je pak na kvantovém poéitaci
mozné QFT provést efektivné, a to v ¢ase O(n?) oproti O(n2") v piipadé
klasického poéitace.* Pro blizsi osvétleni vyznamu QFT v kvantovych algo-
ritmech si dovolime odkézat na prislusnou literaturu [8, 7] a konec¢né uvést
samotny predpis transformace, tedy

R | 2l .
Ugrr|z) = T Z (eQmax/Q ) la) . (1.20)
a=0

Jakkoli jsme se nékolik stranek nazpét intenzivné zabyvali teorii Gaus-
sovych sum, opomnéli jsme zminit nadmiru zajimavou skutecnost, a sice
ze Gaussovy sumy uzce souvisi s diskrétni (kvantovou) Fourierovou trans-
formaci, konkrétné jsou pak stopou matice DFT, v uréitém smyslu i jeji
vlastni funkci, kdy pro blizsi ozfejméni téchto tvrzeni odkdzeme na mate-
maticky nadmiru zajimavy ¢lanek dostupny online na adrese The Sign of
The Gauss Sum. Podobnost QFT a Gaussovych sum je nicméné zfejma jiz
z porovnani obou predpisii.

Kvantovy systém jsme zanechali ve tvaru

(1.21)

i
175 = <= > (%) I
P(N) o \V

a jak je jiz z predchozich radku jiz zfejmé, v dalsim kroku algoritmu prove-
deme nad registrem A pravé kvantovou Fourierovu transformaci. Prestoze

4Nejrychlejsi algoritmus pro vypodéet DFT predstavuje v soudasnosti rychld, Fouerierova
transformace (FFT) s ¢asovou slozitosti O(nlog N). Pokud ma byt nicméné tranformace
provedena nad vemi 2V stavy, jako je tomu v piipadé kvantovych algoritmi, stdva se
doposud polynomidlni slozitost rdzem exponencidlni.
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hovorime o vypoc¢tu Gaussovych sum, ve své podstaté se jedna o destruk-
tivni interferenci, Cili shluknuti vétsiho mnozstvi amplitud pravdépodob-
nosti. Pfedpokladejme operator UQ rr odpovidajici N-dimenzionalni kvan-
tové Fourierové transformaci, pak lze psat

N-1 —
V)6 —>UQFT|W Z (Z (627ritzm/N> |a>A>v (1.22)

coz lze pouhym preskupenim prepsat do tvaru

‘gp> — L ]Vil (Nzl eZm’ax/N) ’a> (1 23)
0 \/N a=0 x=0 A '

¢imz podle oc¢ekavani dostavame superpozici Gaussovych sum pro vSechna
a < N, tedy

Z (a,xn) la) 4 (1.24)

Timto zpusobem se nam podarilo hodnotu sumy prevést do koeficientu
pred a; pokud pro Gaussovu sumu plati G(a, xn) = 0, je amplituda prav-
dépodobnosti naméreni vlastniho stavu, ktery odpovidd danému a, nutné
nulovou. Naslednym procesem méfeni na registru A tak ziskdme pouze ta-
kovy stav, kdy G(a,xn) # 0, coz podle dfive uvedenych vét vede k feseni
problému bezctvercovosti: Pokud je naméfené a takové, ze (a, N) = 1, pro-
hlasime cislo N za bezcétvercové, v opacném pripadé pak dostaneme cislo,
které sdili spolecny faktor se ¢tvercovou ¢asti V. Za pomoci Eukleidova algo-
ritmu Ize N efektivné redukovat; v piipadé, ze ani poté neziskdme jeho uplny
prvociselny rozklad, resp. bude stale zapotrebi ovérit, zdali je takto ziskané
¢islo bezétvercovym, je mozné cely vypocet pro novou hodnotu zopakovat.

Analyza algoritmu

Vzhledem k stochastickému charakteru kvantového méreni pred nami vy-
vstava otazka, s jakou pravdépodobnosti bude mozné k predpokladanym
Lvystupim® algoritmu dospét.

V ptipadé prvniho méfeni piejde algoritmus budto do stavu (m, N) =1,
nebo (m, N) > 1, coz implikuje pfinejmensim ¢astecné vyteseni problému.
Pokud vsak N obsahuje vice ¢tvercovych Casti, muze nastat situace, ze ani
ze znalosti spolecného faktoru neni mozné bezctvercovost stale rozhodnout;
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pak bude nutné cely algoritmus pro redukované N zopakovat. Pro uvazo-
vané N = pg®> i N = pq, kde p, ¢ jsou prvoéisla, k rozkladu ¢ésla nicméné
dospéjeme, proto lze psit p = 1.

Po zavérecné aplikaci kvantové Fourierovy transformace bude mozné
nameéfit jen stavy s nenulovou amplitudou pravdépodobnosti, respektive
G(a,xn) # 0 podle dfive uvedenych vét. Po méreni mohou nastat dva
pripady: anebude mit s N Zaddného spoleéného délitele, pak je N nutné
bezcétvercové, v ptipadé (a, N) > 1 pak podle véty 111 ziskame faktor ¢tver-
cové Casti cisla, ¢imz je cely problém ihned vyreSen. Jakkoli jsme vétu III
formulovali pro prvoéisla, zjevné plati N = p(qu)?, pak tedy

g9(a,pg*u®) = glag®u®,p)g(apu®, ¢*)g(apq®, u?).

Situace g(a, pg>u®) # 0 nastane jen tehdy, kdy qu | a, coz zabrani ,vynulo-
vani“ dvou poslednich sum.

Spolu s tim se nabizi otdzka, s jakou pravdépodobnosti naméiime jaké
a, respektive m; je zfejmé, ze amplituda pravdépodobnosti bude dosdhne
maxima tehdy, kdy bude a rovno ¢tvercové ¢asti, nebot podle dikazi vyse
plati

p—1 2.1

-9 . 2

g(aqz,p)g(ap, q2) _ Z Xp(m)e2mq am/p Z Xq2(m)627rzpam/q
m=0 m=0

pokud tedy ¢? | a, pak

¢°—1
g(ap’ q2) — Z Xg2 (m)62mpm 7
m=0

Xq42(m) je rovno 1 pro viechna (m,N) =1 a e2mirm — 1 tudiz

glap,¢®) = > L
(m,N)=1

Pro vSechna ostatni a soudélna s ¢tvercovou ¢asti bude pravdépodobnost
stejnd, nebot sumace vyjadiuji skladani rizné ,natocenych®, avSak vzdy
stejné velkych, tj. jednotkovych vektor.

Jak se jesté ukaze, pravdépodobnostni charakter algoritmu nutné zavisi
na moznosti sestrojeni N-dimenzionadlni QFT; pokud je mozné takového
operatoru vyuzit, pak nutné dospéjeme ke spravnému vysledku s pravdé-
podobnosti p = 1, a algoritmus lze tak zaradit do tridy FEzact Quantum
Polynomial (EQP).
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... polynomial. Jak vzapéti ukdzeme, algoritmus je skutecné polynomi-
alni. Uvazujme vstup N a predpokladejme, ze kvantové obvody pro elemen-
tarni operace (s¢itdni aj.) maji ¢asovou komplexitu pravé O(log N). Déle
prezentovany binarni algoritmus pro vypocet GCD i Jacobiho symbolu pro-
béhne v piiblizné O(log N) iteracich, ve vysledku tak ziskdvame O(log? N).
Kvantova Fourierova transformace ma komplexitu O(n?), kde n pocet qu-
bitf, resp. n = logy N, a tedy O(log? N). Nebot O(log? N + log? N) =
O(log2 N), je ¢asova slozitost algoritmu polynomidlni, konkrétné polyloga-
ritmicka, a algoritmus je tudiz efektivni.
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Kapitola 2

Implementace v QCL

Na nésledujicich strankach se pokusime vyse popsany algoritmus implemen-
tovat v jazyce QCL. Postupovat budeme od dil¢ich funkci, na jejichz zdkladé
vystavime kvantové obvody pro elementarni matematické operace, ¢ehoz
nasledné vyuzijeme pii konstrukci algoritmu na vypocet GCD a Jacobiho
symbolu. Vzhledem k nérocnosti operaci provadénych nad kvantovym ja-
drem pred nami vyvstava pozadavek v podobé nezbytné optimalizace obou
procedur, nebot pravé jejich komplexita je s ohledem na vyse fecené urcu-
jici pro vyslednou casovou i pamétovou naroc¢nost diskutovaného algoritmu.
P1i snaze o dosazeni nezbytné efektivity se dovolime inspirovat nékterymi
z postupt vedoucich k paralelizaci, tj. urychleni vypoctu tak, jak byly tyto
moznosti nastinény v [14]; nase prace jednotlivé navrhy rozpracuje, algorit-
mizuje a predevsim jich poprvé vyuzije pro simulaci kvantovych vypocti.
Kompletni zdrojové kédy vsech nize zminovanych funkci 1ze pak okomento-
vané nalézt v priloze prace.

2.1 Elementarni operace

Operace rozvétveni stavu qubita (fan-out)

Pii programovani kvantovych funkei se nutné setkdvame s pripady, kdy je
provadéné operace zapotiebi podminit stavem urcitého qubitu. Predpokla-
dejme qubit, ktery kontroluje hradla aplikovand na dalsich n bitech; vzhle-
dem k povaze kvantovych vypoctia je pak nutné jednotlivd hradla aplikovat v
posloupnosti, coz vSak vyusti v linedrni, tj. O(n) slozitost. Tuto slozitost lze
vSak jednoduse redukovat na logaritmickou: Predpokladejme dalsich n — 1
pomocnych qubitu (déle jen ancillae), do nichz stav vychoziho qubitu zkopi-
rujeme, ¢ehoz je mozné dosdhnout prave v case log, n. Proceduru ilustruje
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nasledujici schéma
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Je zfejmé, ze kazda ohranicena skupina nekolidujicich kvantovych hra-
del zabere pravé jeden c¢asovy tusek; nejprve je stav qubitu prekopirovan do
prazdnjch ancillae, v jediném kroce je provedena podminéna operace! a
hodnoty ulozené v ancillae jsou pomoci inverzni operace ,odpocitany, re-
spektive navraceny do pocatecniho stavu podle |1 ® 1) = |0) . Jakkoli jsme
dosahli optimalizace Casové narocnosti, ucinili jsme tak za vyuziti dalsich
qubiti, coz v pripadé realné implementace zjevné ovlivni riziko kvantové de-
koherence. Kviili kaskadové konstrukei miiZze nastat situace, ze jedind chyba
vznikla Spatnou aplikaci hradla bude nasledné rozsitena do dalsich qubiti,
presto se vSak domnivame, ze zatimco chyby plynouci z nedokonalé imple-
mentace lze do jisté miry potlacit, pravé cas predstavuje jeden z nejvyznam-
néjsich faktort podilejicich se na jevu dekoherence.

Operace fan-in

Déle zavedme operaci fan-in coby logickou funkci AND nad vSemi stavy
q0, q1 - - - o kvantového registru, ktera vysledek ulozi do predpripraveného
qubitu R. ,,Shluknuti“ logickych hodnot lze analogicky k predchozimu pri-
padu provést za pomoci Toffoliho hradel v logaritmickém case pri vyuziti
linedrniho poc¢tu qubiti, pro n = 6 situaci znazornuje

!Zde CNOT, obecné se miiZe jednat o jakékoliv podminéné (ono C-) hradlo.
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Podminény SWAP

Spolu s tim definujme i optimalizovanou verzi Fredkinova (CSWAP) hradla.
V zékladni verzi lze podminéné prohozeni stavu dvou qubitii provést pomoci
tii Toffoliho hradel (CCNOT), coz je mozné nicméné zredukovat na dvé
CNOT hradla a jedno hradlo Toffoliho, tudiz

VRN N
WV U
VAN JAAY = N JAAY
N V U U
“.—

Podminény SWAP, ¢ili podminéné prohozeni stavi dvou registru, lze
pak vzhledem ke shora uvedenému operatoru ,rozvétveni* provést v logarit-
mickém case, respektive 2log, n+1 , coz zahrnuje zkopirovani hodnot kon-
trolniho qubitu, paralelni aplikaci Fredkinovych hradel v jednom kroce a
nasledné odpocitani hodnot jednotlivych ancillae qubitt.

Cyklicka permutace registru

P1i konstrukei sofistikovanéjsich algoritmt se setkdvame s nutnosti imple-
mentace aritmetickych operaci, mezi néz se na zdkladni rovni fadi i re-
dukce faktorit dvojky. Vzhledem k bindrni reprezentaci cisel lze podobnou
operaci prevést na posun bitd ,doprava“, neboli cyklickou permutaci re-
gistru, vzhledem k vzajemné provazanosti hodnot vsak neni mozné provést
posun v jediném kroce. Linedrni casovou slozitost lze nicméné jednoduse
nahradit slozitosti konstantni, povsimneme-li si, ze kazda permutace cyklu
sestava ze dvou vzajemné nezavislych transpozic; kuprikladu pro n = 8 plati
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Obrazek 2.1: Cyklicka permutace pro n = 8

Prislusny kvantovy obvod lze znazornit jako

ql === == q2
q2 | | | | q3
g3 — L g4
| | |
q4 \ ﬁ \ \ a5
45 — A q6
q6 — 1 w q7
qT7 — 1 ——t q8
q8 R ql

kde ohranicené skupiny hradel lze aplikovat v jediném kroce. Ackoliv
schémata ukazuji pouze posun ,doprava“, analogicky je mozné vyjadrit li-
bovolnou cyklickou permutaci, ¢ehoz v kontrastu se zachycenym délenim
vyuzijeme i pro nasobeni mocninou dvojky. Kazda permutace pak zabere
celkem 6 krokti, respektive dvakrat tii kroky shora uvedeného Fredkinova
hradla.

Popsanou operaci lze zobecnit i pro situace, kdy je zapotiebi provedeni
permutace podminit stavem urcitého qubitu: V tom pripadé staci vyuzit
operatoru rozvétveni, coz vyslednou ¢asovou slozitost zvysuje na 2 log, n+6.

Kvantova Fourierova transformace pro 2"

Ackoliv Fourierova transformace predstavuje aritmeticky naro¢nou operaci,
vzhledem k jejimu vyuziti coby zakladniho prvku v mmnohych algoritmech
si dovolime obvod pro vypocet 2"-dimenzionalni QFT zaradit mezi elemen-
tarni operatory. Operator sestava ze série Hadamardovych hradel a fazovych
posunu stavi qubitil, viz schéma nize

Vysledna casova slozitost obvodu je kvadratickd vzhledem k poctu trans-
formovanych qubiti, tedy O(n?).
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Obrazek 2.2: Obvod pro vypocet QFT, piebirdm z [15]

2.2 Elementarni matematické operace

Jakkoli se nasledujicich radkach budeme vénovat operacim, jez jsme nazvali
matematickymi elementdrnimi, pti implementaci se pravé tato c¢ast algo-
ritmu ukazala byt nejvice problematickou. Hovorime pak zejména o kvan-
tovém obvodu pro séitani, resp. od¢itani a porovnani dvou aritmetickych
hodnot, kdy jednotlivé funkce lze mezi sebou do jisté miry mapovat.

Pokud jsme v sekci vénované slozitostni analyze algoritmu hovorili o
moznosti provedeni podobnych operaci v ¢ase logaritmickém, bylo tomu tak
proto, ze nékteré Clanky vénujici se konstrukci kvantovych scitacek prave
k této casové komplexité? dospély. Konkrétné pak mame na mysli praci
A logarithmic-depth quantum carry-lookahead adder [16], kterd prezentuje
efektivni algoritmy pro s¢itdni, od¢itdni, porovnavani aj. v ¢ase O(logn)
za vyuziti O(n) pomocnych qubiti (ancillae). Jednad se o obvody nadmiru
sofistikované, nicméné stejné tak i pomérné nejednoduse implementovatelné,
jakkoli se ndm i pfes mnohé nejednoznacnosti v diskutované préaci podarilo
kompletni algoritmizace dosdhnout.

Jisté bychom implementaci s¢itacky neuvadéli podobnymi slovy, pokud
bychom nemuseli vzapéti dodat, ze ackoliv pro urcité hodnoty vracely al-
goritmy spravné vysledky, v ptipadé vétsich ¢isel dochazelo k opakovanym
chybam. Vzhledem ke skutecnosti, ze autofi v praci prezentuji schémata pro
pripady nékterych velikosti kvantovych registra, si jsme na zakladé porov-
nani chodu algoritmu jisti spravnou interpretaci uvedenych obvodi, presto
vsak v budoucnu zamyslime celou situaci znovu podrobné prezkoumat.

*Neboli té7 hloubce (depth), v kazdém pifpadé se jedns o pocet ¢asovych kroki nutnych
k provedeni dané operace.
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S ohledem na korektnost matematickych operaci je tak nutné od zamys-
lené ¢asové slozitosti ustoupit a implementovat takovy obvod, ktery bude o
néco robustnéjsim: Prestoze mnohé prace vénujici se problematice kvanto-
vych algoritmu stéle vyuzivaji scitacky V. Vedrala, A. Barenca et al. [17],
rozhodli jsme se drzet postupu navrzeného v priaci A new quantum ripple-
carry addition circuit [18]. Obvod oproti shora diskutované nestabilni sc¢i-
tacce sice charakterizuje linearni ¢asova slozitost, pro vypocet je vsak zapo-
tiebi pouze jediného pomocného qubitu (ancillae).

Uvazujme dva kvantové registry A, B o délce n = 6 s prislusnymi qubity
ag, ai ... as, by, b1 ... by a qubit z, do kterého se ulozi nejvyssi bit souctu;
pak situaci ilustruje schéma nize

bo S0
a, a
0 0
) (
b1 ® @ 51
a1 (11
52 ) 37 57 0S92
a9 i Q T a9
b3—€ @ @& s3
as b—D B—¢ as
by 85 57 D—54
4 14
315 S5
as as
z g z & sg

Obrazek 2.3: Obvod kvantové s¢itacky pro n = 6. Schéma prejimam z [18].

Vzhledem k pozadavku na reverzibilitu provadénych operaci je ztejmé, ze
pri invertovani poradi jednotlivych hradel lze obvodu vyuzit i pro odcitani;
pokud b1 = by + a, pak invertovanim prislusného operatoru dostaneme by =
b1 — a, s ohledem na dalsi konstrukci algoritmu pak bude vzdy platit b; > a,
coz situaci zjednodusuje. V opacném piipadé je nutné vyslednou hodnotu b
komplementovat.

Obvod muzeme jednoduchou upravou rozsirit i pro pripad porovnani
dvou hodnot; uvazujme cisla a, b, pak je nejprve zapotiebi sérii paralelnich
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Pauliho-X hradel komplementovat a, aplikovat obvod do faze, kdy se in-
fromace o nejvyssim bitu ulozi do z, a nasledné vsechny predchozi operace
kromé samotného zapisu do zinvertovat. Pokud plati a < b, pak nutné z = 1.

Implementaci posledné zminovaného obvodu v jazyce QCL lze spolu s
predchozi, nestabilni s¢itackou jakoz i dilé¢imi modifikacemi obou funkci na-
lézt v priloze této prace.

2.3 Obvod pro vypocet GCD

Koneéné pristupme k ndvrhu obvodu pro vypocet nejvétsiho spoleé¢ného déli-
tele. Jakkoli je jiz nékolik tisicileti lidstvu zndm Eukleidiiv algoritmus, ktery
predstavuje moznost efektivniho vypoctu GCD, s rozvojem vypocetni tech-
niky se v druhé poloviné minulého stoleti ukazalo nezbytné nalézt takovy
algoritmus, jenz by byl optimalizovany pro vyuziti v procesorech operujicich
na bazi dvojkové soustavy. Resen{ tohoto problému nabizi Steintiv, neboli téz
bindrni GCD algoritmus, z néhoz pti navrhu kvantového obvodu vyjdeme.
Nejprve vsak pripomenime, ze binarni GCD algoritmus je algoritmem rekur-
zivnim, kdy jednotlivé vypocetni cesty zachycuje predpis

2GCD(A/2,B/2) Pokud A%2=0a B%2=0
GCD(A/2,B) Pokud A%2=0a B%2=1
GCD(A, B/2) Pokud A%2 =1 a B%2 =0
GCD(452,B) Pokud A%2 =1 a B%2 = 1, zéroveti A > B

GCD(A, B)

Zatimco v pripadé klasickych pocitacu se pribéh vypoctu na konci kazdé ite-
race vétvi, pri konstrukeci kvantové obdoby obvodu musime mit na paméti, ze
algoritmus bude nutné zpracovavat celou superpozici ¢isel: Pti kazdé iteraci
algoritmus projde ,vSemi“ moznymi vypocetnimi cestami, resp. jim prislus-
nymi funkcemi, jejichz vykonani bude ad hoc podminéno hodnotami kvan-
tovych registra. Diléi iteraci nazvéme vypocetnim blokem; podobny blok lze
pak sestrojit jako posloupnost operaci provadénych v kazdé z vétvi praveé
nastinéného bindrniho algoritmu.

Problematikou vypoctu GCD na kvantovém pocitaci se pred nami zaby-
val jiz I. Markov a A. Saeedi v praci [19], kde podobné jako v nasem piipadé
prezentovali obvod zaloZeny na Steinové bindrnim algoritmu; jejich navrhu
pak odpovida schéma nize
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Uvazujme stejné velké vstupni registry A, B s prislusnymi ¢iselnymi hod-
notami, ¢tyri ancillae registry X7, Xo, X3, X4 po jednom bitu a pomocny
registr R o velikosti shodné s registry A, B; pak kazdy vypocetni blok se-
stava ze Ctyr casti podle definice vyse:

I. ¢ast Probéhne ovéreni, zdali pro A na vstupu plati A # 0; pokud
ano, ulozi se do X; logickd hodnota 1.

II. ¢ast Redukce faktoru dvojky ¢isla B. Nejprve je nutné zjistit, zdali
B%2 = 0, ¢ehoz lze diky bindrni reprezentaci ¢isel dosahnout jedinou, sta-
vem posledniho bitu B podminénou CNOT operaci na qubitu X».2 Nasledné
probéhne podle shora diskutovanych operaci cyklickd permutace registru B
podminénd stavem Xs, v piipadé vyse zminovaného navrhu resp. i X1, coz
déle jesté oziejmime.

III. ¢ast Analogicky k predchozi ¢dsti, tentokrat vsak budou operace
provedeny nad registrem A a qubitem X3. Pokud plati Xo = X3 = 1, resp.
A%2 = B%2 = 0, podle shora uvedené definice je zédvéru algoritmu zapotiebi
ziskanou hodnotu GCD vynéasobit dvojkou; podminéné tak permutujme stav
pomocného registru R, resp. vynasobme ptislusnou hodnotu R dvojkou.

IV. ¢ast Zavérecnd ¢ast obvodu. Nejprve ovéiime, zdali neplati A < B,
a logickou hodnotu ulozime do Xjy: je-li X4 = 1, s ohledem na dalsi kroky je
nutné hodnoty v registrech A i B pomoci CSWAP operace prohodit. V dalsi
fazi probéhne podminéné odec¢teni obou hodnot; provedeme tudiz reverzni

3Posledni bit, resp. qubit zépisu je pred provedenim operace i po ni nutné invertovat,
nebot logickd hodnota 1 odpovida situaci, kdy B%2 = 0.
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operaci s¢itani, kdy hradla budou podminéna qubity X5, X3. Transformace
probéhne pravé tehdy, pokud na pocatku iterace platilo A%2 = B%2 = 1.
Rozdil dvou lichych ¢isel je vSak sudé ¢islo, proto je zapotiebi z vysledku
ulozeného v registru A analogicky podminénou permutaci redukovat faktor
dvojky.

Jak se tedy ukazuje, prezentovany obvod pro vypocet GCD predstavuje
nanejvys vérnou, avsak specifikiim kvantovych vypocti prizptisobenou verzi
puvodniho bindrniho algoritmu. Piesto se domnivame, Ze autori nedosdhli
pri konstrukei bloku nejvyssi mozné efektivity, nebot celou prvni ¢ast obvodu
neni zapotiebi provadét. Ackoliv mélo ovéreni A # 0 zamezit situaci, kdy by
byl po skonceni redlného vypoctu redukovan faktor dvojky z cisla B, neni
podobny krok nezbytnym, ba ho lze povazovat za nadbyteény, nebot dalsi
chod moznou chybu osetruje. Divod je zfejmy: Pokud A = 0, pak muselo
probéhnout zavereéné odecteni hodnot AE—B, coz vsak nastane pouze tehdy,
kdy B%2 = 1. Nebot nyni A = 0, resp.A%2 = 0, dalsi odec¢teni neprobéhne,
a zjevné tak bude i nadéle platit B%2 = 1. Tim je dokézano, ze pro A = 0 k
redukci B nedojde, diky ¢emuz vSak muzeme redukovat podobu algoritmu:

] /2]

i i i 0
AN Bya—o 2 A<B

4 o A%2 =0

Zjednodusenim vypocetniho bloku jsme tak dosahli nejen snizeni casové
slozitosti, ale optimalizovali jsme i pocet ancillae qubitu.

Po niteracich bude lichd ¢ast nejvétsiho spoleéného délitele ulozena v
registru A; v jediném kroce pak stav hodnoty ulozené v A prekopirujme
do pripraveného registru C. Nasledné je nezbytné hodnoty registru C' - R
vynasobit tak, aby vysledny GCD obsahoval i difive vyredukovany faktor
dvojky. Nebot R je tudiz mocninou dvojky, lze operaci nasobeni prevést
na sled cyklickych permutaci registru A v zavislosti na stavu jednotlivych
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Je ztejmé, ze hradlo v ohranicené ¢asti neni nutné aplikovat, nebot pro
Ry = 2% = 1. Po vynasobeni hodnot je hodnota GCD ulozena v registru C;
nasledné je mozné cely algoritmus invertovat, a tudiz pti odpocitani hod-
not ulozenych v ancillae obnovit vychozi hodnoty A, B. Celkovy prubéh
algoritmu znéroznuje schéma nize

1 o 1
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Pripomenime, zZe ancillae qubity je s ohledem na pozadavek reverzibi-
lity vsech provadénych transformaci nutné ponechat v nezméném stavu po
celou dobu vypoctu. Dale uvazujme pomocny registr R o délce shodné s
velikosti registri A, B, do néhoz budou postupné ukladany vyredukované
faktory dvojky pro piipad A%2 = B%2 = 0. Pokud jako noznacime po-
cet iteraci algoritmu, je paméfova slozitost celého algoritmu zrejmé linearni,
tedy O(n). Stéle jsme vSak nezodpovédeéli otdzku, kolikrdt bude zapotiebi
diléi vypocetni bloky iterovat: Vzhledem k superpozici je nezbytné hledat
pravé tu ,nejdelsi“ moznou cestu, resp. maximalni pocet iteraci prislusny
mnoziné danych kvantovych stavi. Prostou ivahou lze dospét ke stanoveni
logaritmické casové zavislosti, kdy se na nejdelsi cestu algoritmem ziejmé
vydaji mocniny dvojky; situaci ilustruje nasledujici schéma
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Obrazek 2.4: Pocet iteraci pro odpovidajici hodnoty (z,y), kdy « < 300.

Vyslednou c¢asovou slozitost 1ze pak experimentdlné aproximovat jako
[logsla(b+ 1)]] + 1, kde a, b jsou bitové velikosti ¢isel A, B, jak to dokazuje
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Obrazek 2.5: Porovnani poctu iteraci (z,y) a hodnot
[logs[z(y + 1)]] + 1, kdy « < 100.
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2.4 Obvod pro vypocet Jacobiho symbolu

Podobné jako tomu bylo v predchozim pripadé, i pri konstrukci kvantového
obvodu pro vypocet Jacobiho symbolu piimo vyjdeme z prislusného bindar-
niho algoritmu. Konkrétné se pak nechame inspirovat navrhem klasického
obvodu tak, jak na zékladé Steinova algoritmu pfedstavil J. Shallit v [20].
Vzhledem k podobnosti s binarnim algoritmem pro vypocet GCD se tudiz
celd implementace do jisté miry zjednodusuje; pribéh vypoctu pro R = (%)
pak definujme jako

Binarni algoritmus pro vypocet Jacobiho symbolu
dokud (a%2 = 0)
a:=a/2;
pokud (n%8 = 3) nebo (n%8 = 5)
R := —R,
pokud (a < n)
SWAP(a,n);
pokud (a%4 = 3) a (n%4 = 3)
R := —R,

a:=(a—n)/2;

pokud (n%8 = 3) nebo (n%8 = 5)
R := —R,;

Jednotlivé kroky algoritmu jsou zalozeny na vztazich, které pro vypocet
Jacobiho symbolu vyplyvaji ze zakona kvadratické reciprocity. Stejné jako
v pripadé GCD je pak nutné volit ,nejdel$i“ moznou cestu, resp. obvod
zkonstruovat tak, aby v kazdé iteraci podminéné aplikoval operace prislusné
vsem krokum shora definovaného algoritmu. Samotny obvod pak charakte-
rizuje schéma na nésledujici strance.

Uvazujme kvantové registry A, N o stejné velikosti, ¢tyri ancillae qubity
X1, Xo, X3, X4 a pomocny registr R taktéz o velikosti jednoho qubitu; pak
lze prubéh jednoho vypocetniho bloku popsat nasledovné:

Cast I. Redukce faktoru dvojky z &sla A. Podobné jako u GCD pro-
béhne nejprve ovéreni, zda A%2 = 0, kdy je prislusné logickd hodnota ulo-
zena do X7; nasleduje cyklickd permutace, neboli posun posun hodnot biti
sdoprava“. Podle predpisu algoritmu je nutné zjistit, zda A%8 = 3 nebo
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A%8 = 5, ¢ehoz lze dosdhnout hradly aplikovanymi na posledni 3 qubity re-
gistru A; pokud je podminka splnéna, aplikujeme hradlo NOT, resp. CNOT
na registr R.

Cast II. Probéhne dalsi ovéfeni, zda snad jiz plati A%2 = 1.4 Pokud
ano, tj. Xo = 1, a zdroven A < N, probéhne prohozeni prislusnych stavi.
Nésledné zjistujeme, zda A%4 = 3 a zdroven N%4 = 3, pokud ano, pak
aplikujeme NOT, resp. CNOT na registr R.

Cast III.  Zévéredna ¢ast. Pokud z predchoziho ovéfeni A%2 = 1 plati
Xy =1, probéhne odecteni A— N, které je nasledovano podminénou redukei
dvojky, resp. cyklickou permutaci nad registrem A. Pak je ale nutné podobné
jako v 1. ¢ésti zjistit, zda zda A%8 = 3 nebo A%8 = 5, pokud ano, znovu
aplikujeme operaci NOT na R.

Pokud vyse uvedeny algoritmus provadi ,nasobeni“ R := —R, v nasem
pripadé lze vyuzit povahy NOT hradla coby logické operace XOR, tedy
0®0)=10), |0®1) =|1), |1 ® 1) = |0). Vyslednou hodnotu R je po skon-
¢eni vypocétu mozné zkopirovat do pripraveného registru a cely béh algo-
ritmu invertovat, ¢imz obnovime puvodni hodnoty A, N i vynulujeme stavy
jednotlivych ancillae qubita.

Pokud pak coby n oznac¢ime pocet iteraci, bude zapotiebi pravé 3n + 1
ancilla qubiti a jeden qubit R, coz stejné jako u algoritmu GCD implikuje
linedrni pamétovou slozitost. Maximalni pocet iteraci je lue nasledné apro-
ximovat jako [logy(an)] — 2, kde a, n jsou bitové velikosti ¢isel A, N; tedy

4Nabizi se otézka, pro¢ jsme druhotného ovéreni faktoru dvojky nevyuzili jiz v piipadé
GCD obvodu: Bylo tomu tak vzhledem ke snaze o redukovani poc¢tu ancillae, kdy neslo
pouzit méné nez Ctyfi pomocné qubity. Pro vypocet Jacobiho symbolu jsou v zéasadé
zapotiebi pouze tfi ancillae, proto se nabizi jeden prebyvajici qubit vyuzit pro druhotné
ovéreni, a tak zaroven urychlit chod algoritmu.
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Obréazek 2.6: Porovnani poctu iteraci algoritmu pro (z,y) a hodnot funkce
[logs(zy)] — 2, kdy = < 100.
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2.5 Finalni algoritmus

Po sestrojeni vSech nezbytnych kvantovych procedur pak koneéné pristupme
k implementaci shora disktuvaného algoritmu pro feseni problému bezétver-
covosti.

Prestoze jsme v sekci vénované teoretickému popisu uvazovali moznost
vyuziti pravé N-dimenzionalni kvantové Fouerierovy transformace, ukazuje
se, ze pri praktické implementaci se budeme muset spokojit s QFT 2™ di-
menziondalni: Jakkoli je teoreticky mozné konstrukce zamysleného operatoru
dosédhnout ([21]), uvedeny zptusob se jevi byt pouze obtizné realizovatelnym,
z ¢ehoz lze usuzovat na vyuziti méné presnych, avsak snéze dosazitelnych
operaci v pripadé realné implementace kvantovych algoritmu.

Nutné tak pred nami vyvstava otdzka, nakolik podobné vyuziti neptes-
nych hradel ovlivni spravnost naméreného vysledku: Vzhledem k nemoz-
nosti pripravit pocatec¢ni superpozici pravé N stavi budou Hadamardovymi
hradly generovany viechny 21982 N1 4{1¢{ hodnoty kvantového registru o veli-
kosti [logy N, kdy ptipady pro m > N (podle dfive zavedeného formalismu)
je nezbytné nutné redukovat. Porovname tudiz hodnoty m i N a na kvanto-
vém registru s logickou hodnotou m > N provedeme méreni: Pokud ziskdme
vlastni hodnotu systému odpovidajici logické hodnoté 1, registr A se bude
nachdazet v superpozici hodnot m > N, a cely algoritmus je tudiz zapotirebi
iterovat znovu. Pravdépodobnost, se kterou muze situace nastat, je nicméné
p < % : Pokud p > %, zaroven i N < %, kde vzhledem k vysSe fecenému
[ = 2[teg2N1 Dostdvame viak spor, nebot zjevné 2l0g2N+1 2lloga N1,

Na vliv nepfesné Fourierovy transformace pii vycislovini Gaussovych
sum nahlédneme o nékolik stranek nize; zatim uvedme schéma algoritmu
podle jeho navrhu v teoretické casti,

A ’. : K
N ﬂ——l GCD Jacobi ——
pr— |l
Pti redukci hodnot m > N pomoci porovnani obou registri je dale zapotiebi
uvazovat prislusnou pocatecni ¢ast obvodu, tedy

A {HHY
N%—ZA<N—
c— |
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Kapitola 3

Simulace vypoctu

Konec¢né se pak pokusme pribéh diskutovaného algoritmu nasimulovat v
prostredi jazyka QCL. Jakkoli bude algoritmus v mnohych pripadech navra-
cet faktor ¢isla IV jiz po provedeni prvniho, resp. druhého méreni, omezime se
pouze na piipady po samotném vy¢isleni Gaussovych sum, na zakladé ¢ehoz
budeme formulovat zptisob interpretace vysledkid pri nemoznosti zkonstru-
ovani QFT arbitrarni dimenze.

Diagramy nize pak odpovidaji vyslednému rozlozeni pravdépodobnosti
nameéieni jednotlivych stavu registru pro dana IV; nejprve ¢isla, ktera nejsou
bezcétvercova

Obrézek 3.1: P¥ipad pro N = 63 = 7 - 32
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Obréazek 3.2: Piipad pro N = 75 = 3 - 52
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Obrazek 3.3: P¥ipad pro N = 117 = 17 - 32
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Obrézek 3.4: Piipad pro N = 325 = 13 - 52
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Obrézek 3.5: P¥ipad pro N = 507 = 3 - 132
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Obrazek 3.6: P¥ipad pro N = 867 = 3 - 172
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Obrazek 3.7: Piipad pro N =247 =13-19

67



0.018 T T
0.016 — -
0.014 — —

0.012—

0 50 100 150 200 2

Obrazek 3.8: Pripad pro N =255=3-5-17
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Obréazek 3.9: Pripad pro N =323 =17-19

Jak se tedy ukazuje, vysledny stav kvantového systému po provedeni vy-
¢isleni Gaussovych sum do zna¢né miry koresponduje s idedlnim pripadem,
jak jsme ho postulovali v teoretické ¢asti. Pfedem je zapottebi prihlédnout
ke skutecnosti, ze hodnoty jsou soumérné pies ,polovinu“ spektra, respek-
tive pres %, kde n je velikost kvantového registru odpovidajici algoritmu pro
dané N; naméfené stavy veétsi nez % je nicméné mozné jednoduse odecist
od 2™, a tak ziskat spravnou hodnotu.
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Zcela podle nasich prvotnich océekdvani je mozné déle pozorovat, ze v
piipadé N = pg® nastavd maximum amplitudy pravdépodobnosti v okolf
jeho ¢tvercové ¢asti ¢?, mensi amplitudy pak odpovidaji rozmisténi nasobki
q. Tuto situaci lze nejlépe pozorovat v pripadech N = 63 a N = 507,
coz je mozné jednoduse vysvétlit: Obé ¢isla se priblizuji mocniné dvojky,
resp. implementovand 2" dimenziondlni kvantova Fourierova transformace
do znac¢né miry aproximuje prislusnou N-dimenzionalni verzi. Timto zptso-
bem je mozné nasledné interpretovat skutecnost, ze v pripadech mocninam
dvojky ponékud vzdélenéjsich ¢isel (N = 75, 117, 867) se rozlozeni amplitud
pravdépodobnosti uvazovanému idealnimu stavu rychle vzdaluje.

Presto vSak predpokladdme moznost, jak lze navzdory odchylkam ve vy-
sledném stavu dospét ke zdarnému feseni problému: Ukazuje se, ze lokalni
i globalni maxima amplitud jsou od sebe i pres posunuti celého spektra
vzdélena o periodu, kterd s velkou pravdépodobnosti predstavuje hledany
faktor.! Pak je opakovanim algoritmu mozné tato maxima namé¥it a nasled-
nym odecétenim hodnot ziskat ¢islo, které s jistou pravdépodobnosti sdili s
N spolecného délitele. Jakkoli se pak podobny zplisob muze zdat ponékud
neexaktnim, vzhledem k jiz zminovanému posunuti celého spektra se pravé
periody amplitud ukazuje jako nejjistéjsi zptisob vedouci k pribliznému ur-
¢eni oblasti, v niz se dané ¢islo sdilejici s N netrividlni faktor nachazi.

Posledni dva diagramy pak ilustruji situaci pro N bezcétvercové. V porov-
nani s predchozimi ptipady je rozlozeni amplitud pravdépodobnosti zjevné
zcela odlisné povahy, kdy minima v okoli faktora NV ,experimentalné“ doka-
zuji spravnost nasich vychozich predpokladi. Jakkoli je pfi rozrtiznénosti
pravdépodobnosti prislusnych jednotlivym stavim nelehké konkrétni mi-
nima pozorovat, pii detailni analyze se ukazuje, ze kuptikladu pro N = 255
nastévaji propady presné v takovych bodech, kdy a | N. Nebot ¢islo 255
primo sousedi s osmou mocninou dvojky, diskutovany pripad jen dale potvr-
zuje shora formulovanou domnénku o moznosti aproximace operatoru QFT.

Vysledky simulaci pro jednotlivd N ve formé tabulky, prislusnych dia-
grami v plném rozliseni i .mat souboru pro praci s daty v prosttedi MATLAB
lze pak nalézt v priloze préace.

'De facto se nemusi nutné jednat o faktor, ale o kazdé takové &islo a, pro které (a, ¢) > 1;
Eukleidovym algoritmem je pak mozné nasobek g jednoduse vypocitat.
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Zaver

V teoretické casti prace jsme se pokusili o nastinéni problematiky kvan-
tovych vypocetnich systému nejen po strance ptislusSného matematického
formalismu, ale na zdkladni drovni i z hlediska jejich fyzikalni podstaty.
Objasnili jsme specifické vlastnosti kvantovych systému, které vyplyvaji z
jejich podstaty coby ¢astic mikrosvéta, a predstavili jsme zakladni teoretické
modely pro exaktni popis podobnych systémt. Zabyvali jsme se elementarni
jednotkou kvantovych vypocti, tj. qubitem a jeho moznosti znazornéni jeho
stavu jako vektoru v komplexnim Hilbertové prostoru, stejné tak jsme vsak
neopomnéli charakteristiku kvantovych pocitaci priblizit pomoci tii hlav-
nich fyzikalnich fenomént, s nimiz se pti konstrukei algoritmi nutné setka-
vame, a sice masivniho paralelismu, entanglementu a interference vlnovych
funkei céstic.

Daéle jsme se zabyvali moznym reSenim problému bezcétvercovosti ¢isla,
kdy se jedna o jeden z tézkych, tzv. NP problémi, na ktery lze prevést né-
které vypocty z oblasti teorie ¢isel. Jakkoli jsme ve své praci vysli z myslenky
jiz dive publikované v ¢lanku [2], problematiku se ndm podarilo blize rozpra-
covat, a tak zachytit v celé jeji komplexnosti: Spolu s nastinénim studované
problematiky a zminénim nékterych zajimavych vlastnosti bezétvercovych
¢isel jsme podali vlastni diikazy nékolika vztaht vyplyvajicich z Gaussovych
sum, jejichz specifickych vlastnosti jsme pfi feseni problému dale vyuzili.

Na matematickych vychodiskach jsme nasledné vystavéli kvantovy al-
goritmus, jehoz jednotlivé kroky jsme z teoretického hlediska ozfejmili, a
podrobnou analyzou jsme dospéli k zavéru, ze na kvantovém pocitaci lze
problém bezctvercovosti efektivné fesit v polynomidlnim case s pravdépo-
dobnosti p = 1, diky ¢emuz je podané reseni mozné zaradit do slozitostni
tiidy Ezact Quantum Polynomial (EQP).

Diskutovany algoritmus jsme dale implementovali v jazyce QCL; nejprve
jsme nastinili nékteré z moznosti urychleni kvantovych vypocti, realizovali
obvody pro elementarni matematické operace a nasledné navrhli efektivni
postupy pro vypocet nejvétsiho spolecného délitele (GCD) a Jacobiho sym-
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bolu, kdy se v obou piipadech jednd o stézejni funkce z oblasti teorie ¢isel.

Jakkoli jsme v teoretické c¢asti postulovali spravnost vysledkt s pravdeé-
podobnosti p = 1 a moznost provedeni vypocétu v polylogaritmickém case,
pii nésledné implementaci algoritmu téchto charakteristik nedosahli: Casova
slozitost vzrostla z O(log? N) na O(Nlog N) z diivodu nestability logarit-
mické kvantové s¢itacky, které jsme pro dosazeni uvazované casové efektivity
zamysleli vyuzit; nakonec tak bylo nutné implementovat robustnéjsi obvod
s linearni ¢asovou komplexitou.

Po nasimulovani béhu algoritmu pro dana N se ukézalo, za jakkoli vy-
sledné rozlozeni amplitud pravdépodobnosti koresponduje s nasimi puvod-
nimi predpoklady, je v nékterych pripadech mozné pozorovat odchylky od
idealniho stavu, které zpusobuje nutnost aproximace IN-dimenzionédlni kvan-
tové Fourierovy transformace pomoci snaze implementovatelné 2™ dimenzi-
onalni verze. De facto jsme se tak setkali s podobnym problémem jako v
pripadé Shorova algoritmu, kdy obtiznost sestrojeni pravé N-dimenzionalni
QFT ve vysledku taktéz vyrazné ovliviiuje charakteristiku implementova-
ného algoritmu.

Pfesto jsme vSak navrhli mozny zptsob feseni, jak lze i pri diskutova-
nych odchylkach od idedlniho stavu problém bezcétvercovosti stale vyresit;
do budoucna se pak zamérime pravé na moznost algoritmické implementace
QFT pro arbitrarni velikost N a blize analyzujeme chyby, s nimiz jsme se
pri testovani logaritmické sc¢itacky setkali.

V intenzivnim studiu problematiky kvantovych vypocetnich systémii pak
planujeme i nadale pokracovat; konkrétné se zamyslime zamérit na zodpo-
vézeni otazky, zdali 1ze Gaussovych sum vyuzit i pro ucel faktorizace libo-
volného d¢isla.

71



Literatura

1]

2]

=

P. W. Shor, “Why haven’t more quantum algorithms been found?,”
Journal of the ACM (JACM) 50(1), pp. 87-90, 2003.

J. Li, X. Peng, J. Du, and D. Suter, “An Efficient Deterministic Quan-
tum Algorithm for the Integer Square-free Decomposition Problem,”
ArXiv preprint 1108.5848 , Aug. 2011.

B. Oemer, “Quantum Programming in QCL,” TU Wien , 2000.

“Quantum  Turing machine. Encyclopedia of Mathematics.”
http://www.encyclopediaofmath.org/index.php?title=Quantum_
Turing machine&o0ldid=31935, prosinec 2015.

D. Deutsch, “Quantum theory, the Church-Turing principle and the uni-
versal quantum computer,” in Proceedings of the Royal Society of Lon-
don A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences, 400(1818),
pp- 97-117, The Royal Society, 1985.

S. Aaronson, “Quantum Computing, Postselection, and Probabilistic
Polynomial-Time,” ArXiv preprint quant-ph/0412187 , 2007.

M. Lanzagorta and J. Uhlmann, Quantum Computer Science (Synthesis
Lectures on Quantum Computing), Morgan and Claypool Publishers, 11
2008.

M. A. Nielsen and I. L. Chuang, Quantum Computation and Quantum
Information: 10th Anniversary Edition, Cambridge University Press, 10
anv ed., 1 2011.

J. Visnék, “Kvantové chemické algoritmy pro kvantové pocéitace,” MFF
UK , 2012. Diplomova prace.

C. M. Dawson and M. A. Nielsen, “The Solovay-Kitaev algorithm,”
ArXiv preprint quant-ph/0505030 , 2007.

72


http://www.encyclopediaofmath.org/index.php?title=Quantum_Turing_machine&oldid=31935
http://www.encyclopediaofmath.org/index.php?title=Quantum_Turing_machine&oldid=31935

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[20]

21]

E. W. Weisstein, “Squarefree. From MathWorld—A Wolfram Web Re-
source.” http://mathworld.wolfram.com/Squarefree.html, biezen
2016.

B. C. Berndt, R. J. Evans, and K. S. Williams, Gauss and Jacobi Sums,
Wiley-Interscience, 1 ed., 6 1998.

H. Cohen, Number Theory: Volume I: Tools and Diophantine Equations
(Graduate Texts in Mathematics), Springer, 2007 ed., 5 2007.

C. Moore and M. Nilsson, “Parallel Quantum Computation and Quan-
tum Codes,” ArXiv preprint quant-ph/9808027 , 2009.

“Quantum Fourier Transformation / Schéma obvodu.” https://en.
wikipedia.org/wiki/Quantum_Fourier_transform, bfezen 2016.

T. G. Draper, S. A. Kutin, E. M. Rains, and K. M. Svore, “A
logarithmic-depth quantum carry-lookahead adder,” Quant. Inf. Comp.
Vol. 6,, pp. No.4-5,pp.351-369, 2006.

V. Vedral, A. Barenco, and A. Ekert, “Quantum Networks for Elemen-
tary Arithmetic Operations,” ArXiv preprint quant-ph/9511018 , 2009.

S. A. Cuccaro, T. G. Draper, S. A. Kutin, and D. P. Moulton, “A
new quantum ripple-carry addition circuit,” ArXiv preprint quant-

ph/041018 , 2007.

M. Saeedi and I. L. Markov, “Quantum Circuits for GCD Computation
with O(nlogn) Depth and O(n) Ancillae,” ArXiv preprint 1304.7516
Apr. 2013.

J. Shallit and J. Sorenson, “A Binary Algorithm for the Jacobi Symbol,”
ACM SIGSAM Bulletin 27, pp. 4-11, 1993.

W. van Dam and G. Seroussi, “Efficient Quantum Algorithms for Esti-
mating Gauss Sums,” ArXiv preprint quant-ph/0207151 , 2007.

73


http://mathworld.wolfram.com/Squarefree.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_Fourier_transform
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_Fourier_transform

Priloha A. Seznam pouzitého softwaru

Pro vypracovani prace jsme vyuzili nasledujicich programu

Program

Ucel

Quantum Computation Language 0.6.4

Simulace algoritmu

Cygwin 2.0.4

Emulace prostiedi Unixu pro béh QCL

MathWorks MATLAB r2015a

Vykresleni grafii

Visual Studio 2015 Community

IDE programu pro dil¢i analyzy chodu algoritmu

QTool

Vlastni program v C# pro provadéni analyz

I¥yX 2.1

Textovy procesor

QCircuit

Vykresleni kvantovych obvodi v BTEX

Vlastni program QTool se pak nachazi v ptiloze prace.
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Priloha B. Zdrojové kédy v QCL

Prilozené soubory obsahuji zdrojové kédy odpovidajici implementaci vyse
prezentovanych kvantovych funkci v jazyce QCL. Simula¢ni prostfedi a in-
terpret zdrojovych kédi lze stdhnout online na adrese QCL - A Program-
ming Language for Quantum Computers, pro pripad vyuziti programu na
systému Windows je mozné postupovat podle navodu dostupného na Run-
ning QCL on Windows. Pro vycerpavajici referenci si dovolime odkéazat na
predchozi uvedenou adresu, pouze pak zminme, jak lze zdrojové kody do pro-
gramu ,nahrat“: Soubory s kédy je mozné nacist pomoci prikazu include
"soubor.qcl".

Duvod, proc lze kazdy soubor nalézt ve dvou verzich, je ten, Ze pri testo-
vani algoritmu jsme se opakované setkali s chybou na strané QCL v podobé
Spatného , garbage collectoru®, je-li tak mozné o kvantovych registrech ho-
vorit. Jednoduse feceno, ukazalo se zapotifebi vSechny pouzivané registry
deklarovat jiz na pocatku algoritmu, nebof pri dynamickém vytvareni in-
stanci v pribéhu vypoctu se stavalo, ze dva rizné registry ve skutecnosti
ukazovaly na stejné misto v paméti. Adresar , puvodni® tak obsahuje opti-
malizované kédy podle ndvrhu vyse, ,upravene“ pak kédy zjednodusené pro
bezchybny béh v QCL.
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Priloha C. Vysledky simulaci

K praci dale prikladame vysledky simulaci chodu algoritmu pro jednotliva V.
Data lze nalézt jak v tabulce ve formatu .csv, tak i vizualizované podobé ve
formatu .png. Vsechna data lze pak jednoduse nac¢ist do prostredi MATLAB
pomoci souboru , matlab__data.mat”.

Podotknéme, ze hodnoty odpovidaji pravdépodobnostem naméreni pri-
slusnych stavi, podle definice se tak jedna o druhé mocniny amplitud prav-
dépodobnosti. Prestoze jsme v kapitole vénované zavérecnému testovani oba
pojmy zaménovali, ¢inili jsme tak s ohledem na vysledné rozlozeni ampli-
tud, které je v obou piipadech stejné. Amplitudy pravdépodobnosti mohou
ve skutecnosti nabyvat i zapornych hodnot, ¢imz by se obé spektra zjevné
odlisovala, nicméné v ptripadé simulace ma pro nas skuteény vyznam pouze
pravdépodobnost naméreni danych stavu.
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