
ST�EDO�KOLSKÁ ODBORNÁ �INNOST

I 20 bez SETu

Magdaléna Tydrichová

�t¥tí 2013



ST�EDO�KOLSKÁ ODBORNÁ �INNOST

Obor £.1: Matematika a statistika

I 20 bez SETu

Autor: Magdaléna Tydrichová

�kola: Gymnázium Jana Palacha, Pod Vrchem 3421, 27601 M¥lník

Konzultant: RNDr. Jakub Stan¥k

�t¥tí 2013



Prohlá²ení

Prohla²uji, ºe jsem svou práci vypracovala samostatn¥, pouºila jsem pouze
podklady (literaturu, SW atd.) uvedené v p°iloºeném seznamu a postup p°i
zpracování a dal²ím nakládání s prací je v souladu se zákonem £. 121/2000
Sb., o právu autorském, o právech souvisejících s právem autorským a o
zm¥n¥ n¥kterých zákon· (autorský zákon) v platném zn¥ní.

V . . . . . . . . . . . . dne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Podpis: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



Pod¥kování

V první °ad¥ bych cht¥la pod¥kovat panu RNDr. Jakubu Sta¬kovi za to, ºe
byl mým konzultantem, který mne p°i tápání na matematickém rozcestí na-
sm¥roval na správnou cestu, díky £emuº jsem byla schopna práci dotáhnout
do konce. Nemén¥ bych cht¥la pod¥kovat paní profesorce Dan¥ Hilské za to,
ºe mou práci pr·b¥ºn¥ £etla, pomáhala mi zjem¬ovat mnohdy kostrbatá vyjá-
d°ení a hlavn¥ mi byla p°i tvorb¥ velkou morální podporou. Dále bych cht¥la
pod¥kovat Mí²e Pokové, která m¥ s hrou seznámila, a celé rodin¥ Maru²in-
cových, díky kterým jsem vlastn¥ práci za£ala psát, psala a dopsala. Velký
dík pat°í i Honzovi Hore²ovskému, který mi pomohl vymyslet, jak práci nako-
nec zp°ehlednit. V neposlední °ad¥ bych ráda pod¥kovala paní profesorce Ilon¥
N¥mcové, která je hlavním garantem SO� na na²í ²kole a bez níº bych tedy
práci ur£it¥ nenapsala takto �organizovan¥�. D¥kuji také tv·rc·m úºasného
sázecího systému TEX, protoºe psaní práce v n¥m bylo radostí. A záv¥rem
bych ráda pod¥kovala v²em, kte°í se mnou hru n¥kdy hráli! Protoºe to je,
vzhledem k tomu, ºe se jedná o hru, nejd·leºit¥j²í!



ANOTACE

Cílem práce bylo charakterizovat karetní hru SETy z hlediska matematic-
kého, popsat a zobecnit její základní kombinatoriku a na základ¥ toho se po-
kusit najít nejv¥t²í moºnou skupinu karet, mezi nimiº není SET, a dokázat,
ºe je opravdu nejv¥t²í moºná. Základní my²lenka byla vystav¥na na prin-
cipech analytické geometrie, v¥t²ina pozd¥j²í práce se v²ak týká p°edev²ím
kombinatorických a pravd¥podobnostních problém·, okrajov¥ t°eba i teorie
her a teorie mnoºin.
Vedlej²ím cílem práce bylo aplikovat získané poznatky na reálnou hru, kon-
krétn¥ stanovit optimální herní strategii a pokusit se vymyslet i jiné herní
varianty.

Klí£ová slova: kombinatorika, kolinearita bod·, teorie her, mnoºiny, teo-
rie pravd¥podobnosti

ANNOTATION

The main point of the work was to characterize the card game SET from
the mathematical point of view, describe and generalize its basic combina-
torics and try to �nd the maximal possible set of cards without including
a SET and prove that the founded set is really the largest one. The main
idea was built on the principles of analytical geometry, however, the majority
of later work concerns the combinatorics and probability problems, such as
the game theory or set theory.

Besides, I�ve tried to apply all gained information on the real game, to be
concrete I�ve tried to �nd out the optimal strategy as well as some other
possible game variants.

Key words: combinatorics, collinearity of points, game theory, set theory,
probability
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Úvod

Kdyº jsem se s karetní hrou SETy setkala poprvé, nedá se °íct, ºe by mne
n¥jak zvlá²´ nadchla. Ano, hra se mi od po£átk· líbila pro svou geniální jedno-
duchost - pravidla pochopí kaºdý b¥hem p¥ti minut, dá se hrát stále dokola,
aniº by omrzela, kaºdé rozdání je n¥£ím jiné a zkrátka s hrou se dá strá-
vit plno hodin zábavy. Ov²em kolem bylo plno jiných her a jak £as plynul,
na SETy jsem tém¥° zapomn¥la.

Situace se zm¥nila, kdyº jsem si zhruba po roce zahrála hru se ²estiletou Bá-
rou Maru²incovou (respektive kdyº jsem p°idávala na st·l nové a nové karty
a Bára mezi nimi prakticky okamºit¥ nacházela nové a nové SETy). B¥hem
hry jsme se dostaly do situace, kdy jsme mezi kartami nevid¥ly ºádný SET,
proto jsme postupn¥ po t°ech p°idávaly dal²í karty, aº bylo na stole 18 karet
a Bára °ekla: �Tady uº musí být.� Divila jsem se, jak na to p°i²la, a tak jsem
vlastn¥ poprvé sly²ela v¥tu, ºe nejv¥t²í skupina karet, mezi nimiº nemusí být
SET, je ²estnácti£lenná. A najednou bylo okamºit¥ jasné, ºe se touto hrou
musím za£ít zabývat.

Mým hlavním cílem bylo od po£átk· dokázat, p°ípadn¥ vyvrátit tvrzení,
ºe ²estnácti£lenná skupina je maximální moºná skupina karet bez SETu.
Coº se mi povedlo jednodu²e, kdyº jsem úplnou náhodou nalezla skupinu
18 karet, mezi kterými nebyl SET. V tu chvíli mi ale jiº nesta£ilo v¥d¥t,
ºe existuje více£lenná skupina karet bez SETu, cht¥la jsem totiº zjistit, kolik
karet m·ºe mít skupina bez SETu maximáln¥.

Nejprve jsem si uv¥domila, ºe kaºdou z karet si lze p°edstavit jako bod
o £ty°ech sou°adnicích, jejichº hodnoty jsou 1, 2 nebo 3, a ºe tyto body tvo°í
v prostoru £ty°rozm¥rnou krychli. M·j problém byl tedy ekvivalentní otázce,
kolik bod· lze umístit do této krychle tak, aby byly po t°ech nekolineární.
Nabízelo se více zp·sob·, jak problém °e²it, já jsem se rozhodla ho °e²it kom-
binatoricky. Abych v²ak nemusela prov¥°ovat v²echny konkrétní situace, které
mohou nastat (coº by nebylo v lidských silách), vymezila jsem pouze typy si-
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tuací, pro n¥º jsem postupn¥ dokázala, zda mezi nimi m·ºe nebo nem·ºe být
SET. Problém jsem °e²ila postupn¥ od jednorozm¥rného aº ke £ty°rozm¥r-
nému prostoru, coº se ukázalo jako vhodné - kaºdý (n+1)-dimenzionální pro-
stor jsem pak mohla chápat jako sjednocení n¥kolika jeho nadrovin, v nichº
bylo moºné aplikovat jiº dokázané poznatky z n-dimenzionálního prostoru.

P°i zápisu d·kazu jsem se snaºila £tená°i co nejvíc p°iblíºit a zp°ehlednit
mé my²lenky, aby se práce nestala ne£itelnou. Proto jsem pouºívala tabulky,
barevné rozli²ování nebo t°eba pro lep²í p°edstavivost a usnadn¥ní orientace
ve struktu°e d·kazu p°íklady konkrétních situací, které nalezneme v p°ílo-
hách. P°estoºe zp°ehledn¥ní práce nebylo vzhledem k jejímu rozsahu a vzhle-
dem k mnoha£etnému v¥tvení situací v·bec jednoduché, v¥°ím, ºe se mi to po-
vedlo alespo¬ do té míry, aby se pozorný a trp¥livý £tená° v problému ne-
ztratil a byl schopen mu porozum¥t.

Práce je £len¥na do n¥kolika kapitol. V úpln¥ první kapitole nalezeme ja-
kýsi stru£ný p°ehled matematických pojm·, které v práci pouºívám. Znalost
t¥chto pojm· je nezbytná k porozum¥ní.

Druhá kapitola p°ibliºuje £tená°i historii a pravidla hry, která je nutné si pro
pochopení práce osvojit.

Ve t°etí kapitole jsem pak samostatn¥ °e²ila základní matematické problémy,
pomocí nichº lze hru charakterizovat. De�novala jsem základní pojmy ne-
zbytné pro pozd¥j²í d·kaz, seznámila se se základní kombinatorikou hry a p°i-
pravila si tak p·du pro pozd¥j²í (�hlavní�) d·kaz.

�tvrtá kapitola je v¥nována samotnému d·kazu, kv·li n¥muº práce p·vodn¥
vlastn¥ vznikla. Jedná se o nejrozsáhlej²í kapitolu, b¥hem níº je postupn¥
zji²t¥n nejen nejv¥t²í po£et karet bez SETu obecn¥, ale i nejv¥t²í po£et karet
bez SETu pro konkrétní typy situací, které mohou nastat. Obecn¥ se jedná
o d·kaz sporem, který je ale pro kaºdý typ situace speci�cký, nebo´ pro kaºdý
typ situace bylo vhodné pouºít trochu jiný postup.

V páté kapitole je £tená°i vysv¥tlena strategie hry. Jedná se o £ást práce
s asi nejv¥t²ím praktickým vyuºitím. Krom¥ vysv¥tlení optimálního zp·sobu
hry1 je zde i vý£et moºností, k £emu v²emu lze tento postup p°i h°e vyuºít,
a to i s návodem, jak.

1Který bych ov²em vzhledem k charakteru hry nenazývala vyhrávající strategií.
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V poslední ²esté kapitole jsem se pokusila zobecnit základní kombinatoriku
hry, popsat a porovnat mnou vymy²lené herní varianty a na záv¥r provést
diskuzi o hratelnosti ostatních moºných variant.

I kdyº hlavní my²lenka d·kazu byla vlastn¥ zaloºena na analytické geo-
metrii, práce se týká hlavn¥ kombinatoriky a pravd¥podobnosti. Najdeme
zde i drobné p°esahy do jiných matematických disciplín, nap°. do teorie mno-
ºin £i teorie her. Zárove¬ se ale jedná o st°edo²kolskou odbornou £innost,
tedy o práci psanou na základ¥ st°edo²kolských znalostí. K jejímu pochopení
rozhodn¥ není t°eba ºádných vysoko²kolských matematických znalostí.
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Kapitola 1

Základní matematické pojmy
pouºité v práci

V této kapitole bych ráda £tená°i p°iblíºila matematické pojmy, které v práci
pouºívám a jejichº znalost je p°edpokladem pro snaz²í porozum¥ní mé práci.
Nejedná se v²ak o souvislý výklad, spí² o jakýsi �slovní£ek� , který má usnad-
nit orientaci v textu. Proto také není nutné tuto kapitolu £íst v celku, dopo-
ru£uji spí² se k ní v p°ípad¥ pot°eby vracet v pr·b¥hu £etby zbytku práce.
Zárove¬ je od £tená°e o£ekávána (alespo¬ základní) znalost st°edo²kolské
matematiky. Krom¥ formálních matematických pojm· si dovoluji de�novat
i pár vlastních pojm·, které v práci budu vyuºívat velice £asto pro popis
nejr·zn¥j²ích problém·.

1.1 Kombinatorika, pravd¥podobnost

Protoºe v¥t²ina práce je zaloºena na kombinatorice a teorii pravd¥podob-
nosti, je pot°eba znát alespo¬ základní pojmy z této oblasti matematiky:

Kombinatorika je úpln¥ jednodu²e °e£eno obor matematiky, který se za-
bývá uspo°ádáním daným prvk· ve skupinách (které vznikají dle ur£itých
pravidel).

Obecn¥ vzato °íkáme v²em prvk·m dohromady, z nichº lze vybrat skupinu,
soubor. V p°ípad¥, ºe jsou v²echny prvky navzájem r·zné, se jedná o zá-

kladní mnoºinu1. V p°ípad¥ mé práce se opravdu jedná o mnoºinu, protoºe
pracuji se souborem prvk· (karet), které jsou v²echny vzájemn¥ rozli²itelné

1To proto, ºe prvky v mnoºin¥ se nemohou opakovat, na rozdíl od souboru, ve kterém
se prvky opakovat m·ºou.
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(tj. ºádné dv¥ nejsou stejné).

Jak jsem jiº °ekla, vybereme-li z n-prvkového souboru k prvk·, kde k je p°i-
rozené, dostaneme skupinu k-té t°ídy. V rámci skupiny m·ºe, ale nemusí
záleºet na uspo°ádání prvk·:

Pokud záleºí na uspo°ádání prvk· v rámci skupiny, °íkáme, ºe se jedná o tzv.
variaci k-té t°ídy.

Variace m·ºe být bu¤ s opakováním nebo bez opakování .

Jedná-li se o variaci k-té t°ídy s opakováním , znamená to, ºe jsme z n
prvk· souboru vybrali k≤ n prvk·, které se mohou opakovat (tzn. nemusí
být v²echny vzájemn¥ r·zné). Takový výb¥r lze provést nk zp·soby:

V (n, k) = nk

Jedná-li se o variaci k-té t°ídy bez opakování , znamená to, ºe jsme op¥t
z n prvk· souboru vybrali k≤ n prvk·, které se ov²em nemohou opakovat
(tzn. mezi vybranými prvky neexistuje ºádná dvojice takových prvk·, které
by byly shodné). Takový výb¥r lze provést n · (n− 1) · (n− 2) · ... · (n− k +
2) · (n− k + 1) zp·soby:

v(n, k) = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · (n− k + 2) · (n− k + 1)

Pokud na uspo°ádání prvk· v rámci skupiny nezáleºí, jedná se o tzv. kombi-

naci k-té t°ídy. I zde rozli²ujeme kombinaci s opakováním a kombinaci

bez opakování.

Pokud se jedná o kombinaci s opakováním, znamená to, ºe se ve skupin¥
vyskytují prvky, které nejsou v²echny vzájemn¥ r·zné. Takový výb¥r lze pro-
vést následujícím po£tem zp·sob·:

K(k, n) =

(
n+ k − 1

k

)
Jedná-li se o kombinaci bez opakování, znamená to, ºe kaºdý z prvk· se ve
skupin¥ nachází nejvý²e jednou. Výb¥r takové skupiny lze provést následují-
cím po£tem zp·sob·:

k(k, n) =

(
n

k

)
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Nyní si je²t¥ uvedeme pár základních kombinatorických pravidel a v¥t:

Kombinatorické pravidlo sou£tu: Jsou-li A1, A2, . . . , An kone£né mno-
ºiny, které mají po °ad¥ p1, p2, . . . , pn prvk·, a jsou-li kaºdé dv¥ disjunktní,
pak po£et prvk· mnoºiny A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An je roven p1 + p2 + . . . + pn.

Kombinatorické pravidlo sou£inu: Po£et v²ech uspo°ádaných k -tic, je-
jichº první £len lze vybrat n1 zp·soby, druhý £len po výb¥ru prvního £lenu n2

zp·soby atd. aº k -tý £len po výb¥ru v²ech p°edcházejících £len· nk zp·soby,
je roven n1 · n2 · . . . · nk.

Dirichlet·v princip, moºná znám¥j²í jako p°ihrádkový princip, °íká:
Nech´ k, n jsou p°irozená £ísla, k > n. P°i jakémkoliv rozd¥lení k p°edm¥t·
do n p°ihrádek existuje p°ihrádka, v níº budou alespo¬ dva p°edm¥ty.

Mohla bych zde samoz°ejm¥ uvést dal²í pojmy z oblasti kombinatoriky, vzhle-
dem k obsahu práce to ale není nutné. Z teorie pravd¥podobnosti £tená°i pro
ú£ely pochopení práce sta£í znát prakticky jen de�nici pravd¥podobnosti :

Náhodný pokus je pokus, jehoº výsledek není jednozna£n¥ ur£en po£áte£-
ními podmínkami. Náhodný jev je moºným výsledkem náhodného pokusu
- po provedení pokusu lze vºdy ur£it, zda daný náhodný jev nastal (v tako-
vém p°ípad¥ mluvíme o p°íznivém jevu), nebo nenastal. Nyní jim m·ºeme
p°istoupit k samotné (klasické) de�nici pravd¥podobnosti:

Nech´ náhodný pokus spl¬uje p°edpoklady:

1. V²ech moºných výsledk· je kone£ný po£et.

2. V²echny výsledky jsou stejn¥ moºné.

3. V²echny výsledky se vzájemn¥ vylu£ují.

Pravd¥podobností jevu A pak nazveme £íslo P (A) =
m

n
, kde n je po£et

v²ech moºných výsledk· náhodného pokusu a m je po£et p°íznivých jev· A.

Pravd¥podobnost jevu je tedy reálné £íslo od 0 do 1. Pokud P (A) = 0, mlu-
víme o tzv. jevu nemoºném, pokud P (A) = 1, jedná se o jev jistý. Obecn¥
pravd¥podobnost jevu vyjad°uje míru o£ekávatelnosti výskytu jevu.
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1.2 Ostatní matematické pojmy

Krom¥ pravd¥podobnosti a kombinatoriky se práce dotýká teorie mnoºin,
teorie her a pop°. i analytické geometrie nebo statistiky. Z t¥chto oblastí
bude t°eba znát následující pojmy:

Z teorie mnoºin je v práci pouºit pojem kardinální £íslo, a to v souvis-
losti s kone£nými mnoºinami.

Kardinalita neboli mohutnost kone£né mnoºiny je p°irozené £íslo rovné
po£tu prvk· mnoºiny. Kardinalita mnoºiny M se zapisuje jako | M |.

Pr·nik mnoºin A a B A ∩ B je mnoºina v²ech prvk·, které jsou obsaºeny
v mnoºin¥ A a sou£asn¥ i v mnoºin¥ B. Pokud je pr·nikem mnoºin prázdná
mnoºina (tj. nemají spole£ný prvek), °íkáme, ºe mnoºiny jsou disjunktní.

V²echny tyto pojmy jsou v práci pouºívány pom¥rn¥ £asto. Samoz°ejm¥
jsou zde ob£as pouºity i jiné (zde neuvedené) pojmy, které jsou ale (pokud
je t°eba) vysv¥tleny aº v pr·b¥hu práce samotné.

1.3 Vlastní pojmy pouºívané v práci

Pro snaz²í popis karet a lep²í práci s nimi jsem zavedla své vlastní pojmy,
které je pot°eba znát pro dobrou orientaci v práci.

Kaºdou kartu A si p°edstavuji jako bod A umíst¥ný v £ty°rozm¥rném pro-
storu, konkrétn¥ v prostoru U × U × U × U = U4, kde U = {1, 2, 3}. Karty
- tedy v²echny body A1−81 tvo°í vlastn¥ £ty°rozm¥rnou krychli.

Kaºdý bod má £ty°i obecné sou°adnice, které v práci nazývám vlastnostmi.
Konkrétní hodnoty kaºdé sou°adnice (tj. 1,2 nebo 3) pak nazývám jednodu²e
hodnotami.

Ve velké £ásti práce se setkáme s pojmem pom¥r. Pom¥rem rozumím jedno-
du²e �neuspo°ádaný pom¥r� hodnot ur£ité vlastnosti v dané skupin¥ karet.
Mám-li nap°íklad skupinu £ty° karet, kde se pro jednu vlastnost vyskytuje
nap°. u jedné karty hodnota 1, u jedné karty hodnota 2 a u dvou karet
hodnota 3, pak pom¥r hodnot této vlastnosti v dané £tve°ici (= pom¥r) je
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1:1:2.2

Pokud se v práci vyskytují n¥jaké dal²í matematické pojmy, jsou obvykle
vysv¥tleny p°ímo ta, kde je tomu t°eba.

2Pro lep²í p°ehlednost je moºné vºdy pro kaºdý zmi¬ovaný pom¥r nalézt v p°ílohách
p°íklad konkrétní skupiny karet, která tento pom¥r spl¬uje.
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Kapitola 2

Seznámení s hrou

2.1 Historie hry

Jedná se o pom¥rn¥ mladou karetní hru. Její autorkou je Marsha J. Falco,
geneti£ka, která hru vymyslela v roce 1974 v rámci svého výzkumu p°i Univer-
zit¥ v Cambridge. Zabývala se totiº otázkou d¥di£nosti genu epilepsie u n¥-
meckého ov£áka. Pro kaºdého zkoumaného psa si zavedla zvlá²tní sloºku,
do níº si zapisovala genetické informace zví°ete. V²imla si, ºe získané infor-
mace lze rozd¥lit na n¥kolik základních typ·, které se objevují u v²ech zví°at,
pokaºdé ale v jiné kombinaci. Aby proto nemusela v²e vypisovat, nakreslila
si symboly p°edstavující vºdy jeden typ informací. Symbol·m pak vymys-
lela vlastnosti, pomocí kterých popisovala a rozli²ovala r·zné kombinace.
Kdyº tento systém kombinací vysv¥tlovala veteriná°i, se kterým spolupra-
covala, napadlo ji, ºe je to vlastn¥ zábavné, a hra SET byla na sv¥t¥.1

N¥kolik let ji Marsha Falco hrála pouze se svou rodinou a p°áteli, postupn¥
ji vylep²ovala, aº nakonec v roce 1990 zaloºila �rmu SET Enterprises a hru
vydala. 2

V Americe se hra okamºit¥ stala velice populární. To dokazuje i fakt,
ºe za 23 let své o�ciální existence obdrºela 35 nejr·zn¥j²ích ocen¥ní3, mimo

1cit[1]
2cit[1]
3cit[1]
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jiné i velice prestiºní cenu Mensa Select, kterou £lenové Mensy USA ud¥lují
kaºdý rok p¥ti nejlep²ím hrám.4

V �eské republice je hra sice pom¥rn¥ neznámá, ov²em mezi svými p°íznivci
opravdu populární a vysoce návyková. Jak se °íká, v jednoduchosti je kouzlo,
a SETY váºn¥ nadchnou prakticky kaºdého, kdo se jim p°iplete do cesty.
Protoºe karty je t¥ºké sehnat, v¥t²ina hrá£· si je vyrábí sama, a tak je moºné
se setkat s jejich r·znými variantami. Hra je v¥t²inou známá pod názvem
Triády nebo Mnoºiny, existují také r·zné herní varianty, o kterých se je²t¥
zmíním pozd¥ji.

2.2 Pravidla hry

Hra obsahuje 81 karet. Kaºdá karta má 4 vlastnosti, kaºdá z t¥chto vlastností
m·ºe nabývat t°í r·zných hodnot. Konkrétn¥:

• vlastnost TVAR � symbolem na kart¥ m·ºe být bu¤ OVÁLEK, VLNKA
nebo KOSO�TVEREC

• vlastnost PO�ET � na kart¥ nalezneme JEDEN, DVA nebo T�I sym-
boly daného tvaru

• vlastnost BARVA � symboly na kart¥ mohou být �ERVENÉ, ZELENÉ
nebo MODRÉ

• vlastnost VÝPL� � symboly mohou být PLNÉ (zcela vybarvené), �RA-
FOVANÉ nebo PRÁZDNÉ (barva a tvar jsou ur£eny pouze pomocí
obrysové linie.

Pro lep²í p°edstavu a pochopení se podívejme na následující obrázek:

4cit[1]
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Obrázek 2.1: Vlastnosti karty

Pro vlastnost TVAR nabývá tato karta hodnoty VLNKA.
Pro vlastnost PO�ET nabývá tato karta hodnoty T�I.
Pro vlastnost BARVA nabývá tato karta hodnoty ZELENÁ.
Pro vlastnost VÝPL� nabývá tato karta hodnoty PRÁZDNÁ.

Odsud je vid¥t, pro£ je karet 81. U kaºdé z vlastností máme na výb¥r ze t°í
hodnot. Vlastnosti jsou 4, proto v²ech moºných kombinací

34 = 81

Kaºdá karta je tedy unikátní (tj. n¥£ím se li²í od kaºdé z ostatních).
Setem rozumíme takovou mnoºinu t°í karet A, B, C, kdy pro kaºdou je-
jich vlastnost v, respektive pro hodnoty t¥chto vlastností pro dané karty
v(A,B,C), platí práv¥ jedna z následujících podmínek:

v(A) = v(B) ⇒ v(B) = v(C). (2.1)
v(A) 6= v(B) ⇔ [v(C) 6= v(A) ∧ v(C) 6= v(B)] (2.2)

Jinými slovy pro kaºdou vlastnost platí, ºe její hodnota je pro v²echny 3 karty
shodná (nap°. na v²ech t°ech kartách jsou VLNKY), nebo pro v²echny 3 karty
r·zná (nap°. na jedné z karet je JEDNA, na druhé DV� a na t°etí T�I vlnky).

Pro lep²í porozum¥ní op¥t p°ikládám obrázky:
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Obrázek 2.2: P°íklad SETu

Pro vlastnosti TVAR, PO�ET a BARVA platí, ºe pro v²echny 3 karty na-
bývají stejných hodnot (VLNKA, T�I, ZELENÁ). Pro vlastnosti VÝPL�
platí, ºe pro kaºdou ze t°í karet nabývá jiné hodnoty. Kaºdá z vlastností tedy
spl¬uje práv¥ jednu z podmínek (2.1), (2.2), proto se jedná o SET.

Obrázek 2.3: P°íklad trojice, která není SETem

V tomto p°ípad¥ je pro vlastnost TVAR a PO�ET spln¥na podmínka (2.1).
Pro vlastnost VÝPL� je spln¥na podmínka (2.2). Pro vlastnost barva ov²em
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není spln¥na ani jedna z podmínek (neplatí, ºe by v²echny karty m¥ly stej-
nou barvu, nebo kaºdá z karet byla jinak barevná). Proto se v tomto p°ípad¥
nejedná o SET.

Podle o�ciálních pravidel je hra ur£ena dv¥ma aº osmi hrá£·m ve v¥ku
od deseti let.5 Ve skute£nosti je ale po£et hrá£· omezen jen tím, kolik lidí
vidí na st·l, a hra není nijak v¥kov¥ omezená. Karty se postupn¥ vyklá-
dají na st·l (podle o�ciálních pravidel je na stole na po£átku kaºdého tahu
vºdy 12 karet, podle �na²ich� pravidel 9 � tím se moje práce bude li²it
i od toho, co jsem na²la � v kapitole Herní varianty to budu porovnávat)
a cílem kaºdého z hrá£· je najít mezi nimi SET. V²ichni hrá£i hledají na-
jednou, kdo poºadovanou kombinaci karet vidí jako první, °ekne �SET�.
V tu chvíli tah kon£í a hrá£, který SET objevil, si ho vezme. V p°ípad¥,
ºe se spletl a jím vybrané karty netvo°í SET, karty z·stávají ve h°e a daný
hrá£ nesmí hrát aº do chvíle, kdy n¥kdo jiný objeví správnou kombinaci.

�asová náro£nost hry je asi 20 aº 30 minut a hra kon£í, pokud ze zbývajících
karet jiº nelze utvo°it ºádný SET. Vyhrává samoz°ejm¥ ten, kdo získal nejvíc
SET·.

5http : //fr.wikipedia.org/wiki/Set!
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Kapitola 3

Hra Sety a základní matematické
problémy

Hra SETy skrývá mnohem víc matematických otázek, neº by se na první po-
hled zdálo. V této kapitole bude mým cílem pokusit se n¥které z nich objasnit
a odpov¥d¥t si tak na otázky, které jsem si poloºila v úvodu. Nejsloºit¥j²ímu
a nejzajímav¥j²ímu z problém·, kv·li kterému práce vlastn¥ vznikla, pak
v¥nuji samostatnou (následující) kapitolu.

V minulé kapitole jsme si de�novali pojem SET. Pro p°ehlednost si tuto
de�nici p°ipome¬me:

De�nice 1 SETem rozumíme takovou mnoºinu t°í karet A, B, C, kdy pro
kaºdou jejich vlastnost v, respektive pro hodnoty t¥chto vlastností pro dané
karty v(A,B,C), platí práv¥ jedna z následujících podmínek:

v(A) = v(B) ⇒ v(B) = v(C). (3.1)
v(A) 6= v(B) ⇔ [v(C) 6= v(A) ∧ v(C) 6= v(B)] (3.2)

Pro v¥t²í p°ehlednost °e²ení matematických problém· bude lep²í, pokud hod-
noty kaºdé vlastnosti popí²eme £ísly od jedné do t°í.1 Kaºdou kartu bude
moºno jednozna£n¥ ur£it jako bod o 4 sou°adnicích:

A = [a1, a2, a3, a4]; a1−4 ∈ {1, 2, 3}
Pak m·ºeme vyslovit následují v¥tu:

V¥ta 1 Pro kaºdou trojici karet platí, ºe karty tvo°í SET, platí-li, ºe sou£et
hodnot kaºdé z vlastností je d¥litelný t°emi.

1nap°. pro vlastnost tvar - ovál = 1, koso£tverec = 2, vlnka = 3; atd.
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D·kaz 1 Budeme dokazovat negaci v¥ty: Sou£et hodnot kaºdé z vlastností
je d¥litelný t°emi a zárove¬ karty netvo°í SET.

∀ai, bi, ci i ∈ {1, 2, 3, 4} ai, bi, ci ∈ {1, 2, 3}; [3|(ai + bi + ci) ∧ (ai = bi ∧ ai 6=
ci)]⇔ [(ai + bi + ci = 3 ∨ ai + bi + ci = 6 ∨ ai + bi + ci = 9) ∧ (ai = bi ∧ ai 6=
ci)⇔ [(ai = bi = ci = 1 ∨ ai = bi = ci = 2 ∨ {ai, bi, ci} = {1, 2, 3} ∨ ai = bi =
ci = 3)∧(ai = bi∧ai 6= ci)]⇔ [(ai = bi = ci∨ai 6= bi 6= ci)∧(ai = bi∧ai 6= ci)]

Coº je ov²em spor, proto negace v¥ty neplatí a platí tudíº v¥ta p·vodní.2

3.1 Po£et v²ech SET·

Na základ¥ de�nice m·ºeme vyslovit následující tvrzení:

Ke kaºdé dvojici karet A,B existuje práv¥ jedna karta C tak, aby daná trojice
tvo°ila SET.

∀A, B ∈ U ∃! C ∈ U ;∀i ∈ {1, 2, 3, 4}; ai = bi = ci ∨ ai 6= bi 6= ci

Od·vodn¥ní je prosté. Pro kaºdou i-tou vlastnost karet A a B m·ºeme ur£it,
zda se její hodnoty rovnají nebo li²í:

∀i ∈ {1, 2, 3, 4}; ai = bi ∨ ai 6= bi

Z de�nice ur£íme kartu C - pro kaºdou z jejích vlastností musí být spln¥na
práv¥ jedna z podmínek (3.1), (3.2):

ai = bi ⇒ bi = ci

ai 6= bi ⇒ bi 6= ci 6= ai ⇒ {ai, bi, ci} = {1, 2, 3}

Jednodu²e °e£eno, znám-li hodnoty vlastností dvou karet, dokáºu z nich podle
t¥chto podmínek ur£it hodnoty vlastností t°etí karty. Jak je vid¥t, vºdy exis-
tuje pouze jediná moºnost.

SET je tedy jednozna£n¥ ur£en dv¥ma kartami. Abychom zjistili, kolik je v²ech
moºných SET· PS, sta£í ur£it, kolik je v²ech r·zných dvojic karet. SETy jsou
trojice karet, tedy vlastn¥ mnoºiny, proto nezáleºí na po°adí prvk· - sta£í
ur£it, kolik je v²ech moºných kombinací dvou karet. Je ale d·leºité si uv¥-
domit, ºe pokud máme SET tvo°ený kartami A,B,C, existují i v rámci n¥j
3 kombinace dvou karet (A+B;A+C;B +C). To by zp·sobilo, ºe bychom

2V dal²ím textu budu na tuto v¥tu odkazovat jako na "v¥tu o d¥litelnosti."
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kaºdý SET zapo£ítali t°ikrát. Proto je nutné celkový po£et v²ech kombinací
dvou karet vyd¥lit je²t¥ t°emi:(

81

2

)
=

81!

2!(81− 2)!
= 3240

PS = 3240÷ 3 = 1080

Zjistili jsme tedy, ºe existuje 1080 r·zných SET·.

Problém lze °e²it i jiných zp·sobem, a to pomocí kombinatorického pravi-
dla sou£tu: Po£et v²ech SET· je moºné zjistit i sou£tem jednotlivých typ·
SET·. SETy m·ºeme rozd¥lit podle toho, pro kolik vlastností mají shodné
hodnoty:

• hodnoty karet se neshodují v ºádné vlastnosti

• hodnoty karet se shodují v jedné vlastnosti

• hodnoty karet se shodují ve dvou vlastnostech

• hodnoty karet se shodují ve t°ech vlastnostech

De�nice 2 M¥jme n navzájem disjunktních mnoºin A1, A2, ...An. Pro jejich
kardinální £ísla |A1|, ...|An| platí, ºe

|A1|+ |A2|+ ...+ |An| = |A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An|

Vý²e uvedené skupiny jsou vlastn¥ mnoºiny SET·, jejichº hodnoty se sho-
dují v daném po£tu vlastností. Ozna£me je (podle po£tu hodnot, v nichº
se shodují) jako A0, A1, A2 a A3.

Po£et SET· A0, které se li²í ve v²ech vlastnostech

Nejprve vybereme jednu kartu, jejíº vlastnosti jsou dány. Máme 81 moº-
ností, jak to ud¥lat. Potom sta£í vybrat druhou kartu. Protoºe ale musí být
ve v²ech vlastnostech odli²ná od karty první, m·ºe kaºdá z jejích vlastností
nabývat pouze dvou hodnot, nikoliv t°í (ta t°etí byla jiº pouºita u první
karty). Proto máme 24 moºností.

Celkem existuje 81 · 16 uspo°ádaných dvojic, které ur£ují stejný po£et uspo-
°ádaných trojic tvo°ících SETy. Nám ale p°i h°e nejde o uspo°ádání. Kaºdá
trojice lze uspo°ádat 3 · 2 zp·soby, proto je nutné výsledek vyd¥lit 6.
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Celkem tedy existuje
81 · 16

6
= 216 SET·, které se li²í ve v²ech £ty°ech vlast-

nostech

Po£et v²ech SET· A1, které se li²í ve t°ech vlastnostech

To znamená, ºe jedna vlastnost, resp. hodnota jedné vlastnosti, je dána -
je shodná pro v²echny karty. Protoºe vlastnosti jsou 4 a kaºdá z nich nabývá
t°ech r·zných hodnot, mám 4 ·3 = 12 moºností jaká tato daná hodnota m·ºe
být.

Sta£í vybrat kartu, která pro danou vlastnost nabývá poºadované hodnoty.
Protoºe pro zbylé t°i vlastnosti m·ºe nabývat jakékoliv hodnoty, mám 33 =
27 moºností, jak kartu vybrat. Druhou kartu, která bude ur£ovat SET, lze
vybrat uº jen 23 = 8 zp·soby, protoºe tato karta se jiº v hodnotách jednotli-
vých vlastností musí li²it od karty první. Výsledek je pak nutné, stejn¥ jako
v p°edcházejícím p°ípad¥, vyd¥lit 6, protoºe hledáme neuspo°ádané trojice.

Celkem existuje
12 · 27 · 8

6
= 432 SET·, které se li²í ve t°ech vlastnostech.

Po£et v²ech SET· A2, které se li²í ve dvou vlastnostech

Tentokrát jsou dány dv¥ hodnoty, kaºdá z nich u jiné vlastnosti. Dv¥ vlast-
nosti m·ºeme vybrat

(
4
2

)
= 6 zp·soby, kaºdá z nich m·ºe nabývat 3 hodnot,

proto existuje 6 · 32 zp·sob·, jak dv¥ hodnoty zadat.

První kartu lze pak vybrat 32 zp·soby - pro zbylé dv¥ vlastnosti m·ºe nabý-
vat v²ech t°ech hodnot. Druhá karta uº lze vybrat jen 22 zp·soby.

Celkem existuje
6 · 34 · 22

6
= 324 SET·, které se li²í ve dvou vlastnostech.

Po£et v²ech SET· A3, které se li²í v jedné vlastnosti

Kone£n¥ jsme se dostali aº k SET·m, které se li²í v jedné vlastnosti, coº
znamená, ºe ve t°ech vlastnostech se shodují. T°i vlastnosti m·ºeme vybrat(
4
3

)
= 4 zp·soby, kaºdá z nich m·ºe nabývat 3 r·zných hodnot, proto existuje

4 · 33 = 108 zp·sob·, jak t°i hodnoty t°ech r·zných vlastností zadat.

První kartu pak lze vybrat 3 a druhou 2 zp·soby, proto existuje celkem
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4 · 33 · 3 · 2
6

= 108 SET·, které se li²í v jedné vlastnosti.

Vrátíme-li se tedy ke kombinatorickému pravidlu sou£tu, vidíme, ºe

|A0|+ |A1|+ |A2|+ |A3| = 216 + 432 + 324 + 108 = 1080

Dosp¥li jsme op¥t ke stejnému výsledku - po£et v²ech moºných SET· je 1080.3

3.2 Po£et SET· mezi vyloºenými kartami

Jak jsem jiº zmínila v úvodu, práce vznikla s cílem odpov¥d¥t si na otázku,
jaká je nejv¥t²í skupina karet, mezi nimiº není SET. Tento problém °e²ím
v následující kapitole, ov²em na po£ty SET· mezi vyloºenými kartami lze
vymyslet plno jiných (snaz²ích)4 otázek, které se te¤ pokusím zodpov¥d¥t:

3.2.1 Pravd¥podobnost, ºe vyloºím 3 karty jako SET

Tento problém lze °e²it úpln¥ jednodu²e. Víme, ºe SET je jednozna£n¥ ur£en
dv¥ma kartami. Mezi zbylými 79 kartami existuje práv¥ jedna, se kterou m·ºe
dvojice vytvo°it SET. Proto pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vyloºím 3 karty,
které budou tvo°it SET, je

P =
1

79
≈ 0, 01266

Úlohu lze op¥t °e²it i jinak. Víme, ºe po£et v²ech SET· je 1080. Po£et v²ech
r·zných trojic (tj. ne nutn¥ SET·) je

(
81

3

)
=

81!

3!(81− 3)!
= 85320

3Je evidentní, ºe tento zp·sob °e²ení je zdlouhav¥j²í, nicmén¥ budeme ho dále pot°e-
bovat v kapitole o strategii hry.

4Nepopírám, ºe i t¥º²ích.
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Pravd¥podobnost, ºe mnou náhodn¥ vybraná trojice je SET, je proto

P =
1080

85320
=

1

79

3.2.2 Pr·m¥rný po£et SET· mezi n kartami

Jiº víme, ºe mezi t°emi kartami se s pravd¥podobností 1
79

vyskytuje SET.
Jak tomu ale bude s p°ibývajícím po£tem karet?

Máme-li n karet, kde n ≥ 3, pak pr·m¥rný po£et SET· mezi nimi je

ps =

(
n
3

)
79

Sta£í si uv¥domit, ºe mezi n kartami, kde n ≥ 3, existuje
(
n
3

)
kombinací

t°í karet. U kaºdé z nich je pravd¥podobnost 1
79
, ºe se jedná o SET. Proto

pro n ≥ 3 opravdu platí daný p°edpis.

Pro zajímavost si nyní m·ºeme spo£ítat, ºe hrajeme-li s 12 kartami podle

o�ciálních pravidel, vyskytuje se mezi nimi pr·m¥rn¥ (123 )
79
≈ 2, 78 SET·, coº

je ve v¥t²in¥ p°ípad· víc, neº si myslíme. Zde je ale d·leºité si uv¥domit,
ºe SETy nejsou nutn¥ vzájemn¥ disjunktní.
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Kapitola 4

Maximální po£et karet, mezi
nimiº není SET

Rozhodla jsem se problém postupn¥ °e²it pro skupiny karet, které mají
3, 2, 1 a kone£n¥ ºádnou spole£nou vlastnost.

U kaºdé takové skupiny jsem se pokusila najít maximální po£et karet, mezi
nimiº není SET, a minimální po£et karet, mezi nimiº uº naopak musí být
SET.

4.1 Karty se shodují práv¥ ve 3 vlastnostech

To znamená, ºe karty se li²í práv¥ v jedné vlastnosti1, která m·ºe nabývat
t°ech r·zných hodnot. Je z°ejmé, ºe skupinu obsahující SET musí tvo°it ale-
spo¬ 3 karty.

V¥ta 2 ∀ trojici karet, které mají práv¥ pro 3 vlastnosti shodnou hodnotu,
platí, ºe tvo°í SET.

D·kaz 2 Budeme dokazovat negaci v¥ty:

∃ trojice karet, které mají práv¥ pro 3 vlastnosti shodnou hodnotu a záro-
ve¬ netvo°í SET.

⇒ zbylá vlastnost nem·ºe pro v²echny karty nabývat stejné ani r·zné hodnoty

1P°íloha £.1
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⇒ zbylá vlastnost musí nabývat shodné hodnoty pro práv¥ dv¥ karty, coº
je ov²em spor, protoºe v tom p°ípad¥ by byly karty shodné ve v²ech £ty°ech
vlastnostech, tudíº by byly identické (navíc to odporuje podmínce, ºe karty
mají být shodné práv¥ ve t°ech vlastnostech)

Negace neplatí, platí proto v¥ta p·vodní.

Z této skute£nosti vyplývá dal²í v¥ta, která se dále bude hodit:

V¥ta 3 Pokud se mezi n kartami vyskytují alespo¬ 3 karty, které se shodují
v práv¥ 3 vlastnostech, pak tato n-tice obsahuje SET.

4.2 Karty se shodují práv¥ ve 2 vlastnostech

To znamená, ºe karty se li²í práv¥ ve dvou vlastnostech, z nichº kaºdá m·ºe
nabývat 3 r·zných hodnot.2

V¥ta 4 ∀ p¥tici karet, jejichº hodnoty se shodují práv¥ ve 2 vlastnostech,
platí, ºe mezi nimi musí být SET.

D·kaz 3 Op¥t budeme dokazovat negaci této v¥ty:

∃ p¥tice karet, jejichº hodnoty se shodují práv¥ ve 2 vlastnostech a zárove¬
mezi nimi není SET.

Kaºdá z vlastností m·ºe nabývat 3 hodnoty, které podle v¥ty o d¥litelnosti
(kterou tudíº budeme moci i pouºívat, bude-li t°eba)
jako 1, 2 a C. Ve dvou vlastnostech se karty shodují, proto se jimi nemusíme
zabývat (pro názornost jsou ale v tabulce také
uvedeny). Sta£í zajistit, aby pro alespo¬ jednu ze zbylých dvou
vlastností platilo, ºe jejich hodnoty nejsou pro ºádné t°i karty r·zné ani
shodné.

V prvním kroku rozhodneme o hodnotách t°etí vlastnosti. Z d°ív¥j²ka víme,
2P°íloha £.2
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ºe pokud mezi kartami existují alespo¬ 3 karty, které se shodují ve t°ech vlast-
nostech, pak tato skupina obsahuje SET. Proto vlastnosti 33 musíme p°i°adit
hodnoty tak, aby se mezi nimi kaºdá vyskytovala nejvý²e dvakrát. Vzhledem
k tomu, ºe máme 5 karet, existuje jediné moºné rozd¥lení - 2 hodnoty budou
zastoupeny dvakrát a 1 pouze jednou4:

hodnoty ai bi ci di ei

i=1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 1
i=3 1 1 2 2 3

V druhém kroku rozhodneme o hodnotách £tvrté vlastnosti. Protoºe ºádné dv¥
karty nemohou být shodné, vidíme, ºe hodnoty £tvrté vlastnosti pro první dv¥
karty se musí li²it:

hodnoty ai bi ci di ei

i=1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 1
i=3 1 1 2 2 3
i=4 1 2

Hodnoty £tvrté vlastnosti pro t°etí a £tvrtou kartu budou také r·zné (ze stej-
ného d·vodu). Proto mezi nimi bude ur£it¥ alespo¬ jedna z hodnot 1,2 , jako
u prvních dvou karet:

hodnoty ai bi ci di ei

i=1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 1
i=3 1 1 2 2 3
i=4 1 2 1

Podívejme se nyní na karty, které by spolu potenciáln¥ mohly tvo°it SET.
Jsou to karty, jejichº hodnoty pro 3. vlastnost jsou v²echny r·zné, tedy teore-
ticky existují aº 4 SETy, které ov²em nemusí (a ani nemohou) být navzájem
disjunktní. My nechceme, aby mezi kartami byl SET, proto musí platit, ºe:

3 - (a4 + c4 + e4) ∧ 3 - (a4 + d4 + e4) ∧ 3 - (b4 + c4 + e4) ∧ 3 - (b4 + d4 + e4)

⇒ 3 - 1 + 1 + e4 ∧ 3 - 1 + d4 + e4 ∧ 3 - 2 + 1 + e4 ∧ 3 - 2 + d4 + e4

3Pozd¥ji i vlastnosti 4
4P°íloha £.3
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Zam¥°me se na první a t°etí £ást konjunkce:

(3 - 2 + e4 ∧ 3 - 3 + e4)⇒ (e4 6= 3 ∧ e4 6= 1)⇒ e4 = 2

Nyní se vra´me k celé konjunkci:

(3 - 4 ∧ 3 - 3 + d4 ∧ 3 - 5 ∧ 3 - 4 + d4)⇒ (d4 6= 3 ∧ d4 6= 2)⇒ d4 = 1

To by ov²em znamenalo, ºe karty D a C jsou totoºné (pro kaºdou ze svých
vlastností nabývají téºe hodnoty). Coº nelze, protoºe ºádné dv¥ karty nemohou
být totoºné. Proto negace neplatí a platí v¥ta p·vodní, pokud se karty shodují
ve svých hodnotách práv¥ ve dvou vlastnostech, neexistuje p¥tice karet, která
by neobsahovala SET.

Zárove¬ jsme dokázali existenci £tve°ice karet spl¬ujících podmínky, mezi
nimiº není SET. I kdyby se tak bývalo nestalo, najít vyhovující £tve°ici
by bylo velice snadné - sta£ilo by zajistit, aby pro 3. nebo 4. vlastnost karty
po dvou nabývaly práv¥ dvou r·zných hodnot. Tím by bylo zaji²t¥no, ºe pro
tuto vlastnost nemohou ºádné t°i karty nabývat v²echny stejné nebo v²echny
r·zné hodnoty5. A aby karty tvo°ily SET, musí být jedna z t¥chto podmínek
spln¥na pro kaºdou z vlastností, proto by mezi nimi SET nebyl:

hodnoty ai bi ci di

i=1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1
i=3 1 1 2 2

Pro dal²í práci a pro p°ehlednost je²t¥ jednou shrneme získané poznatky
do dal²í z v¥t:

V¥ta 5 Pokud se mezi n kartami vyskytuje alespo¬ 5 karet, které se shodují
v práv¥ 2 vlastnostech, pak tato n-tice obsahuje SET.

4.3 Karty se shodují práv¥ v jedné vlastnosti

Z toho, co jiº víme, je jisté, ºe existuje skupina 8 karet shodujících se v jedné
vlastnosti, mezi nimiº není SET6 - provedeme stejnou úvahu, jako jsme pro-
vedli v p°edchozím p°ípad¥: 7

5P°íloha £.4
6P°íloha £.5
7viz tabulka vý²e na této stránce
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hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2
i=3 1 1 2 2 1 1 1 1

Bude nás zajímat, jestli existuje je²t¥ po£etn¥j²í skupina karet, mezi nimiº
by nebyl SET. Není aº tak obtíºné najít vyhovující devítici8. Zkusíme se
podívat na skupinu deseti karet:

V¥ta 6 Pro kaºdou skupinu deseti karet, které se shodují v jedné z vlastností
platí, ºe mezi nimi musí být SET.

D·kaz 4 D·kaz bude tentokráte jiº trochu del²í. Op¥t budeme dokazovat ne-
gaci v¥ty:

Existuje skupina deseti karet, které se shodují v jedné z vlastností, mezi kte-
rými není SET.

Zkusíme tedy takovou skupinu najít. Víme, ºe v jedné vlastnosti se shodují,
pro v²echny ostatní platí, ºe kaºdá z hodnot se vyskytuje nejvý²e £ty°ikrát
a tak, aby mezi kartami byly vºdy nejvý²e 4 karty shodující se ve dvou a 2
karty shodující se ve t°ech vlastnostech.

Zam¥°me se nyní na druhou vlastnost. Ze v²ech známých podmínek plyne,
ºe aby byla ²ance, ºe mezi kartami není SET, musí se hodnoty vlastnosti
vyskytovat v jednom z pom¥r· 4:4:2 9, 4:3:310 . Oba tyto pom¥ry podrobn¥ji
prov¥°íme:

8P°íloha £.6
9P°íloha £.8
10P°íloha £.9
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4.3.1 Pom¥r 4:4:2

Výchozí pozice je takováto:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3

Víme, ºe rozd¥líme-li karty na 3 skupiny a1 - a4, a5 - a8 a a9 - a10, lze tyto
skupiny uspo°ádat tak, aby v rámci nich nebyl SET.

Podívejme se na t°etí vlastnost (i = 3). Víme, ºe pro první a druhou sku-
pinu musí platit, ºe kaºdá z hodnot se zde bude vyskytovat nejvý²e dvakrát.
Protoºe hodnoty jsou 3 a karty ve skupin¥ 4, pouºijeme-li v²echny 3 hodnoty,
podle Dirichletova principu se bude práv¥ jedna dvojice ve své hodnot¥ shodo-
vat. Pouºijeme-li pouze 2 hodnoty, pak zde budou dv¥ r·zné dvojice shodující
se ve svých hodnotách pro tuto vlastnost.

Proto pro kaºdou z t¥chto skupin platí, ºe jejich hodnoty t°etí vlastnosti jsou
uspo°ádány v jednom z pom¥r·:

• 2:2

• 2:1:1

Nejd°íve se podíváme na p°ípad, kdy má (alespo¬) jedna ze skupin u t°etí
vlastnosti uspo°ádání hodnot typu 2:2

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 2

Ve druhé skupin¥ se také u t°etí vlastnosti alespo¬ jedna z hodnot musí vy-
skytovat dvakrát - m·ºe to být bu¤ hodnota, která se nevyskytuje mezi prv-
ními £ty°mi kartami, nebo jedna z hodnot, které se jiº vyskytují mezi prvními
£ty°mi kartami.

V prvním p°ípad¥ vypadá situace následovn¥:
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hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 2 3 3
i=4 1 2 1

Vezmeme-li si karty A1, A2, A5 a A6, vidíme, ºe se jedná o £tve°ici ka-
ret, které se po dvou li²í v hodnotách druhé vlastnosti. Doplníme-li k nim
n¥kterou z karet A9, A10, pak je z°ejmé, ºe m¥l-li by mezi nimi být SET,
pak jedin¥ takový, kde by se karty li²ily v hodnotách druhé vlastnosti. Protoºe
se £ty°i vybrané karty ve druhé a t°etí vlastnosti �li²í stejn¥,�11 m·ºeme situ-
aci povaºovat za situaci ekvivalentní p°ípadu, kdy se karty shodují i v druhé
vlastnosti.12. Tento problém jsme jiº vy°e²ili, víme, ºe pátou kartu doplnit
nelze. Zde se jedná o obdobný p°ípad - kartám, které se od v²ech karet A1,
A2, A5 a A6 ve druhé vlastnosti (tj. kartám A9, A10) nem·ºe náleºet pro t°etí
vlastnost hodnota, která by se také li²ila od hodnot a13, a23, a53 a a63, tzn.
a(9,10)3 6= 2.

Stejnou úvahu m·ºeme provést pro £tve°ici karet A3, A4, A5 a A6. Dojdeme
k záv¥ru, ºe a(9,10)3 6= 1.

Proto a(9,10)3 = 3.

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 2 3 3 3 3
i=4 1 2 1

Zbývá doplnit a73 , a83. Stejnými úvahami dojdeme k záv¥r·m, ºe kv·li £tve-
°icím A1, A2, A9, A10 a A3, A4, A9, A10 platí, ºe a(7,8) 6= 2 ∨ 1⇒ a(7,8) = 3.
Coº ov²em není moºné, protoºe pak by mezi kartami bylo 6 karet, které se
shodují ve dvou vlastnostech, proto by mezi nimi nutn¥ byl SET.

Druhý p°ípad, kdy má alespo¬ jedna ze skupin £ty° karet(A1−4) hodnoty 3.
vlastnosti v pom¥ru 2:2:0, bude, pokud se ve druhé skupin¥ (A5−8) u t°etí
vlastnosti dvakrát vyskytuje jedna z hodnot, které se dvakrát vyskytují i v první
skupin¥. Vidíme ov²em hned, ºe se jedná o ten samý p°ípad, jako je ten, který

11tzn. pro kaºdou dvojici karet platí, ºe li²í-li se v druhé vlastnosti, li²í se i ve t°etí
12Sta£í si uv¥domit, které karty spolu mohou tvo°it SET - dojdeme ke stejné konjunkci,

ke které jsme do²li na str. 29
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jsme práv¥ prov¥°ili. Pro po°ádek ale p°eci jen p°ikládám tabulku, nebudu v²ak
jiº znovu tento problém °e²it:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 2 1 1

Zbývá tedy prov¥°it variantu, kdy ob¥ skupiny £ty° karet mají pro t°etí vlast-
nost hodnoty zastoupené v pom¥ru 2:1:1. Bez újmy na obecnosti m·ºeme °íct,
ºe �základní stav� bude vypadat takto:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3

V²imn¥me si, ºe (a93 = 2 ∨ 3) ∨ (a103 = 2 ∨ 3). M·ºeme totiº doplnit nej-
vý²e jednu jedni£ku. Op¥t bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe a93 = 2.

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 2
i=4 1 2

Víme, ºe a103 = 1 ∨ 2 ∨ 3:

1. a103 = 1

Pro t°etí vlastnost tedy zbývá doplnit hodnotu jen u karty A8. Víme, ºe a84 6=
1, v takovém p°ípad¥ by se totiº tato hodnota pro t°etí vlastnost mezi kartami
objevila p¥tkrát, proto by mezi nimi nutn¥ by SET.

Dále víme, ºe a84 6= 3. V takovém p°ípad¥ by byl totiº SET mezi kartami
A1, A2, A7, A8 a A9. 13

Proto zbývá jediná moºnost, kdy a84 = 2.

13viz str. 32 - stejný, jiº vy°e²ený problém
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hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 2 2 1
i=4 1 2 1

Protoºe víme, ºe a64 6= a84, bude alespo¬ jedna z t¥chto hodnot rovna a14∨a24.

Zam¥°íme se nejd°ív na skupinu prvních £ty° karet. Aby mezi nimi nebyl
SET, musí platit, ºe:

[3 - (a14 + a34 + a44) ∧ 3 - (a24 + a34 + a44)] ⇒ [3 - (1 + a34 + a44) ∧ 3 -
(2 + a34 + a44)] ⇒ (a34 + a44 6= 3k + 2 ∧ a34 + a44 6= 3k + 1; k ∈ {1, 2}) ⇒
a34 + a44 = 3k ∧ k ∈ {1, 2}

Nyní existují 2 moºnosti:

1.1 a34 = a44 = 3

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 2 2 1
i=4 1 2 3 3 1

3 - (a34 + a64 + a94)⇒ a94 = 1 ∨ 3

3 - (a34 + a84 + a94 ∧ a84 6= a64) ⇒ [(a94 = 1 ⇒ a84 = 3) ∨ (a94 = 3 ⇒
a84 = 2)⇒ a84 = 2 ∨ 3

(a94 = 3⇒ a84 = 2) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 3

[3 - (a54 + a64 + a74) ∧ 3 - (a54 + a74 + a84)] ⇒ a54 = 3, coº ov²em nelze,
protoºe pak by mezi kartami byla pro 4. hodnotu p¥tkrát tatáº hodnota. Proto
situace, kdy a94 = 3, nem·ºe nastat.

(a94 = 1⇒ a84 = 3) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 2

[3 - (a54 + a64 + a74) ∧ 3 - (a54 + a74 + a84)]⇒ a54 = 3
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[3 - (a14 + a54 + a104) ∧ 3 - (a24 + a54 + a104)] ⇒ a104 = 3, coº také nelze
(ze stejného d·vodu. Proto ºádná z variant, kdy a34 = a44 = 3, nevede k °e-
²ení.

1.2 {a34 , a44} ∈ {1, 2}

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 2 2 1
i=4 1 2 2 1 1

3 - (a34 + a64 + a94)⇒ a94 = 1 ∨ 2

3 - (a34 + a84 + a94 ∧ a84 6= a64) ⇒ [(a94 = 1 ⇒ a84 = 2) ∨ (a94 = 2 ⇒
a84 = 3)⇒ a84 = 2 ∨ 3

(a94 = 1⇒ a84 = 2) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 2

[3 - (a54 + a64 + a74)∧ 3 - (a54 + a74 + a84)]⇒ a54 = 1, coº nejde, protoºe pak
by u £tvrté vlastnosti byla hodnota 1 zastoupena p¥tkrát, tedy by mezi kartami
nutn¥ byl SET.

(a94 = 2⇒ a84 = 3) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 1

[3 - (a54 + a64 + a74) ∧ 3 - (a54 + a74 + a84)] ⇒ a54 = 3, snadno si ale
ov¥°íme, ºe mezi t¥mito kartami bude SET (A4, A5, A9). Pro a103 = 1 jsme
prov¥°ili v²echny moºné situace, víme, ºe ºádná skupina 10 karet, mezi nimiº
by nebyl SET, neexistuje.

2. a103 = 2 14

Tentokráte nem·ºu za a83 doplnit hodnotu 2 (byla by mezi hodnotami t°etí
vlastnosti p¥tkrát) a stále ani hodnotu 3 (ze stejného d·vodu jako v p°edcho-
zím p°ípad¥).15 Proto zbývá jediná moºnost, kdy a83 = 1

14Protoºe se jedná o obdobu p°edchozí situace, nebudu jiº hodnoty daných vlastností
v tabulkách pro p°ehlednost obarvovat, myslím totiº, ºe situace je jiº jasná a proto i
p°ehledná.

15str. 32
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hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 2
i=4 1 2 1

Nyní m·ºeme postupovat úpln¥ stejn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥.

2.1 a34 = a44 = 3

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 2
i=4 1 2 3 3 1

3 - (a44 + a54 + a94)⇒ a94 = 1 ∨ 3

3 - (a34 + a84 + a94 ∧ a84 6= a54) ⇒ [(a94 = 1 ⇒ a84 = 3) ∨ (a94 = 3 ⇒
a84 = 2)⇒ a84 = 2 ∨ 3

(a94 = 1⇒ a84 = 3) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 2

[3 - (a54 + a64 + a74) ∧ 3 - (a64 + a74 + a84)]⇒ a64 = 2

[3 - (a14 + a74 + a104) ∧ 3 - (a24 + a74 + a104)]⇒ a104 = 1, coº je spor, protoºe
pak by A9 = A10. Proto ºádná desetice tohoto typu uspo°ádání neexistuje.

(a94 = 3⇒ a84 = 2) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 3

[3 - (a54 + a64 + a74) ∧ 3 - (a64 + a74 + a84)] ⇒ a64 = 3, coº nelze, protoºe
pak by mezi hodnotami £tvrté vlastnosti byla hodnota 3 p¥tkrát, tedy by mezi
nimi nutn¥ byl SET.

2.2 {a34 , a44} = {1, 2}
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hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 2
i=4 1 2 1 2 1

3 - (a44 + a54 + a94)⇒ a94 = 1 ∨ 2

3 - (a34 + a84 + a94 ∧ a84 6= a54) ⇒ [(a94 = 1 ⇒ a84 = 2) ∨ (a94 = 2 ⇒
a84 = 3)⇒ a84 = 2 ∨ 3

(a94 = 1⇒ a84 = 2) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 2

[3 - (a54 + a64 + a74) ∧ 3 - (a64 + a74 + a84)] ⇒ a64 = 1, coº nelze - mezi
kartami by byla pro £tvrtou vlastnost hodnota 1 p¥tkrát, tedy by mezi nimi
ur£it¥ byl SET.

(a94 = 2⇒ a84 = 3) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 3

[3 - (a54 + a64 + a74) ∧ 3 - (a64 + a74 + a84)]⇒ a64 = 1

[3 - (a14 + a74 + a104) ∧ 3 - (a24 + a74 + a104)] ⇒ a104 = 3, coº nelze, protoºe
pak karty A4, A5 a A10 tvo°í SET.

Pro a103 = 2 jsme prov¥°ili v²echny moºné situace, které mohou nastat, ne-
na²li jsme ºádnou skupinu deseti karet, mezi nimiº by nebyl SET.

3. a103 = 3

Tentokráte nem·ºu za a83 doplnit hodnotu 3 ani 2.16 Proto zbývá jediná moº-
nost, kdy a83 = 1

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3
i=4 1 2 1

Vidíme, ºe se jedná o úpln¥ stejnou situaci jako v p°edchozím p°ípad¥, aº na hod-
notu a103. Mezi moºnostmi, které mohly nastat, byly i takové, kde jsme v·bec

16str. 32
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neuvaºovali s touto hodnotou a p°esto jsme do²li k záv¥ru, ºe hledaná desetice
neexistuje. Není proto nutné tyto situace znovu prov¥°ovat, sta£í se podívat
na ty, v nichº jsme s hodnotou a103 uvaºovali.

noindent
(a94 = 1⇒ a84 = 3) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 2

[3 - (a54 + a64 + a74) ∧ 3 - (a64 + a74 + a84)]⇒ a64 = 2

Mezi t¥mito kartami uº ale SET je17, tvo°í ho karty A3, A6, a A9.

(a94 = 2⇒ a84 = 3) ∧ [3 - (a14 + a74 + a94) ∧ 3 - (a24 + a74 + a94)]⇒ a74 = 3

[3 - (a54 + a64 + a74) ∧ 3 - (a64 + a74 + a84)]⇒ a64 = 1

[3 - (a14 + a64 + a104) ∧ 3 - (a24 + a64 + a104)] ⇒ a104 = 2, pak ale mezi
kartami je SET A10, A8, A3.

Proto mezi deseticí karet, jejichº hodnoty n¥které z vlastností by byly uspo°á-
dány v pom¥ru 4:4:2, neexistuje taková, mezi níº by nebyl SET.

4.3.2 Pom¥r 4:3:3

Jiº víme, ºe ani jedna z vlastností se nesmí vyskytovat v pom¥ru 4:4:2, proto
se v²echny 3 vlastnosti, v nichº se karty li²í, musí vyskytovat práv¥ v pom¥ru
4:3:3.

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=3 1 1 2
i=4 1 2

Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe výchozí situace vypadá takto.
Dále víme, ºe a43 = 2 ∨ 3.

17�ehoº jsme si minule nev²imli, coº ov²em nevadí, protoºe jsme nalezli jiný velice
snadno, te¤ se to ale hodí.
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Pokud a43 = 2, pak v ºádné z obou dal²ích skupin (A5−7, A8−10) nesmí být
ºádná z hodnot zastoupena dvakrát - pak bychom se totiº dostali do situace,
kdy se 4 karty shodují ve dvou vlastnostech18 a v t°etí vlastnosti nabývají pouze
dvou hodnot - proto by k nim nebylo moºné doplnit pátou kartu, která by se
od p°edchozích li²ila ve druhé a t°etí vlastnosti a zárove¬ by s nimi netvo°ila
SET.19 Pak by jsme ale kartám t°etí skupiny mohli p°i°adit pouze jedinou
hodnotu, coº není moºné - dostali bychom 3 karty shodující se ve t°ech vlast-
nostech, proto by mezi nimi musel být SET. Proto jediné moºné uspo°ádání
je následující:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=3 1 1 2 2 1 2 3 1 2 3
i=4 1 2

Vidíme ale, ºe pro t°etí vlastnost jsme dostali uspo°ádání typu 4:4:2, pro
které jsme dokázali, ºe vyskytuje-li se alespo¬ u jedné z vlastností karet, pak
mezi nimi musí být SET.

Druhou moºností je, ºe a43 = 3. Vzhledem k podmínkám uspo°ádání m·ºeme
nyní kaºdou z hodnot doplnit nejvý²e dvakrát. Doplníme-li tedy do druhé sku-
piny dvakrát stejnou hodnotu, budeme muset dvakrát stejnou hodnotu (ov²em
li²ící se od té ve druhé skupin¥) doplnit i do t°etí skupiny. Coº znamená,
ºe budeme mít op¥t 4 karty (2 ve druhé a 2 ve t°etí skupin¥), které se bu-
dou li²it shodn¥ ve druhé a t°etí vlastnosti. Proto bude existovat práv¥ jedna
hodnota, kterou nebudu sm¥t p°i°adit t°etí vlastnosti karet v první skupin¥.
�ímº se dostáváme do sporu, protoºe v první skupin¥ jsou zastoupeny v²echny
3 hodnoty.

Do druhé a t°etí skupiny nem·ºeme ºádnou z hodnot doplnit dvakrát:

18resp. v jedné a v druhé se �shodn¥ li²í�
19P°ipomínám, ºe toto jsme dokázali na str. 29, resp. 32
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hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i a10i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3
i=4 1 2

Stejné podmínky v²ak budou muset platit pro £tvrtou vlastnost - coº znamená,
ºe a54 6= a64 6= a74 ∧ a53 6= a63 6= a73 ∧ a51 = a61 = a71 ∧ a52 = a62 = a72 ⇒
tyto 3 karty tvo°í SET.20

Proto ani pro uspo°ádání typu 4:3:3 neexistuje ºádná desetice karet shodu-
jících se spole£n¥ v jedné vlastnosti, mezi nimiº by nebyl SET. Obecn¥ tedy
neexistuje ºádná desetice karet shodujících se spole£n¥ v jedné vlastnosti, mezi
nimiº by nebyl SET.

4.4 P°ípustné pom¥ry mezi devíticí karet

Mezi devíticí karet mohou být po£ty hodnot u kaºdé z vlastností v pom¥ru
3 : 3 : 3, 4 : 4 : 1 a 4 : 3 : 2. Uº b¥hem p°edchozího d·kazu jsme nalezli
vyhovující devítici (tzn. takovou, aby mezi kartami nebyl SET). Hodnoty
pro v²echny vlastnosti se vºdy vyskytovaly v n¥kterém z pom¥r· 3 : 3 : 3
nebo 4 : 4 : 1, nikdy v²ak ne v pom¥ru 4 : 3 : 2. Poj¤me se tedy zabývat
otázkou, zda je to v·bec moºné.

4.4.1 Pom¥r 4:3:2

Coº tedy znamená, ºe hodnoty alespo¬ jedné z vlastností budou uspo°á-
dány v pom¥ru 4:3:2. �ekn¥me, ºe to bude druhá vlastnost (protoºe v první
se v²echny karty shodují). Výchozí situace bude vypadat následovn¥:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2
i=4 1 2

�tve°ice m·ºe existovat v jednom ze t°ech typ·, které postupn¥ prov¥°íme:
20Stejná situace nastane ve t°etí skupin¥.
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1. Pro t°etí i £tvrtou vlastnost platí, ºe se zde vyskytují práv¥ dv¥ r·zné
hodnoty.

2. V rámci jedné z vlastností se vyskytují v²echny t°i, v rámci druhé práv¥
dv¥ hodnoty.

3. Pro t°etí i £tvrtou vlastnost platí, ºe se zde vyskytují v²echny 3 hod-
noty.

1. Situace vypadá takto:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 2
i=4 1 2 1 2

Snadnou úvahou vidíme, ºe v rámci trojice ani u t°etí ani u £tvrté vlastnosti
nesmí být ºádná hodnota zastoupena dvakrát. V takovém p°ípad¥ by s dv¥ma
dvojicemi karet ze £tve°ice tvo°ila £tve°ici karet, které se li²í shodn¥ ve druhé
i t°etí (pop°. £tvrté) vlastnosti. Proto by existovaly 2 hodnoty, které bychom
nemohli doplnit ke t°etí (£tvrté) vlastnosti karet dvojice - kdybychom to ud¥-
lali, existovaly by více neº 4 karty, které by se �li²ily shodn¥� , proto by mezi
nimi byl SET.

Coº znamená, ºe ke kartám dvojice, konkrétn¥ k jejich t°etí a £tvrté vlast-
nosti, by zbývala k dopln¥ní jen jedna hodnota. Tím pádem by ale úpln¥
stejným zp·sobem vznikly 2 skupiny 4 karet, které se li²í shodn¥ - tentokrát
by ale byly takové skupiny tvo°eny dv¥ma kartami dvojice a dv¥ma £tve°ice.
Proto bychom po provedení úpln¥ úvahy do²li k záv¥ru, ºe i v rámci tro-
jice se m·ºe u t°etí a £tvrté vlastnosti vyskytovat vºdy jediná hodnota. Coº
by ov²em znamenalo, ºe tato trojice je SETem.

Proto by se v²echny hodnoty t°etí a £tvrté vlastnosti v rámci trojice mu-
sely li²it. V takovém p°ípad¥ bude ale trojice také SETem. Proto pro tento
typ £tve°ice nemohou být hodnoty ºádné z vlastností devítice uspo°ádány
v pom¥ru 4:3:2.

2. Tentokrát je situace následující (i s ohledem na to, co jsme zjistili o trojici
a dvojici) :
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hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 2 1 2 3 1 a93
i=4 1 2 1 3 a54 a64 a74 a84 a94

[3 - (a14 + a54 + a84) ∧ 3 - (a24 + a54 + a84)] ⇒ [3 - (1 + a54 + a84) ∧ 3 -
(2 + a54 + a84)]⇒ a54 + a84 = 3k

[3 - (a34+a74+a84)∧(a44+a74+a84)]⇒ [3 - (1+a74+a84)∧(3+a74+a84)]⇒
a74 + a84 = 3k + 1

(a54 + a84 = 3k ∧ a74 + a84 = 3k + 1)⇒ a74 = a54 + 1

a93 = 2∨ 3 : a93 = 2⇒ (a64 + a94 = 3k+1∧ a74 + a94 = 3k)⇒ a74 = a64 − 1

(a74 = a54 + 1 ∧ a74 = a64 − 1) ⇒ a54 6= a64 6= a74 ⇒ karty A5−7 tvo°í
SET.

a93 = 2⇒ (a54 + a94 = 3k + 1 ∧ a64 + a94 = 3k)⇒ a64 = a54 − 1

(a74 = a54 + 1 ∧ a64 = a54 − 1) ⇒ a54 6= a64 6= a74 ⇒ karty A5−7 tvo°í
SET.

Proto pokud vypadá £tve°ice takto, nemohou být hodnoty ºádné z vlast-
ností devítice uspo°ádány v pom¥ru 4:3:2.

3. V tomto p°ípad¥ uº neplatí, ºe v²echny hodnoty u t°etí vlastnosti tro-
jice musí být nutn¥ r·zné. Zárove¬ ale nemohou být v²echny stejné. Budou-li
v²echny r·zné, situace vypadá následovn¥:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 3 2 a93
i=4 1 2 3 3 a54 a64 a74 a84 a94

[3 - (1 + a74 + a84) ∧ 3 - (2 + a74 + a84)]⇒ a74 + a84 = 3k

3 - (3 + a64 + a84)⇒ a64 + a84 6= 3k
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(a64 + a84 6= 3k ∧ a74 + a84 = 3k)⇒ a74 6= a64

a93 = 1⇒ (a54 + a94 = 3k ∧ a74 + a94 6= 3k ∧ a64 + a94 6= 3k)

(a74 6= a64 ∧ a54 6= a64 ∧ a74 6= a54)⇒ trojice karet je SETem.

a93 = 3⇒ (a64 + a94 = 3k ∧ a74 + a94 6= 3k ∧ a54 + a94 6= 3k)

(a74 6= a64 ∧ a54 6= a64)⇒ a54 = a74

Zárove¬ ale platí:

{[3 - (1 + a74 + a84) ∧ 3 - (2 + a74 + a84)]⇒ a74 + a84} ∧ [3 - (3 + a54 + a84 ⇒
a54 + a84 6= 3k], proto a54 6= a74 . Tím jsme se dostali do sporu, proto daná
devítice neexistuje.

Zbývá prov¥°it onu vý²e zmi¬ovanou situaci, kdy v rámci trojice jsou u t°etí
vlastnosti zastoupeny pouze 2 r·zné hodnoty:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 1 2 2 3
i=4 1 2 3 3 1 a64 a74 a84 a94

a64 = 2 ⇒ a84 = a94 = 3 ⇒ a74 = 3, coº nelze, protoºe pak by hodnota 3
byla u £tvrté vlastnosti p¥tkrát, tedy by mezi kartami musel být SET.

a64 = 3 ⇒ a84 = a94 = 1 ⇒ (a74 6= 2 ∧ a74 + 1 = 3k ⇔ a74 = 3, coº je spor,
proto ani v tomto p°ípad¥ devítice bez SETu neexistuje.

4.4.2 Pom¥r 3:3:3

Vid¥li jsme, ºe pom¥r 3:3:3 m·ºe u n¥které z vlastností existovat tak, aby
mezi kartami nebyl SET. Otázkou ale je, jestli m·ºe existovat u v²ech t°ech
vlastností (krom¥ první, ve které se karty shodují) sou£asn¥. První dv¥ vlast-
nosti budou bez újmy na obecnosti vypadat následovn¥:

43



hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3

Tím nám v rámci skupiny vzniknou 3 trojice, které rozd¥líme podle hodnot
druhé vlastnosti. �ekn¥me, ºe u t°etí vlastnosti první trojice se vyskytuje
n¥která z hodnot práv¥ dvakrát (nem·ºe se vyskytovat t°ikrát, pak by karty
byly SETem):

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=3 1 1 2

V ostatních trojicích se v²echny t°i hodnoty mohou li²it, nebo práv¥ dv¥ sho-
dovat. Pokud by se ale v obou zbylých trojicích v²echny t°i hodnoty li²ily,
nejednalo by se o pom¥r 3:3:3 - hodnota 1 by se mezi kartami vyskytovala
£ty°ikrát, hodnota 3 pouze dvakrát. Proto se u druhé a t°etí trojice musí
také vºdy dv¥ hodnoty shodovat, a to tak, ºe se vºdy shoduje hodnota, která
se neshoduje u ºádné jiné trojice (aby nebyl poru²en pom¥r 3:3:3):

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=3 1 1 2 2 2 3 3 3 1

Vidíme ov²em, ºe v takovémto p°ípad¥ existuje ve skupin¥ 6 karet, které
se li²í shodn¥ ve t°ech vlastnostech, coº znamená, ºe mezi nimi je SET.

To znamená, ºe u ºádné z trojic a u ºádné z vlastností se ºádná hodnota
nesmí opakovat, tzn. v²echny t°i hodnoty se musí li²it. Coº ov²em není moºné
- v takovém p°ípad¥ pak pro kaºdou z vlastností karet v rámci trojice bude
platit, ºe se její hodnoty bu¤ v²echny shodují, nebo v²echny li²í. Trojice
proto bude SETem. Proto pom¥r 3:3:3 opravdu nem·ºe být u v²ech t°ech
vlastností tak, aby mezi kartami nebyl SET.
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4.5 Karty se neshodují v ºádné z vlastností

Protoºe jsme zjistili, ºe existuje 9 karet shodujících se v jedné vlastnosti, mezi
nimiº není SET, víme, ºe existuje skupina nejmén¥ 18 karet, mezi nimiº není
SET. �ímº jsme vyvrátili tvrzení, ºe nejv¥t²í po£et karet bez SETu je 16 -
tvrzení, kv·li n¥muº jsem vlastn¥ práci za£ala psát. Teoreticky jsem si tedy
splnila sv·j cíl, zkusme ale p°eci jen problém dotáhnout do konce a zjistit,
jaká je opravdu nejv¥t²í skupina karet bez SETu.

V¥ta 7 Nejv¥t²í moºná skupina karet, mezi nimiº není SET, je tvo°ena 20
kartami21.

D·kaz 5 Op¥t provedeme d·kaz sporem:

Existuje skupina 21 karet, mezi nimiº není SET22.

Vzhledem k tomu, ºe shodují-li se karty v jedné vlastnosti, je jich bez SETu
nejvíce 9, znamená to, ºe po£ty hodnot první vlastnosti budou zastoupeny
v jednom z následujících pom¥r·23

• 9 : 9 : 3

• 9 : 8 : 4

• 9 : 7 : 5

• 9 : 6 : 6

• 8 : 8 : 5

• 8 : 7 : 6

• 7 : 7 : 7

Poj¤me se tedy podívat na kaºdý s pom¥r· a zjistit, jestli hledaná skupina
21 karet m·ºe existovat.

21P°íloha £.14
22P°íloha £.13
23P°ílohy £.15-20
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4.5.1 Pom¥r 9:9:3

Víme, ºe pro kaºdou ze zbývajících 3 vlastností platí, ºe po£ty hodnot se vy-
skytují v pom¥ru 4 : 4 : 1 nebo 3 : 3 : 3 a zárove¬ nem·ºe nastat situace,
kdy se v²echny 3 vlastnosti budou vyskytovat v pom¥ru 3 : 3 : 3. 24 Proto
v kaºdé skupin¥ bude alespo¬ jedna vlastnost, jejíº hodnoty se budou vyskyto-
vat v pom¥ru typu 4 : 4 : 1. V rámci devítice bude tedy £ty°ikrát zastoupena
hodnota h1, £ty°ikrát h2 a jednou h3, kde {h1, h2, h3 } ∈ {1, 2, 3}. Podle
t¥chto hodnot si m·ºeme devítici rozd¥lit na 3 skupiny - dv¥ £tve°ice a jednu
jednoprvkovou skupinu. Kaºdá £tve°ice se nachází v jednom z následujících
t°ech typ· uspo°ádání25 , kde vºdy {h1i , h2i , h3i} ∈ {1, 2, 3}. Pro lep²í p°e-
hlednost neuvádím v tabulkách ani hodnotu druhé vlastnosti, která je vºdy
pro v²echny 4 karty ve £tve°ici stejná.

hodnoty a1i a2i a3i a4i
i=3 h13 h13 h23 h23

i=4 h14 h24 h14 h34

hodnoty a1i a2i a3i a4i
i=3 h13 h13 h223 h23

i=4 h14 h24 h14 h24

hodnoty a1i a2i a3i a4i
i=3 h13 h13 h23 h33

i=4 h14 h24 h34 h34

Vidíme, ºe v jedné devítici se vyskytuje n¥která z kombinací (s opakováním)
t¥chto typ· £tve°ic. Máme-li p°idat devátou kartu budou její hodnoty násle-
dující (neuvaºujeme-li hodnotu první vlastnosti, kterou mají v²echny karty
v devítici shodnou, a hodnotu druhé vlastnosti, kterou mají shodnou vºdy
v²echny karty v rámci £tve°ice):26

24str.33
25P°ílohy £.11-13
26Je²t¥ bych m¥la pro obecnost poznamenat, ºe hi v jedné £tve°ici se nemusí rovnat hi v

druhé £tve°ici; potom se i t°etí hodnota (= i-tá hodnota karty A9) li²í od obou p°edchozích.
Pro v¥t²í p°ehlednost a stru£nost zápisu jsem ale toto nijak jinak neodli²ovala neº touto
poznámkou).
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• A9 = [ h33 , h24 ] pro kombinaci prvního a druhého typu

• A9 = [h23 , h24 ] pro kombinaci prvního a t°etího typu

• A9 = [h23 , h34 ] pro kombinaci druhého a t°etího typu

• A9 = [h33 , h34 ] pro kombinaci druhého a druhého typu

Je²t¥ by m¥la existovat kombinace prvního a prvního typu a t°etího a t°e-
tího typu, ale neexistuje tak, aby mezi kartami nebyl SET (jedna z vlastností
vºdy vede na uspo°ádání typu 4:3:2).

Nyní se jiº m·ºeme podívat na celou skupinu 21 karet. Víme, ºe v kaºdé
devítici se alespo¬ jednou u n¥které z vlastností vyskytuje pom¥r 4:4:1. Nej-
prve p°edpokládejme, ºe tento pom¥r se vyskytuje u shodné vlastnosti pro ob¥
devítice (dejme tomu u druhé vlastnosti):

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17

i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 a2 a2 a2 a2

V tabulce nejsou uvedeny karty A9 a A18, které jsou také sou£ástí obou devític,
ale pro °e²ení jejich hodnoty znát nepot°ebujeme. Proto tabulka pouze nazna-
£uje £tve°ice, jejichº t°etí a £tvrté vlastnosti jsou uspo°ádány podle jednoho
z vý²e uvedených typ·. Hodnota a2 = 2 ∨ 3.

�ekn¥me, ºe hodnoty první £tve°ice jsou uspo°ádány podle �typu a� , hodnoty
druhé £tve°ice podle �typu b� , t°etí podle �typu c� a £tvrté podle �typu d� .
Víme, ºe kombinací dvou typ· lze p°esn¥ ur£it hodnoty karty (práv¥ jedné),
kterou lze doplnit. To znamená, ºe vzhledem k uspo°ádání lze doplnit pouze
karty, jejichº první hodnota bude 3. Pokud má být i druhá hodnota 3, pak jsou
hodnoty dvou zbývajících vlastností ur£eny kombinacemi a,d a b,c. Protoºe
hodnoty karet A1−4, A14−17 a A5−8, A10−13 se �li²í shodn¥� v prvních dvou
vlastnostech, m·ºeme doplnit nejvý²e jednu kartu, která se od v²ech ostat-
ních li²í stejným zp·sobem (tj. ob¥ hodnoty prvních dvou vlastností jsou 3) -
vznikne tak devítice, mezi kterou není SET.27 Proto pokud doplním kartu A19

27Jedná se o obdobu toho, co jsem dokázala na str. 21, akorát o dimenzi vý²
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tak, ºe a191,2 = 3, existuje jediný zp·sob, jak této kart¥ p°i°adit zbylé dv¥ hod-
noty. Vzhledem k tomu, ºe je tento jediný zp·sob ur£en dv¥ma kombinacemi
a,d a b,c, musí být kombinace shodné:

{a, d} = {b, c}

Pokud a = b, pak i c = d. V tom p°ípad¥ platí i to, ºe {a, c} = {b, d} =
{a, d} = {b, c}

Proto pokud jsou hodnoty druhých vlastností karet A20−21 rovny 1 ∨ 2, jsou
hodnoty zbylých vlastností ur£ené toutéº kombinací jako hodnoty karty A19.
To znamená, ºe a193 = a203 = a213 ∧ a194 = a204 = a214 ∧ a191 = a201 = a211,
coº jednodu²e znamená, ºe máme 3 karty shodující se ve t°ech vlastnostech,
tedy mezi nimi musí být SET. Proto nem·ºeme doplnit 3 dal²í karty, v tomto
p°ípad¥ (kdy se v rámci devític vyskytuje pom¥r 4:4:1 alespo¬ jednou u stejné
vlastnosti) pom¥r 9:9:3 neexistuje tak, aby mezi kartami nebyl SET.

Zbývá se podívat na p°ípad, kdy se pom¥r 4:4:1 vyskytuje u r·zných vlast-
ností. To znamená, ºe alespo¬ v jedné devítici je tento pom¥r zastoupen práv¥
jednou, tedy alespo¬ jedna £tve°ice v devítici musí být uspo°ádána podle t°e-
tího typu. Druhá £tve°ice pak m·ºe být uspo°ádána podle libovolného typu.
Podívejme se je²t¥ na druhou devítici. Víme, ºe u druhé vlastnosti (tj. u té,
kde se v první devítici vyskytuje pom¥r 4:4:1) bude pom¥r 3:3:3. U dal²ích
dvou vlastností máme jediné dv¥ moºnosti, jak hodnoty uspo°ádat - ob¥ jsou
znázorn¥ny v následujících tabulkách:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=3 h13 h23 h13 h13 h13 h23 h23 h33 h23

i=4 h14 h24 h34 h14 h24 h34 h14 h24 h34

Podle tohoto typu uspo°ádání bude pom¥r 4:4:1 u t°etí vlastnosti. M·ºe být
ale i u £tvrté, tabulka bude (aº na po°adí °ádk·) vypadat úpln¥ stejn¥:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=3 h13 h23 h33 h13 h23 h33 h13 h23 h33

i=4 h14 h24 h14 h14 h14 h24 h24 h34 h24
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Neº za£neme, de�nujme si je²t¥ typy trojic. První a druhý typ nalezneme v
tabulkách28. Existují je²t¥ dal²í typy, jak trojice uspo°ádat (pokud se u n¥které
z vlastností vyskytuje u v²ech t°ech karet stejná hodnota), ty ale nebudeme
pot°ebovat.
Víme, ºe u druhé vlastnosti proti sob¥ stojí v rámci obou devític pom¥ry 4:4:1
a 3:3:3. To znamená, ºe budeme-li chtít doplnit dal²í karty, které se li²í v
první vlastnosti, bude to od v²ech hodnot (pro druhou vlastnost) nejvý²e jedna
karta.29. Hodnoty posledních dvou vlastností karty, kterou je moºné doplnit,
jsou op¥t ur£ené kombinacemi typ·, tentokrát £tve°ice a trojice. Prov¥°íme-li
v²echny kombinace, zjistíme, ºe kaºdou kombinací získáme vºdy práv¥ jednu
kartu. Existuje jediná výjimka, a to pro kombinaci £tve°ice t°etího typu a
trojice druhého typu:

a1 a2 a3 a4 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18

i=1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
i=2 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=3 h13 h13 h23 h33 h13 h23 h33 h13 h23 h33 h13 h23 h33

i=4 h14 h24 h34 h34 h14 h24 h14 h14 h14 h24 h24 h34 h24

P°edstavme si, ºe chceme doplnit kartu A19; a191 = 3.

[a192 = 1∧ a193 = h13 ]⇒ {[3 - (a14 + a104 + a194)]∧ [3 - (a24 + a104 + a194)]} ⇒
a194 = h24, pak ale vidíme, ºe karty A2, A11, A19 tvo°í SET. Protoºe pom¥ry
v rámci trojic jsou vºdy shodné (li²í se pouze hodnotami), dopadne to stejn¥,
i kdyº hodnoty a192,3 budou jiné. Proto máme-li kombinaci £tve°ice t°etího
typu a trojice druhého typu, nem·ºeme doplnit ºádnou dal²í kartu, která by
se li²ila v první vlastnosti.

Te¤ uº víme v²echno, abychom se mohli podívat na celou situaci dohromady.
Zajímají nás pouze £tve°ice a trojice v první a druhé devítici, proto ostatní
karty (nap°. karta A9) nejsou v tabulce uvedeny:

28V tabulkách je vºdy barevn¥ vyzna£ena pouze jedna trojice, v²echny trojice v tabulce
jsou ale téhoº typu. Jak jiº bylo °e£eno, oba typy jsou vlastn¥, aº na po°adí vlastností,
shodné.

29Pak kombinací skupin, které se li²í v první vlastnosti - vznikne pom¥r 4:3:1, kdybychom
doplnili víc karet, vznikl by pom¥r, který by znamenal, ºe mezi kartami musí být SET
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a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18

i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2 3 3 3

V rámci první devítice musí být alespo¬ jedna £tve°ice t°etího typu. Proto
musí být druhá devítice uspo°ádána podle prvního typu trojic - jinak by ne-
bylo moºné doplnit ºádnou 19. kartu. Situace tedy bude následující:

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18

i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i =3 h13 h13 h23 h33 h13 h23 h13 h13 h13 h23 h23 h33 h23

i =4 h14 h14 h24 h34 h14 h24 h34 h14 h24 h34 h14 h24 h34

Coº znamená, ºe by bylo moºné doplnit karty

A19 = [3, 1, h33 , h14 ], A20 = [3, 2, h23 , h14 ] a A21 = [3, 3, h33 , h14 ]

Te¤ musíme rozhodnout, jakého typu bude druhá £tve°ice v rámci první de-
vítice. Nem·ºeme jiº doplnit karty tvo°ící £tve°ici t°etího typu - pak bychom
totiº do²li ke stejnému výsledku, s tím rozdílem, ºe by se karty A19−21 li²ily v
hodnotách první vlastnosti - konkrétn¥ bychom do²li k výsledku

A19 = [3, 3, h33 , h14 ], A20 = [3, 2, h23 , h14 ] a A21 = [3, 1, h33 , h14 ]

Vidíme tedy, ºe se karty nerovnají, proto je nem·ºeme doplnit. Proto v tomto
p°ípad¥ pom¥r 9:9:3 neexistuje.

Druhá £tve°ice m·ºe být být tedy uspo°ádána podle prvního nebo druhého
typu. V obou p°ípadech m·ºeme doplnit karty

A19 = [3, 1, h13 , h14 ], A20 = [3, 2, h23 , h34 ] a A21 = [3, 3, h23 , h14 ]

Víme, ºe ve snaze zjednodu²it zápis jsme stanovili, ºe hi(3,4 v první £tve°ici
se nemusí rovnat hi(3,4) ve druhé vlastnosti, i kdyº je pouºito shodné zna£ení.
Proto není na první pohled vid¥t, jestli se ob¥ varianty karet A19−21 shodují
nebo li²í. Vidíme ale, ºe první t°i karty A19−21 se v²echny shodují ve £tvrté
vlastnosti, zatímco ve druhé variant¥ se shodují jen dv¥. Proto m·ºeme do-
sadit nejvý²e dv¥ karty (A19 a A20), tedy pom¥r 9:9:3 také neexistuje.
Prov¥°ili jsme v²echny moºnosti, které pro pom¥r 9:9:3 mohou nastat, a zjis-
tili jsme, ºe tento pom¥r neexistuje tak, aby mezi kartami nebyl SET.
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4.5.2 Pom¥r 9:8:4

V rámci devítice musí existovat alespo¬ jedna vlastnost, jejíº hodnoty jsou
uspo°ádány v pom¥ru typu 4:4:1, °ekn¥me op¥t, ºe se jedná o druhou vlast-
nost. V rámci skupiny osmi karet budou jejich vlastnosti uspo°ádány v jednom
z pom¥r· 4:4, 4:3:2 nebo 3:3:2. Jeden z t¥chto pom¥r· bude pochopiteln¥ i u
druhé vlastnosti.

Pokud bude u druhé vlastnosti pom¥r 4:4:0, budou proti sob¥ stát pom¥ry
4:4:1 a 4:4. To znamená, ºe budeme-li chtít doplnit n¥jaké karty, které se od
t¥chto 17 li²í v hodnot¥ první vlastnosti, m·ºeme pro druhou vlastnost doplnit
od kaºdé hodnoty nejvý²e jednu kartu, tedy celkem 3 karty. 30 To znamená,
ºe nikdy nedostaneme pom¥r 9:8:4.

Pokud bude u skupiny osmi karet u druhé vlastnosti pom¥r 4:3:1, jedná se
o úpln¥ stejnou situaci - op¥t m·ºeme doplnit nejvý²e 3 karty ze stejného
d·vodu.

Pokud bude osm karet uspo°ádáno podle pom¥ru 3:3:2, dostaneme se do stejné
situace, op¥t m·ºeme p°idat nejvý²e 3 karty. 31

Proto pom¥r 9:8:4 také neexistuje tak, aby mezi kartami nebyl SET.

4.5.3 Pom¥r 9:7:5

V p°edchozím p°ípad¥ jsme také zjistili, ºe pokud se v jedné ze skupin vysky-
tuje pom¥r 4:4:i, a v druhé 4:i:i nebo 3:i:i, kde i ∈ {1, 2, 3}, vºdy bude moºné
doplnit nejvý²e 3 karty li²ící se od v²ech p°edchozích v první vlastnosti.

V rámci devítice bude op¥t existovat alespo¬ jedna (°ekn¥me op¥t druhá)
vlastnost, jejíº hodnoty budou uspo°ádány v pom¥ru 4:4:1. V rámci skupiny
7 karet mohou být hodnoty kaºdé z vlastností uspo°ádány v jednom z pom¥r·
4:3, 4:2:1, 3:3:1 nebo 3:2:2. Coº znamená, ºe do t°etí skupiny je moºné do-
plnit nejvý²e 3 karty, proto ani pom¥r 9:7:5 neexistuje tak, aby mezi kartami
nebyl SET.

30Aby vznikl vºdy pom¥r 4:4:1, ne 4:4:2 a více, protoºe mezi takovými kartami musí být
SET.

31Abychom pro mnoºiny karet z r·zných skupin, které by mohly p°ípadn¥ tvo°it SET,
dostali vºdy pom¥r 4:3:1
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4.5.4 Pom¥r 9:6:6

V rámci devítice bude op¥t alespo¬ u jedné vlastnosti pom¥r 4:4:1. V rámci
²estice budou pro kaºdou vlastnost karty uspo°ádány v n¥kterém z pom¥r· 4:2,
3:3, 4:1:1, 3:2:1 nebo 2:2:2. Proto jediný pom¥r, který má cenu zkoumat, je
2:2:2, který se musí vyskytovat u obou ²estic u vlastnosti, kde se v devítici
vyskytuje pom¥r 4:4:1.

�ekn¥me, ºe v rámci devítice se pom¥r 4:4:1 nachází ur£it¥ u druhé vlast-
nosti. U obou ²estic se tedy u druhé vlastnosti musí vyskytovat pom¥r 2:2:2. V
rámci ²estice mohou být karty v pom¥ru 2:2:2 uspo°ádány dv¥ma zp·soby:32

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i
i=1 h11 h11 h21 h21 h31 h31

i=2 h12 h12 h22 h32 h22 h32

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i
i=1 h11 h11 h21 h21 h31 h31

i=2 h12 h22 h12 h32 h22 h32

U t°etí a £tvrté vlastnosti, pokud se u devítice bude vyskytovat pom¥r 3:3:3,
m·ºe se v ²esticích vyskytovat n¥jaký z pom¥r· 2:2:2, 2:3:1 nebo 3:3. Dále
se m·ºe (ale také nemusí) nacházet i u vlastnosti t°etí a £tvrté. Také jiº z
d°ív¥j²ka víme, ºe v rámci devítice se musí vyskytovat alespo¬ jedna £tve°ice
typu 3.

I u t°etí vlastnosti se vyskytuje pom¥r hodnot 4:4:1

1. Pom¥r 2:2:2 je uspo°ádán prvním moºným zp·sobem

Podívejme se na takovou ²estici spolu se £tve°icí t°etího typu, kterou najdeme
v devítici:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a10i a11i a12i a13i a14i a15i
i=1 h11 h11 h11 h11 h21 h21 h21 h21 h21 h21

i=2 h12 h12 h12 h12 h12 h12 h22 h22 h32 h32

i=3 h13 h13 h23 h33 h13 h13 h23 h33 h23 h33

32Neexistuje t°etí zp·sob - existovalo by 6 karet, které by se "li²ily shodn¥"ve v²ech
t°ech vlastnostech, tedy by mezi nimi musel být SET.
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Nyní lze ur£it, které karty lze doplnit do t°etí skupiny (tj. do skupiny, kde
hodnota první vlastnosti = 1). Protoºe t°etí skupina je také ²estice, jejíº hod-
noty první vlastnosti musí být zastoupeny v pom¥ru 2:2:2, musíme od kaºdé
z hodnot první vlastnosti doplnit práv¥ 2 karty. V²echny hodnoty t¥chto karet
budou p°itom záviset p°edev²ím na tom, jaká bude druhá £tve°ice v rámci
devítice.

Jiº d°íve jsme ov²em dokázali, ºe v rámci jedné devítice nemohou být dv¥
£tve°ice t°etího typu sou£asn¥. Proto bude druhá £tve°ice prvního nebo dru-
hého typu, situace bude vypadat následovn¥:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a10i a11i a12i a13i a14i a15i
i=1 h11 h11 h11 h11 h11 h11 h11 h11 h21 h21 h21 h21 h21 h21

i=2 h12 h12 h12 h12 h22 h22 h22 h22 h12 h12 h22 h22 h32 h32

i=3 h13 h13 h23 h33 h13 h13 h33 h33 h13 h13 h23 h33 h23 h33

Z tabulky je vid¥t, ºe do t°etí skupiny nem·ºeme doplnit ºádnou kartu, jejíº
první t°i sou°adnice jsou [h31, h32, h13 ] nebo [h31, h32, h23 ] - to proto, ºe
karty A5,6,10,11 a karty A7,8,10,11 tvo°í £tve°ice, které se li²í stejn¥, tedy p°idá-
ním páté karty o uvedených sou°adnicích by mezi nimi vznikl SET. Zárove¬
ale víme, ºe musíme doplnit práv¥ dv¥ kary, jejichº první dv¥ sou°adnice jsou
[h31, h32]. Proto t°etí sou°adnice obou z nich musí mít hodnotu h33. V tako-
vém p°ípad¥ bude ale mezi kartami A1,2,12 a t¥mito dv¥ma nov¥ p°idanými
SET.33. Proto nem·ºeme doplnit ºádnou kartu, jejíº první dv¥ sou°adnice
jsou [h31, h32], coº je v rozporu s nutnou podmínkou pro moºnost existence
druhé ²estice tak, aby mezi kartami nebyl SET.

Proto jsme do²li k záv¥ru, ºe je-li pom¥r 2:2:2 v rámci ²estice uspo°ádán
prvním moºným zp·sobem, neexistuje hledaná skupina 21 karet v pom¥ru
9:6:6 tak, aby mezi kartami nebyl SET.

2. Pom¥r 2:2:2 je v rámci obou ²estic u druhé vlastnosti uspo°ádán

druhým moºným zp·sobem

V rámci devítice musí být op¥t jedna £tve°ice t°etího a jedna prvního nebo
druhého typu. Podívejme se nejprve na £tve°ici t°etího typu a jednu ²estici:

33Ze stejného d·vodu
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hodnoty a1i a2i a3i a4i a10i a11i a12i a13i a14i a15i
i=1 h11 h11 h11 h11 h21 h21 h21 h21 h21 h21

i=2 h12 h12 h12 h12 h12 h12 h22 h22 h32 h32

i=3 h13 h13 h23 h33 h13 h13 h23 h33 h23 h33

i=4 h14 h24 h34 h34 h10 h11 h12 h13 h14 h15

Aby bylo °e²ení obecné, ozna£me si hodnoty £tvrtých vlastností u ²estice jako
h10−15. Nyní jiº m·ºeme ur£it n¥které hodnoty vlastností karet, které je moºné
doplnit do t°etí skupiny (tj. druhé ²estice). Hodnoty prvních t°ech vlastností
m·ºeme vºdy ur£it konkrétn¥, a to devíti moºnými zp·soby, hodnoty £tvrtých
vlastností ozna£me jako h16−24.34

A16 = [h11 , h12 , h13 , h16]; [3 - (1+h10+h16)∧3 - (2+h10+h16)]⇒ h10+h16 = 3k

A17 = [h11 , h12 , h23 , h17]; [3 - (3 + h11 + h17) ∧ 3 - (3 + h10 + h17)]⇒ h10 6= h11

A18 = [h11 , h12 , h33 , h18]; [3 - (1+h11+h18)∧3 - (2+h11+h18)]⇒ h11+h18 =
3k ∧ h18 6= h17

A19 = [h11 , h22 , h13 , h19]; [3 - (3 + h14 + h19) ∧ 3 - (3 + h14 + h19)]

A20 = [h11 , h22 , h23 , h20]; [3 - (1+h15+h20)∧3 - (2+h15+h18)]⇒ h15+h20 =
3k ∧ h20 6= h19

A21 = [h11 , h22 , h33 , h21];h14 + h21 = 3k ∧ h21 6= h19

A22 = [h11 , h32 , h13 , h22];h12 + h22 = 3k

A23 = [h11 , h32 , h23 , h23];h13 + h23 = 3k

A24 = [h11 , h32 , h33 , h23];h22, h23 6= h24

Nyní m·ºeme doplnit druhou £tve°ici. Vzhledem k povoleným pom¥r·m v
rámci devítice se bude jednat o jednu z následujících £tve°ic (protoºe se £tve-
°ice li²í pouze v hodnotách £tvrté vlastnosti, jsou hodnoty druhé moºnosti
uvedeny v závorce):

34U prvních 5 karet je podrobn¥ ukázáno, jak jsme k daným podmínkám p°i²li, u dal²ích
uº uvádím rovnou výslednou podmínku - jedná se totiº stále o tentýº princip.
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hodnoty a5i a6i a7i a8i
i=1 h11 h11 h11 h11

i=2 h22 h22 h22 h22

i=3 h13 h13 h33 h33

i=4 h14 h24 h24 (h34) h14

Protoºe a103 = a113 ∧ (a53 = a63 ∧ a73 = a83), existují zde dv¥ £tve°ice karet,
které se li²í stejn¥. Proto do t°etí skupiny nem·ºeme doplnit karty A22 =
[h31 ;h32 ;h13 ;h22] ani A23 = [h31 ;h32 ;h23 ;h23], tedy zbývá jediná karta z trojice
karet A22−24. Ze zbývajících dvou trojic karet A16−18, A19−21 v²ak m·ºeme
doplnit vºdy nejvý²e dv¥ karty, protoºe dané trojice tvo°í SETy. Odsud je
vid¥t, ºe proto do t°etí skupiny doplníme nejvý²e 5 karet.

V rámci devítice se pom¥r 4:4:1 vyskytuje práv¥ u jedné vlastnosti
�ekn¥me, ºe tento pom¥r se vyskytuje u druhé vlastnosti. To znamená, ºe u
t°etí a £tvrté vlastnosti se musí vyskytovat pom¥r 3:3:3. I tak lze ale podle
hodnot druhé vlastnosti rozd¥lit skupinu na dv¥ disjunktní £tve°ice a jednu
samostatnou kartu. Vzhledem k tomu, ºe práv¥ jedna ze £tve°ic musí být
£tve°icí t°etího typu, existuje jediné moºné uspo°ádání:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a5i a6i a7i a8i a9i
i=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 1 2 2 2 2 3
i=3 1 1 2 3 3 3 2 2
i=4 1 2 3 3 1 2 1 2

P°idáme-li k této devítici první ²estici, bude uspo°ádání následující - jsou 2
zp·soby uspo°ádání hodnot t°etí vlastnosti. Podívejme se nejd°íve na první
zp·sob:

hodnoty a10i a11i a12i a13i a14i a15i
i=1 2 2 2 2 2 2
i=2 1 1 2 2 3 3
i=3 1 2 1 2 1 2
i=4 h10 h11 h12 h13 h14 h15
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Podívejme se te¤ na kombinaci karet první £tve°ice (z devítice) a této ²estice
karet. Budeme se snaºit doplnit dal²í karty (do druhé ²estice), a to stejným
zp·sobem, který jsme pouºili v p°edchozím p°ípad¥:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a10i a11i a12i a13i a14i a15i
i=1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
i=2 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3
i=3 1 1 2 3 1 2 1 2 1 2
i=4 1 2 3 3 h10 h11 h12 h13 h14 h15

Lze doplnit tyto karty:
A16 = [3; 1; 1;h16];h10 + h16 = 3k

A17 = [3; 1; 2;h17];h17 6= h16

A18 = [3; 1; 3;h18];h11 + h18 = 3k

A19 = [3; 2; 1;h19];h14 + h19 = 3k

A20 = [3; 2; 2;h20];h20 6= h19

A21 = [3; 2; 3;h21];h15 + h21 = 3k

A22 = [3; 3; 1;h22];h12 + h22 = 3k

A23 = [3; 3; 2;h23];h23 6= h22

A24 = [3; 3; 3;h24];h13 + h24 = 3k

Kombinací druhé £tve°ice a ²estice získáme následující podmínky:

hodnoty a1i a2i a3i a4i a10i a11i a12i a13i a14i a15i
i=1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
i=2 2 2 2 2 1 1 2 2 3 3
i=3 3 3 2 2 1 2 1 2 1 2
i=4 1 2 1 2 h10 h11 h12 h13 h14 h15

A16 = [3; 1; 1;h16];h15 + h16 = 3k
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A17 = [3; 1; 2;h17];h15 + h17 = 3k

A18 = [3; 1; 3;h18];h14 + h18 = 3k

A19 = [3; 2; 1;h19];h13 + h19 = 3k

A20 = [3; 2; 2;h20];h12 + h20 = 3k

A21 = [3; 2; 3;h21];h15 + h21 = 3k

A22 = [3; 3; 1;h22];h11 + h22 = 3k

A23 = [3; 3; 2;h23];h10 + h23 = 3k

A24 = [3; 3; 3;h24];h10 + h24 = 3k

Protoºe dvojice podmínek vztahující se k téºe kart¥ jsou vºdy konjunkcí, zjis-
tíme, ºe by op¥t muselo platit, ºe hodnoty h16−24 se rovnají. Proto m·ºeme
doplnit nejvý²e 4 karty.

V rámci ²estice mohou být hodnoty t°etí vlastnosti uspo°ádány je²t¥ druhým
zp·sobem:

hodnoty a10i a11i a12i a13i a14i a15i
i=1 2 2 2 2 2 2
i=2 1 1 2 2 3 3
i=3 1 3 2 3 2 3
i=4 h10 h11 h12 h13 h14 h15

Pouºijeme-li v²ak stejný postup jako v p°edchozích p°ípadech, zjistíme totéº
- pro takovéto uspo°ádání lze k 15 daným kartám ((devítici a ²estici) p°idat
nejvý²e 4 karty li²ící se od p°edchozích v hodnot¥ první vlastnosti.

Proto pro skupinu 21 karet platí, ºe je-li n¥jaká z vlastností uspo°ádána v
pom¥ru 9:6:6, musí mezi kartami být SET.

4.5.5 Pom¥r 8:8:5

Víme, ºe pro skupinu 8 karet platí, ºe se hodnoty jejích vlastností vyskytují v
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pom¥rech 4:4, 4:3:1, 4:2:2 nebo 3:3:2. To znamená, ºe jediná situace, kterou
má smysl prov¥°ovat, je taková, kdy se v kaºdé osmici u kaºdé vlastnosti vy-
skytuje pom¥r 3:3:2. Vezm¥me tedy jednu osmici a podívejme se, jestli je to
v·bec moºné:

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

i=1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3

Rozloºení hodnot prvních dvou vlastností je dáno. Podle hodnot u druhé vlast-
nosti si m·ºeme skupinu karet rozd¥lit na dv¥ trojice a jednu dvojici. Pro t°etí
vlastnost platí, ºe u kaºdé trojice se musí kaºdá hodnota vyskytovat nejvý²e
dvakrát. Z toho plynou moºná uspo°ádání:

• Pro ob¥ trojice platí, ºe vºdy u dvou karet (v rámci téºe trojice) se
vyskytuje stejná hodnota.

• Práv¥ pro jednu trojici platí, ºe u dvou karet se vyskytuje tatáº hodnota.

• Pro kaºdou trojici platí, ºe v²echny hodnoty t°etí vlastnosti karet jsou
navzájem r·zné.

1. V obou trojicích je hodnota t°etí vlastnosti , která se vyskytuje

u dvou karet

S ohledem na to, ºe i u t°etí vlastnosti se musí v celé osmici vyskytovat pom¥r
hodnot 3:3:2, vypadá celá situace takto:

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

i=1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3
i=3 h13 h13 h23 h33 h33 h43 h53 h63

Vidíme, ºe ve skupin¥ vºdy existují 4 karty, které se �li²í shodn¥� ve t°ech
vlastnostech, proto k nim nem·ºeme doplnit pátou takovou kartu. Vzhledem
k podmínce celkového pom¥ru 3:3:2 v²ak ale jinou moºnost nemáme, proto se
dostaneme do sporu. Toto uspo°ádání osmice tedy není moºné.

2. Pouze u jedné trojice se tatáº hodnota t°etí vlastnosti vyskytuje

práv¥ u dvou karet

Coº znamená, ºe výchozí uspo°ádání vypadá bez újmy na obecnosti takto:
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a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

i=1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3
i=3 1 1 2 1 2 3 2 3
i=4 1 2 3 1 1 h64 h74 h84

Vysv¥tleme je²t¥ pro jistotu hodnoty u £tvrté vlastnosti - hodnoty £tvrté vlast-
nosti u karet A(4−6) nemohou být v²echny stejné ani vzájemn¥ r·zné, pak by
totiº karty tvo°ily SET. Proto mezi nimi musí být práv¥ dvakrát shodná hod-
nota. Proto mezi kartami první trojice musí být kaºdá z hodnot práv¥ jednou
- z p°edchozího p°ípadu víme, ºe v jiném p°ípad¥ by v rámci skupiny t¥chto
osmi karet by SET.

[3 - (a14 + a54 + a84) ∧ 3 - (a24 + a54 + a84)] ⇒ h84 = 1. Coº je ov²em
spor s podmínkou, ºe pom¥r hodnot karet celkov¥ je 3:3:2. Proto taková sku-
pina osmi karet, kde by se hodnoty kaºdých vlastností vyskytovaly v pom¥ru
3:3:2, za daných podmínek neexistuje.

3. V rámci trojic jsou v²echny hodnoty t°etí vlastnosti r·zné

A zárove¬ jsou hodnoty v osmici zastoupeny v pom¥ru 3:3:2. Situace tedy
vypadá takto:

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

i=1 1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3
i=3 1 2 3 1 2 3 2 3

Ze v²eho, co jiº víme, m·ºeme °íci, ºe mezi hodnotami a14, a24, a34 budou
práv¥ dv¥ shodné. Stejn¥ tak tomu bude i u druhé trojice, tedy u a44, a54 a a64.
Z p°edchozích p°ípad· jiº víme, ºe v takovém p°ípad¥ dané celkové uspo°ádání
21 karet neexistuje tak, aby mezi kartami nebyl SET.

Prov¥°ili jsme v²echny moºné situace, které mohou nastat, a zjistili jsme,
ºe pom¥r 8:8:5 neexistuje tak, aby mezi kartami nebyl SET.

4.5.6 Pom¥r 8:7:6

V rámci osmice se karty vyskytují v n¥kterém z pom¥r· 4:4, 4:3:1, 4:2:2,
3:3:2. V rámci skupiny sedmi karet pak v n¥kterém z pom¥r· 4:3, 4:2:1, 3:3:1
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nebo 3:2:2. Jediná uspo°ádání, která je t°eba prov¥°it jsou tedy ta, kde se
kaºdá z vlastností osmice vyskytuje v pom¥ru 3:3:2 a kaºdá z vlastností sed-
mice v jednom z pom¥r· 3:3:1 nebo 3:2:2. Z p°edchozího p°ípadu ale jiº víme,
ºe neexistuje osmice, jejíº v²echny vlastnosti by se vyskytovaly v pom¥ru 3:3:2.
Proto ani pro tento pom¥r nenalezneme �p°íznivé °e²ení�, kdy by mezi 21
kartami nebyl SET.

4.5.7 Pom¥r 7:7:7

V rámci skupiny sedmi karet mohou být karty uspo°ádány v jednom z pom¥r·
4:3, 4:2:1, 3:3:1 nebo 3:3:2. Jediné uskupení 21 karet, mezi nimiº by nemusel
být SET, je proto takové, v jehoº v²ech t°ech sedmicích se u kaºdé vlastnosti
vyskytuje jeden z pom¥r· 3:3:1 nebo 3:2:2. To znamená, ºe vezmeme-li jakou-
koliv vlastnost (°ekn¥me op¥t t°eba druhou), m·ºe nastat jedna z následujících
situací:

1. U druhé vlastnosti se ve v²ech t°ech sedmicích nachází hodnoty v po-
m¥ru 3:3:1

2. U druhé vlastnosti se ve dvou sedmicích vyskytují hodnoty v pom¥ru
3:3:1 a v jedné sedmici v pom¥ru 3:3:2

3. U druhé vlastnosti se ve dvou sedmicích vyskytují hodnoty v pom¥ru
3:2:2 a v jedné sedmici v pom¥ru 3:3:1

4. U druhé vlastnosti se ve v²ech t°ech sedmicích nachází hodnoty v po-
m¥ru 3:2:2

1. T°ikrát pom¥r 3:3:1

Zárove¬ musí platit, ºe podíváme-li se na v²ech 21 karet dohromady (tj. bez
£len¥ní na jednotlivé sedmi£lenné skupiny), musí se u kaºdé vlastnosti hod-
noty vyskytovat v pom¥ru 7:7:7.35 Proto bude výchozí situace bez újmy na
obecnosti následující:

35Pro v²echny ostatní moºné pom¥ry jsme jiº dokázali, ºe neexistují tak, aby mezi kar-
tami nebyl SET.
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i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 1 1 1 3 3 3 2 2 2 2 3 3 3 1

i=1 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=2 1 1 1 3 3 3 2 2 2

Vidíme, ºe v rámci jednotlivých sedmi£lenných skupin lze karty rozd¥lit na dv¥
trojice a jednu zbývající kartu, a to práv¥ podle hodnot druhé vlastnosti. Pro
kaºdou z takových trojic platí, ºe pro kaºdou dal²í vlastnosti jsou v²echny t°i
hodnoty shodné, práv¥ dv¥ hodnoty shodné, nebo v²echny t°i hodnoty r·zné.

Podívejme se nyní na první trojici první skupiny, druhou trojici druhé sku-
piny a na první trojici t°etí skupiny. Vidíme, ºe dohromady tvo°í skupinu
devíti karet, které se li²í shodn¥ ve dvou vlastnostech:

Pro jednotlivé trojice op¥t platí, ºe pro kaºdou dal²í vlastnost jsou v²echny t°i
hodnoty shodné, práv¥ dv¥ hodnoty shodné, nebo v²echny t°i hodnoty r·zné.
Kdyby ov²em byly v²echny t°i shodné, dostali bychom skupinu t°ech karet sho-
dujících se ve t°ech vlastnostech, tedy by mezi nimi byl SET. Bude-li u dvou
trojic platit, ºe práv¥ dv¥ hodnoty jsou shodné, pak to musí platit i pro t°etí
trojici - z karet v rámci prvních dvou trojic totiº bude moºné sestavit £tve-
°ici, která se li²í shodn¥ v prvních t°ech vlastnostech. Proto bude existovat
práv¥ jedna hodnota, kterou nebude moºné doplnit ke t°etí vlastnosti karet
t°etí trojice. Tudíº není muºné, aby se v²echny hodnoty li²ily.

Zárove¬ platí, ºe budou-li u t°etí vlastnosti v rámci n¥jaké trojice v²echny hod-
noty r·zné, musí být u £tvrté hodnoty této trojice práv¥ dv¥ hodnoty shodné,
aby trojice nebyla SETem. Zárove¬ z vý²e odvozeného plyne, ºe budou-li u
jedné z trojic pro v²echny vlastnosti v²echny hodnoty r·zné, musí být v²echny
hodnoty r·zné i u n¥které z dal²ích trojic. Tedy i u £tvrté vlastnosti n¥-
které z dal²ích trojic budou práv¥ dv¥ hodnoty stejné.Coº znamená, splníme-li
v²echny podmínky, ºe u jedné z vlastností 3,4 bude pro kaºdou z trojic platit,
ºe práv¥ dv¥ hodnoty jsou shodné. Situace bude bez újmy na obecnosti vypadat
takto:
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i=1 1 1 1 2 2 2 3 3 3
i=2 1 1 1 3 3 3 2 2 2
i=3 1 1 2 2 2 3 1 1 2
i=4 1 2 1

Nyní se m·ºeme vrátit k celé skupin¥ 21 karet:

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 1 1 1 3 3 3 2 2 2 2 3 3 3 1
i=3 1 1 2 2 2 3 1 1 2
i=4 1 2 1

Uv¥domíme-li si, ºe to samé platí i pro druhou trojici první skupiny první
trojici druhé skupiny a druhou trojici t°etí skupiny, a ºe zárove¬ celkový po-
m¥r hodnot mezi v²emi kartami musí být 7:7:7, zjistíme, ºe pro tento pom¥r
skupina 21 karet bez SETu neexistuje. Zjistili jsme totiº, ºe máme-li dev¥t
karet, které se li²í shodn¥ v prvních dvou vlastnostech tak jako v práv¥ prov¥-
°eném p°ípad¥, pak t°etí vlastnosti p°i°adíme £ty°ikrát hodnotu h1, £ty°ikrát
hodnotu h2 a jednou hodnotu h3, tzn. hodnoty jsou uspo°ádané v pom¥ru
4:4:1. Proto hodnoty v druhé vybrané devítici nesmí jiº být uspo°ádány v
pom¥ru 4:4:1, nebo´ by se mezi v²emi 21 kartami pro t°etí vlastnost vyskyto-
vala alespo¬ jedna hodnota osmkrát, tzn. byl by poru²en celkový pom¥r 7:7:7.
Proto m·ºeme doplnit hodnoty t°etí vlastnosti v²ech karet:

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 1 1 1 3 3 3 2 2 2 2 3 3 3 1
i=3 1 1 2 1 2 3 3 1 2 3 2 2 3 3 1 1 2 1 2 3 3

Vidíme, ºe u jedné vybrané devítice se u t°etí vlastnosti vyskytuje pom¥r 4:4:1
a u druhé 3:3:3. Proto celkový pom¥r v²ech dopln¥ných karet je 7:7:4, tedy
a73 = a143 = a213 = 3. Zárove¬ víme, ºe stejná situace nastane i u £tvrté
vlastnosti, proto i a74 = a144 = a214, z £ehoº plyne, ºe karty A7,14,21 tvo°í
SET. Proto skupina 21 karet uspo°ádaná dle t¥chto podmínek neexistuje tak,
aby mezi kartami nebyl SET.

2. Dvakrát pom¥r 3:3:1, jednou 3:2:2

Uspo°ádáme-li hodnoty druhé vlastnosti v rámci jednotlivých sedmic tímto
zp·sobem, pak nebude platit, ºe celkový pom¥r hodnot bude 7:7:7. V kaºdé
ze skupin totiº máme zastoupeny v²echny 3 hodnoty - a to jednou, dvakrát
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nebo t°ikrát. Pokud se n¥jaká z hodnot vyskytuje ve skupin¥ dvakrát, musí
se vyskytovat dvakrát také v práv¥ jedné z dal²ích skupin. Coº ov²em nelze,
protoºe jediná skupina, kde se n¥které z hodnot vyskytují dvakrát, je t°etí
skupina.

3. Dvakrát pom¥r 3:2:2, jednou 3:3:1

Zárove¬ víme, ºe i u kaºdé z dal²ích vlastností se pom¥r 3:3:1 m·ºe vyskytovat
nejvý²e jednou. Bez újmy na obecnosti vypadá výchozí situace takto:

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 2 2 1 1 3 3 3 2 2 1 1

V druhé a t°etí skupin¥ jsou vºdy dv¥ dvojice. Zam¥°me se pouze na dvojice
v druhé skupin¥. Pro kaºdou z nich platí, ºe hodnota kaºdé dal²í vlastnosti
m·ºe být u obou dvojic shodná, nebo pro ob¥ r·zná. V první skupin¥ (prvních
7 karet) najdeme zase dv¥ trojice. I pro n¥ aspo¬ pro jednu vlastnost platí,
ºe hodnoty pro jednu trojici se v²echny li²í a v rámci druhé trojice je jedna z
hodnot práv¥ dvakrát, nebo ºe pro ob¥ trojice je n¥která z hodnot zastoupena
práv¥ dvakrát.

Podívejme se nejd°ív na situaci, kdy pro ob¥ trojice platí, ºe n¥která z hod-
not je u 3. vlastnosti zastoupena dvakrát, a zárove¬ pro alespo¬ jednu dvojici
platí, ºe u obou karet je stejná hodnota:

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 2 2 1 1 3 3 3 2 2 1 1
i = 3 1 1 2 2 3 1 1

Úvahami o kartách, které se li²í stejn¥, m·ºeme postupn¥ doplnit dal²ích
n¥kolik hodnot:36

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 2 2 1 1 3 3 3 2 2 1 1
i = 3 1 1 2 2 3 1 2 3 2 3 1 1 1 2 1 1 2 2 3

36V²echny konkrétní kroky postupu jsem si dovolila vynechat, protoºe se jedná o ten
samý princip jako v p°edchozích p°ípadech, nepovaºuji tedy za nutné popisovat jej znovu
- vedlo by to ke sníºení £itelnosti práce.
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Jiº te¤ je v²ak z°ejmé, ºe je poru²en celkový pom¥r 7:7:7, proto mezi kar-
tami musí být SET.

Podívejme se na situaci, kdy trojice z·stanou stejného typu, av²ak pro v²echny
dvojice (ne jen ve druhé, ale v obou skupinách) bude platit, ºe v rámci nich
se hodnot vºdy li²í:

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 2 2 1 1 3 3 3 2 2 1 1
i = 3 1 1 2 2 2 2 3 1 1 1 2 3

Zde nastanou dv¥ moºnosti podle toho, zda a163 = 1∨ 2. Pokud a163 = 1, pak
op¥t dostaneme jediné moºné °e²ení, kdy a73 = 3, coº je ov²em spor. Pokud
a163 = 2, pak dostaneme tabulku:

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 2 2 1 1 3 3 3 2 2 1 1
i = 3 1 1 3 2 2 3 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 1 2 3

Podíváme-li se na druhou a t°etí skupinu (které jsou stejného typu), vidíme,
ºe existuje jediný zp·sob, jak doplnit hodnoty 4. vlastnosti tak, aby mezi kar-
tami nebyl SET, a zárove¬ byly spln¥ny v²echny ostatní podmínky:

i=1 3 3 3 3 3 3 3
i=2 3 3 3 2 2 1 1
i = 3 1 2 3 1 2 3 2
i = 4 1 1 3 2 3 1 3

Jedná se ov²em o pom¥r 3:3:1, který m·ºe být nejvý²e u jedné skupiny, tedy
ne u obou. Proto není moºné skupinu uspo°ádat tak, aby mezi kartami nebyl
SET.

Zbývá prov¥°it moºnost, kdy v rámci první skupiny existuje jedna trojice tak,
ºe se její v²echny hodnoty navzájem li²í. Stejným zp·sobem jako v p°edchozím
p°ípad¥ dostaneme tabulku:
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i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 2 2 1 1 3 3 3 2 2 1 1
i =3 1 2 3 1 1 2 1 1 1 2 3 2

Aby m¥la tato situace smysl, musí i u £tvrté vlastnosti v rámci první sku-
piny být jedna trojice, jejíº v²echny hodnoty se li²í, a jedna trojice, kde se
práv¥ dvakrát vyskytuje tatáº hodnota. Situace bude vypadat takto:

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 2 2 1 1 3 3 3 2 2 1 1
i=3 1 2 3 1 1 2
i=4 1 1 2 1 2 3

Za t¥chto podmínek a73 = 2 ∨ 3
a74 = 2⇒ [3 - (a34 + a44 + a74)∧ 3 - (a34 + a54 + a74)]⇒ [3 - (2+1+ a74)∧ 3 -
(2 + 2 + a74)]⇒ a74 = 1 Pro a73 = 3 situace nemá °e²ení, které hledáme.

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 2 2 1 1 3 3 3 2 2 1 1
i=3 1 2 3 1 1 2 2
i=4 1 1 2 1 2 3 1

Vidíme ale, ºe u £tvrté vlastnosti se v první skupin¥ nevyskytuje ani po-
m¥r 3:3:1, ani 3:2:2, ale 4:2:1. Na po£átku jsme zd·vodnili, pro£ nemá smysl
tento pom¥r prov¥°ovat - v rámci skupiny sice SET není, ale postupným p°i-
dáváním karet by vznikl. Proto ani pro tento typ uspo°ádání skupina 21 karet
neexistuje.

4. U v²ech skupin se vyskytuje pom¥r 3:2:2

Tentokrát víme, ºe i u v²ech dal²ích vlastností se ve v²ech skupinách nachází
pom¥r 3:2:2 - pro v²echny situace, kdy se u alespo¬ jedné vlastnosti alespo¬
jednou vyskytoval pom¥r 3:3:1, jsme zjistili, ºe skupina 21 karet bez SETu ne-
existuje. Protoºe v kaºdé ze skupin se vyskytuje pom¥r 3:2:2 a celkový pom¥r
je 7:7:7, je z°ejmé, ºe pro kaºdou vlastnost platí, ºe v kaºdé skupin¥ se bude
t°ikrát vyskytovat jiná hodnota. Proto výchozí situace vypadá následovn¥:

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 3 3 3 3 3 2 2 1 1 2 2 2 3 3 1 1
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V kaºdé skupin¥ se nachází práv¥ jedna trojice. Pro kaºdou z následujících
vlastností platí, ºe v rámci trojice se m·ºe tatáº hodnota vyskytovat nejvý²e
dvakrát. Podívejme se na první skupinu:

i=1 1 1 1 1 1 1 1
i=2 1 1 1 2 2 3 3
i=3 1 1 2

Pokud by se hodnoty £tvrté a páté karty rovnaly, tzn. a43 = a53, pak a43 =
a53 = 2 ∨ 3, aby nebyl naru²en pom¥r 3:2:237.

a43 = a53 = 2 ⇒ (a63 6= 3 ∧ a73 6= 3) ⇒ {a63 , a73} ∈ {1, 2}, coº znamená, ºe
karty nejsou uspo°ádány v pom¥ru 3:2:2, ale 3:3:1. Proto není moºné, aby
se u ºádné z dvojic vyskytovala tatáº hodnota. Proto hodnota, která se bude
vyskytovat dvakrát u trojice, bude zárove¬ jedinou hodnotou, která se v rámci
celé skupiny vyskytuje t°ikrát.

Pokud se tedy jistá hodnota vyskytuje u n¥které z trojic dvakrát, znamená
to, ºe u dal²ích trojic se musí vyskytovat dvakrát jiná hodnota. Pokud se u
dvou trojic vyskytuje n¥která hodnota dvakrát, musí se dvakrát vyskytovat i
n¥která hodnota u t°etí trojice - z prvních dvou trojic lze totiº vybrat £ty°i
karty, které se li²í shodn¥ ve t°ech hodnotách. Existuje tedy hodnota, kte-
rou nem·ºeme doplnit k t°etí vlastnosti t°etí trojice. Proto se u této trojice
nemohou v²echny hodnoty vzájemn¥ li²it:

i=1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
i=2 1 1 1 2 2 3 3 3 3 3 2 2 1 1 2 2 2 3 3 1 1
i=3 1 1 2 2 1∨2 1 ∨2

Vidíme v²ak, ºe ke t°etí trojici nem·ºeme doplnit práv¥ tu hodnotu, kterou
bychom pot°ebovali, abychom splnili podmínku, ºe v kaºdé skupin¥ se vysky-
tuje t°ikrát jiná hodnota. Proto karty nebudou uspo°ádány v celkovém pom¥ru
7:7:7, tedy mezi nimi bude SET.

To znamená, ºe dvakrát se tatáº hodnota m·ºe vyskytovat nejvý²e u jedné
trojice. To znamená, ºe alespo¬ u dvou trojic budou v²echny t°i hodnoty r·zné,
z £ehoº plyne, ºe pro £tvrtou vlastnost k nim budeme muset doplnit vºdy

37Kdyby byla jejich hodnota 1, vyskytovala by se zde tato hodnota £ty°ikrát.
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dvakrát stejnou hodnotu, dostaneme se tedy do stejného problému jako p°ed
chvilkou.

Proto neexistuje skupina 21 karet uspo°ádaná tímto zp·sobem taková, ve které
není SET.

Zárove¬ se jednalo o poslední moºný typ uspo°ádání. V ºádném z typ· uspo-
°ádání nem·ºe být SET, jak jsme dokázali. Proto skupina s nejv¥t²ím po£tem
karet, mezi nimiº není SET, je opravdu dvaceti£lenná.
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Kapitola 5

Strategie hry

Myslím, ºe u této hry nelze p°esn¥ ur£it vyhrávající strategii. Vºdy se totiº
najdou lidé, kte°í mezi vyloºenými kartami SET prost¥ rovnou "vidí". Z
hlediska matematického ale existují r·zné zp·soby, kterými lze SETy hledat,
a s ohledem na r·zná fakta lze zobecnit, kdy je který z nich rychlej²í a
efektivn¥j²í.

5.1 Typy SET· a jejich prav¥podobnost výskytu

Jiº d°íve jsme spo£ítali, ºe celkem existuje 1080 r·zných SET·.1 P°itom
1

10
v²ech SET· jsou SETy li²ící se v jedné vlastnosti,

3

10
SETy li²ící se ve

dvou vlastnostech,
2

5
SETy li²ící se ve t°ech vlastnostech a

1

5
SETy li²ící se

ve v²ech £ty°ech vlastnostech. Jinými slovy, pokud nalezneme SET, je to s

pravd¥podobností P (1) =
1

10
SET, jehoº karty se li²í v jedné vlastnosti, s

pravd¥podobností P (2) =
3

10
SET, jehoº karty se li²í ve dvou vlastnostech, s

pravd¥podobností P (3) =
2

5
SET, jehoº karty se li²í ve t°ech vlastnostech a

s pravd¥podobností P (4) =
1

5
SET, jehoº karty se li²í ve v²ech vlastnostech.

1kapitola 3.1
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5.2 Hledání SET·

SETy se dají hledat r·znými zp·soby. První z nich, který asi kaºdého na-
padne, je zkoumat postupn¥ v²echny dvojice karet, ur£ovat, která karta by
s nimi tvo°ila SET a následn¥ kontrolovat, zda se tato t°etí karta nachází
mezi vyloºenými kartami. Nevýhoda tohoto postupu tkví ov²em v jeho po-

malosti - p°i po£tu n vyloºených karet existuje
n · (n− 1)

6
r·zných dvojic,

které bychom museli prozkoumat.

Mnohem ú£inn¥j²í metodou je postupné p°evedení n-dimenzionálního pro-
blému na n− 1, n− 2 aº (je-li t°eba) na jednorozm¥rný problém, a následné
hledání SET· pomocí de�nice SETu a v²ech dokázaných v¥t o maximálních
po£tech karet v jednotlivých nadrovinách.

Protoºe popis této metody obecn¥ by byl pro na²e ú£ely zbyte£n¥ moc abs-
traktní, vysv¥tlíme si ji na konkrétním p°íkladu. Obecn¥ samoz°ejm¥ platí
také, protoºe spo£ívá v pouhé aplikaci dokázaných v¥t a de�nice SETu.

Podle o�ciálních pravidel se hra hraje s 12 kartami. M¥jme tedy 12 náhodn¥
vybraných karet:

Obrázek 5.1: P°íklad herní situace
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Nyní uvaºujme. Platí, ºe v kaºdé vlastnosti se karty bu¤ v²echny li²í, nebo
v²echny shodují. �ekn¥me, ºe se v n¥jaké shodují. Pokud se shodují v barv¥,
vidíme, ºe to nem·ºe být modrá - máme k dispozici pouze 2 modré karty,
p°i£emº SET je tvo°en t°emi kartami. M·ºe to v²ak být zelená nebo £ervená.
Prohlédneme-li si zelené karty, vidíme, ºe jsou £ty°i. P°itom mezi nimi chybí
po£et 1, proto pokud se karty shodují v barv¥ - jsou v²echny zelené, nemohou
se li²it v po£tu. Po£et musí být proto pro v²echny karty stejný. Protoºe mezi
zelenými kartami je jednou po£et 2 a t°ikrát po£et 3, jediná moºnost je, ºe
karty budou mít po£et 3. Okamºit¥ ale vidíme, ºe tyto 3 karty s po£tem 3
netvo°í SET - výpl¬ je sice pro v²echny karty r·zná, ale tvar je stejný práv¥
pro dv¥ karty.

Uº tedy víme, ºe shodují-li se karty SETu v barv¥, nem·ºe to být ani modrá,
ani zelená. Zbývá £ervená. �ervených karet je 6. Jsou mezi nimi pouze 2
druhy výpln¥, to znamená, ºe má-li být mezi kartami SET, musí se karty
shodovat ve výplni, tj. musí mít v²echny plnou výpl¬. Zbudou nám 4 karty.
Po jejich prohlédnutí zjistíme, ºe aby mezi nimi byl SET, musí se v²echny
li²it v po£tu a zárove¬ tvaru. Snadno nalezneme trojici, pro kterou je kon-
junkce spln¥na - jeden £ervený plný koso£tverec, dva £ervené plné oválky a
t°i £ervené plné vlnky.

Na²li jsme SET, coº v b¥ºné h°e sta£í. Moºná se tento postup jeví jako zdlou-
havý a komplikovaný, opak je ale pravdou. Samoz°ejm¥ musíme v po£átku
rozpoznat, odkud je nejvýhodn¥j²í za£ít SETy hledat, coº se li²í pro kaºdou
situaci. Zde jsme za£ali tak, ºe jsme si °ekli, ºe barva bude stejná. Coº bylo
výhodné, protoºe jsme dostali t°i skupinky, u kterých bylo pom¥rn¥ rychlé
rozhodnout, zda za t¥chto podmínek mezi nimi je nebo není SET - u dvou
jsme rozhodli prakticky hned a u t°etí (£ervené) také, protoºe u zbývajících
dvou vlastností zde byla jedna (výpl¬), od níº se vyskytovaly pouze 2 hod-
noty. Mohli jsme tedy pro tuto vlastnost okamºit¥ rozhodnout, ºe se v ní
karty musí shodovat.

Mén¥ výhodné by bylo °íct si, ºe výpl¬ je stejná - pro prázdnou a ²rafo-
vanou výpl¬ bychom rozhodli hned, ale pro plnou výpl¬ bychom dostali 7
karet v²ech moºných tvar·, po£t· i barev. Nebyl by zde tedy ºádná vlastnost,
pro kterou bychom mohli rovnou °íci, zda se v ní karty SETu shodují nebo
li²í. Museli bychom dál prov¥°ovat ob¥ moºné varianty.

I tak je ale toto °e²ení rychlej²í neº by bylo takové, kdy musíme prov¥°it
v²echny dvojice. Jak jsem ale °ekla, nejedná se o ºádnou p°esnou výherní
strategii. Ta totiº u hry stanovit nelze, vºdy se najdou lidé, kte°í SET rov-
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nou vidí, aniº by cokoliv po£ítali.2. Mnou navrhovaný zp·sob je ov²em nej-
výhodn¥j²ím a nejrychlej²ím systematickým zp·sobem, se kterým jsem se
setkala. Zárove¬ se velice hodí, pokud chceme zjistit, kolik r·zných SET·
je mezi kartami, pop°. dokázat, ºe mezi kartami SET není. Zkrátka a dob°e
sta£í vzít postupn¥ v²echny 4 vlastnosti jako vlastnost, v níº se karty mají
shodovat a najít SETy. Nakonec potom musíme je²t¥ prov¥°it p°ípad, kdy se
karty ve v²ech vlastnostech li²í. Takto velice rychle nalezneme v²echny SETy
£i zjistíme, ºe mezi kartami ºádný dal²í SET není. �lov¥k, který postupn¥
prov¥°uje v²echny moºné dvojice, dojde ke stejnému výsledku, ov²em mno-
hem pomaleji. A £lov¥k, který SETy prost¥ �vidí� , si nem·ºe být jistý, ºe si
v²iml v²ech, pop°. ºe ºádný nep°ehlídl.

Zkusme si tedy je²t¥ nakonec v na²em modelovém p°íkladu najít v²echny
SETY.

Pokud se karty shodují v barv¥, jiº víme, ºe existuje práv¥ jediný SET -
jeden £ervený plný koso£tverec, dva £ervené plné oválky a t°i £ervené plné
vlnky.

Pokud se karty shodují v po£tu, nem·ºe to být po£et 1, taková karta je
tu totiº jediná. Pro po£et 2 máme £ty°i karty, mezi kterými se ale vysky-
tují pouze 2 typy výpln¥ a nejvý²e dvakrát táº barvy. SETem tedy m·ºe
být pouze taková mnoºina t°í karet, které se shodují ve výplni a zárove¬
vzájemn¥ li²í v barv¥. Konjunkcí t¥chto podmínek v²ak dostáváme prázdnou
mnoºinu. Proto mezi kartami není SET a poslední moºností je po£et 3. Pro
po£et 3 se zde vyskytuje 7 karet. Snadno zjistíme, ºe se nemohou shodovat
ve výplni ani v barv¥. Proto jediný p°ípustný SET je takový, jehoº karty se
li²í ve výplni a zárove¬ v barv¥. Protoºe prázdná výpl¬ se zde nachází pouze
jednou, a to u t°ech prázdných zelených oválk·, musí se tato karta ur£it¥
vyskytovat v námi hledaném SETu. Ostatní karty uº tedy nesmí být zelené.
Tím nalezneme SET t°i prázdné zelené oválky, t°i plné modré vlnky a t°i
£ervené ²rafované koso£tverce.

Pokud se karty shodují v tvaru, velice jednodu²e prov¥°íme u v²ech t°ech
skupin (samé oválky, samé vlnky nebo samé koso£tverce), ºe ºádný takový
SET neexistuje.

Pokud se karty shodují ve výplni, jediná skupina, kde by mohl být SET,
2Protoºe hledání SET· �mým� zp·sobem je vlastn¥ po£ítáním - hledáme trojici karet,

pro jejichº v²echny vlastnosti platí, ºe sou£et jejich hodnot je d¥litelný t°emi
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je skupina karet s plnou výplní. Víme, ºe v barv¥ i po£tu se musí li²it (ta-
kové SETy jsme totiº jiº nalezli d°íve), proto mezi kartami SETu musí ur£it¥
být karta se t°emi plnými zelenými oválky, jedná se totiº o jedinou zelenou
kartu. Snadno potom jiº nalezneme SET t°i plné zelené oválky, dv¥ plné
modré vlnky a jeden plný £ervený koso£tverec.

Zbývá prov¥°it situaci, kdy se karty ve v²ech vlastnostech li²í. Protoºe je
zde jediná karta, která má hodnotu pro po£et rovnu dv¥ma, musí být ur-
£it¥ v potenciálním SETu. Jedná se o kartu jeden plný £ervený koso£tverec.
Víme, ºe v SETu bude ur£it¥ n¥jaká modrá karta, av²ak vidíme, ºe v²echny
modré karty jsou plné. Jinými slovy shodují se s první kartou v hodnot¥ vý-
pln¥. Tedy neexistuje SET, který by byl tvo°en kartami li²ícími se ve v²ech
vlastnostech.

Prov¥°ili jsme v²echny moºné situace a nalezli jsme v²echny moºné SETy
vyskytující se mezi 12 náhodn¥ vybranými kartami.
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Kapitola 6

Herní varianty

V o�ciální verzi má hra 4 vlastnosti, z nichº kaºdá nabývá 3 moºných hodnot.
Obecn¥ lze ale vytvo°it takovou hru, která bude mít n vlastností, z nichº
kaºdá bude nabývat m r·zných hodnot, p°i£emº n a m jsou p°irozená.

6.1 Obecná charakteristika

V takovém p°ípad¥ bude hra obsahovat mn vzájemn¥ r·zných karet. Kaºdý
SET je tvo°en m kartami. Zárove¬ jiº ale neplatí, ºe SET je jednozna£n¥
ur£en dv¥ma kartami1. Ano, pro kaºdé dv¥ karty m·ºeme rozhodnout, zda se
jejich hodnoty p°íslu²ných vlastností li²í nebo shodují. Z £ehoº ur£íme, zda se
i ostatní vlastnosti budou li²it nebo shodovat. Pokud se ale budou li²it, víme
pouze to, kterých hodnot budou nabývat, ne v²ak jiº to, která karta bude
nabývat které hodnoty. Proto je SET jednozna£n¥ ur£en aº m − 1 kartami.
Odsud m·ºeme ur£it, jaký je po£et v²ech SET· v obecné variant¥ hry.

Hra obsahuje mn karet. SET je jednozna£n¥ ur£en m− 1 kartami. Celkem je
moºné vytvo°it (

m2

m− 1

)
r·zných kombinací o m− 1 kartách. Musíme si ale uv¥domit, ºe mám-li SET
tvo°ený A1, A2, ..., Am, pak tento a práv¥ tento SET ur£uje jeho libovolná

1my²leno pro m > 3
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(m − 1)-prvková podmnoºina. Aby ºádný SET nebyl zapo£ítaný dvakrát,
celkový po£et kombinací musíme vyd¥lit po£tem takových podmnoºin, tj.(

m

m− 1

)
Celkem tedy v obecné h°e existuje(

mn

m−1

)(
m

m−1

) =
mn!

(mn −m+ 1)! ·m!

r·zných SET·.

Pravd¥podobnost, ºe vyloºím m karet jako SET, lze op¥t spo£ítat dv¥ma
zp·soby. První zp·sob je úvahou, ºe ke kaºdé (m − 1)-tici karet existuje
práv¥ jedna karta, která s nimi tvo°í SET. Pravd¥podobnost, ºe k jiº vybra-
ným m− 1 kartám vyberu práv¥ onu jedinou kartu, je

1

mn − (m− 1)
=

1

mn −m+ 1

V druhém p°ípad¥ si °ekneme, ºe existuje celkem(
mn

m

)
r·zných m-tic, z nichº práv¥

mn!

(mn −m+ 1)! ·m!

je SETem. Pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraná m-tice bude SETem, je
proto

mn!

(mn −m+ 1)! ·m!(
mn

m

) =
1

mn −m+ 1

Poslední problém, na který se zam¥°íme obecn¥, bude pr·m¥rný po£et SET·
ps mezi l kartami, kde l je p°irozené.

Mezi l kartami existuje celkem
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(
l

m

)
r·zných m-tic. U kaºdé z nich je pravd¥podobnost, ºe se jedná o SET, rovna

1

mn −m+ 1
.

Proto pr·m¥rný po£et SET· mezi l kartami je

ps =

(
l
m

)
mn −m+ 1

.

6.2 P°íklady konkrétních herních variant

Vyrobila jsem 3 herní varianty. První z nich byla varianta, kdy karty m¥ly
pouze 3 vlastnosti a kaºdá z nich nabývala £ty°ech r·zných hodnot. Druhá
varianta byla taková, ºe karty m¥ly 5 vlastností (p°idala jsem je²t¥ velikost)
a kaºdá z nich nabývala t°ech r·zných hodnot. Ve t°etí variant¥ m¥ly karty
5 r·zných vlastností, z nichº kaºdá nabývala £ty° moºných hodnot. Na záv¥r
této práce bych si tedy dovolila malé srovnání t¥chto variant.

6.2.1 Karty mají 3 vlasnosti a 4 r·zné hodnoty

Konkrétn¥ se jedná o tyto vlastnosti a hodnoty:

• BARVA - £ervená, zelená, modrá, ºlutá

• TVAR - trojúhelník, £tverec, kruh, obdélník

• VÝPL� - plná, ²rafovaná, te£kovaná, prázdná

• PO�ET - 1, 2, 3, 4

Dosazením do obecných vzorc· zjistíme, ºe tato varianta obsahuje 64 ka-
ret. Jeden SET je tvo°en £ty°mi kartami, p°i£emº existuje 10 416 r·zných

SET·. Pravd¥podobnost, ºe vyloºím 4 náhodné karty jako SET, je
1

61
, coº je

víc neº u originální varianty hry. Mezi 12 kartami se pak nachází pr·m¥rn¥
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p°ibliºn¥ 8 SET·, coº je také mnohem víc neº u originálu hry. Obecn¥ si
myslím, ºe tato varianta hry je v·bec nejjednodu²²í - je to dáno tím, ºe karty
mají o 1 vlastnost mén¥, tedy se vlastn¥ pohybujeme pouze v t°ídimenzio-
nálním prostoru. Karty se mohou li²it nejvý²e ve dvou vlastnostech, není tak
sloºité je najít.

6.2.2 Karty mají 5 vlastností a 3 r·zné hodnoty

P°idala jsem je²t¥ vlastnosti VELIKOST. Tato varianta hry obsahuje 243
karet. Jeden SET je tvo°en t°emi kartami, p°i£emº existuje 9801 r·zných

SET·. Pravd¥podobnost, ºe vyloºím 3 náhodné karty jako SET, je
1

241
. Mezi

12 kartami se pr·m¥rn¥ nachází 0,91 SETU, coº je mnohem mén¥ neº p°i
originální variant¥ hry. Proto se b¥ºn¥ hraje s více kartami najednou2, situace
není zrovna p°ehledná a karty se navíc mohou li²it aº ve 4 vlastnostech. Tato
varianta hry je dle mého názoru na hranici hratelnosti.

6.2.3 Karty mají 5 vlastností a 4 r·zné hodnoty

Tato varianta hry obsahuje neuv¥°itelných 1024 karet.3 Jeden SET je tvo-
°en £ty°mi kartami a existuje celkem 178 433 024 r·zných SET·. P°itom

pravd¥podobnost, ºe vyloºím 4 karty jako SET je
1

1021
a mezi 12 kartami

se vyskytuje pr·m¥rn¥ 0,5 SETu. Tato varianta je prakticky nehratelná. Je
to zp·sobeno hlavn¥ pravd¥podobností výskytu SETu - £asto je nutné vylo-
ºit mnohem více neº 12 karet, aby mezi kartami byl SET. I kdyº pak mezi
kartami SET je, situace je vzhledem k velkému po£tu karet na stole natolik
nep°ehledná, ºe je velice obtíºné daný SET najít. Navíc se pohybujeme v
p¥tirozm¥rném prostoru, coº p°i h°e vyºaduje mnohem v¥t²í p°edstavivost
neº ve £ty°rozm¥rném prostoru. Dal²ím problémem je bezesporu mnoºství
karet, vzhledem ke kterému není moºné hru dohrát v rozumném £asovém
horizontu.

V¥°ím, ºe jsou lidé, kte°í by byli schopni hrát tuto variantu hry bez pro-
blém·, zárove¬ ale myslím, ºe je to jedna z posledních hratelných variant.

2B¥ºn¥ mezi 20-30
3P°íloha £.21
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Nevím, do jaké míry by byla hratelná varianta 36, v²echny jiné �vy²²í� vari-
anty uº ale obsahují je²t¥ mnohem více neº 1024 karet, coº je hlavní, av²ak
zásadní p°í£inou jejich nehratelnosti.
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Záv¥r

Záv¥rem mohu °íct, ºe hlavní cíl práce byl spln¥n - nalezla jsem nejv¥t²í
moºnou skupinu karet bez SETu, a to jak obecn¥, tak pro konkrétn¥ zadané
podmínky. V²echny dokázané skute£nosti je moºné aplikovat na rozhodování
a hledání SET· p°i reálné h°e, konkrétn¥ na optimální strategii, která je stále
stejná bez ohledu na mnoºství protihrá£·, dále pak na rychlé a efektivní
nalezení v²ech SET· v dané skupin¥ karet. Dal²ím moºným vyuºitím by
bylo napsání po£íta£ového programu, který by pracoval na základ¥ zji²t¥ných
poznatk·, coº znamená, ºe by nemusel zkoumat v²echny konkrétní situace,
pracoval by tudíº také rychleji a efektivn¥ji.

Krom¥ toho byla popsána a zobecn¥na základní kombinatorika hry, která
nejen napomáhá lep²ímu pochopení hry, ale i umoº¬uje vznik a charakteris-
tiku nových herních variant.
Práce také otevírá plno moºností pro dal²í zkoumání - budeme-li otázku
nejv¥t²í skupiny karet bez SETu chápat jako otázku nejv¥t²ího po£tu bod·
ve £ty°rozm¥rné krychli, které jsou po t°ech nekolineární, jist¥ nás napadne
otázka, kolik m·ºe být takových bod· obecn¥ v n-rozm¥rné krychli. Dále
by nás mohlo zajímat, kolik r·zných takových (konkrétních) skupin existuje
apod.

Z·stává také plno nevy°e²ených otázek, nap°. kolik nejvíce SET· se m·ºe
vyskytovat mezi n kartami, jak se situace zm¥ní, p°idáme-li druhou sadu
karet atd.

Myslím, ºe hra SETy je ve své geniální jednoduchosti plná potenciálních
matematických problém· z r·zných matematických oblastí, jejichº postup-
ným °e²ením nacházíme stále nové a nové otázky. Jedná se o hru, kterou
m·ºe hrát prakticky kdokoliv, a která je neoby£ejným spektrem sloºitostí
problém· schopna zaujmout velice ²irokou ²kálu lidí. A práv¥ proto je tolik
krásná.

78



Literatura

[1] Set Enterprises, Inc.[online].c2012,[cit.2013-09-21]. Dostupné z: http:
//www.setgame.com

[2] Ji°í And¥l, Matematika náhody, Praha: MATFYZPRESS 2007, 292s.,
ISBN 8073780046

[3] Ji°í Svr²ek, Historie °e²ení kombinatorických
problém·,[online].c2013,[cit.2013-11-08]. Dostupné z:
http://www.natura.baf.cz/natura/1996/11/9611-4.html

[4] Jind°ich Be£vá°, Lineární algebra, Praha: MATFYZPRESS 2010, 433.s,
ISBN 978-80-7378-135-4

79



Seznam p°íloh

P°íloha £.1: Karty se shodují ve t°ech vlastnostech

P°íloha £.2: Karty se shodují ve dvou vlastnostech

P°íloha £.3: P¥tice karet shodujících se ve dvou vlastnostech (str.28)

P°íloha £.4: �tve°ice karet, mezi nimiº není SET (str.29)

P°íloha £.5: Skupina osmi karet, mezi nimiº není SET (str.30)

P°íloha £.6: Skupina devíti karet, mezi nimiº není SET.

P°íloha £.7: V¥tvení situace pro 10 karet shodujících se v jedné vlastnosti
(str. 30-40)

P°íloha £.8: Uspo°ádání hodnot druhé vlastnosti v pom¥ru 4:4:2 (str.30)

P°íloha £.9: Uspo°ádání hodnot druhé vlastnosti v pom¥ru 4:4:2 (str.30)

P°íloha £.10: Konkrétní p°íklad £tve°ice prvního typu (str.46)

P°íloha £.11: Konkrétní p°íklad £tve°ice druhého typu (str.46)

P°íloha £.12: Konkrétní p°íklad £tve°ice t°etího typu (str.46)

P°íloha £.13: V¥tvení situace pro 21 karet neshodujících se v ºádné vlast-
nosti (str.45)

P°íloha £.14: I 20 bez SETu (str.45)

P°íloha £.15: Konkrétní p°íklad pom¥ru 9:9:3 (str.45)

80



P°íloha £.16: Konkrétní p°íklad pom¥ru 9:8:4 (str.45)

P°íloha £.17: Konkrétní p°íklad pom¥ru 9:7:5 (str.45)

P°íloha £.18: Konkrétní p°íklad pom¥ru 9:6:6 (str.45)

P°íloha £.19: Konkrétní p°íklad pom¥ru 8:7:6 (str.45)

P°íloha £.20: Konkrétní p°íklad pom¥ru 7:7:7 (str.45)

P°íloha £.21: Ukázka vlastní varianty hry o 1024 kartách (celá varianta má
64 stránek, proto není reálné dát ji do p°íloh)

81



P°íloha £.1

Karty se shodují ve t°ech vlastnostech, a to v tvaru, barv¥ a výplni. Karty
se li²í v po£tu. Zárove¬ vidíme, ºe tyto 3 karty tvo°í SET.



P°íloha £.2

Karty se shodují ve dvou vlastnostech, a to v tvaru a barv¥. V po£tu a
výplni se v²echny vzájemn¥ li²í.



P°íloha £.3

Karty se shodují ve dvou vlastnostech - v barv¥ a tvaru. Ve zbylých dvou
vlastnostech se li²í. Ozna£íme-li jako t°etí vlastnost po£et, vidíme, ºe 2 hod-
noty (po£et 2 a po£et 3) jsou zde zastoupeny dvakrát, jedna hodnota (po£et
1) pouze jednou.



P°íloha £.4

Karty se shodují ve dvou vlastnostech - v barv¥ a tvaru. Ve zbylých dvou
vlastnostech se li²í. Ozna£íme-li jako t°etí vlastnost po£et, vidíme, ºe 2 hod-
noty (po£et 2 a po£et 3) jsou zde zastoupeny práv¥ dvakrát, jedna hodnota
(po£et 1) zde není zastoupena v·bec. Proto mezi kartami nem·ºe být SET.



P°íloha £.5

Karty se shodují v jedné vlastnosti, a to v tvaru. Ve v²ech ostatní vlastnos-
tech se vzájemn¥ li²í. Protoºe pro vlastnost barva zde jsou pouze dv¥ hodnoty
- £ervená a zelená, nem·ºe mezi kartami být SET, jehoº karty by se li²ily v
barv¥. Proto pokud by mezi nimi m¥l být SET, pak pouze takový, jehoº karty
se v barv¥ shodují, tedy v rámci jednotlivých £tve°ic. �tve°ice jsou ale typov¥
shodné jako £tve°ice z p°ílohy £. 4, proto v rámci nich SET není.



P°íloha £.6

Mezi kartami není SET. Vidíme, ºe karty se shodují pouze v tvaru. Hod-
noty ostatních vlastností jsou zde zastoupeny v následujících pom¥rech:

• 4:4:1 pro vlastnost BARVA

• 3:3:3 pro vlastnost PO�ET

• 3:3:3 pro vlastnost VÝPL�



P°íloha £.7

V tomto grafu je znázorn¥no, jak se situace v¥tví (tj. jaké jsou moºné typy
situací, které mohou nastat), pokud se 10 karet shoduje v jedné vlastnosti.



P°íloha £.8

Skupina karet se shoduje v tvaru. Hodnoty druhé vlastnosti (barvy) jsou
uspo°ádány v pom¥ru 4:4:2.



P°íloha £.9

Skupina karet se shoduje v tvaru. Hodnoty druhé vlastnosti (barvy) jsou
uspo°ádány v pom¥ru 4:3:3.



P°íloha £.10

Konkrétní p°íklad £tve°ice prvního typu - karty se ve dvou vlastnostech sho-
dují, pro t°etí se zde vyskytují práv¥ dv¥ hodnoty (výpl¬) a pro £tvrtou
v²echny t°i hodnoty (po£et).



P°íloha £.11

Konkrétní p°íklad £tve°ice druhého typu - karty se ve dvou vlastnostech sho-
dují, pro t°etí i £tvrtou vlastnost se zde vyskytují práv¥ dv¥ hodnoty (výpl¬
a po£et).



P°íloha £.12

Konkrétní p°íklad £tve°ice t°etího typu - karty se ve dvou vlastnostech sho-
dují, pro t°etí i £tvrtou vlastnost se zde vyskytují v²echny t°i moºné hodnoty
(výpl¬ a po£et).



P°íloha £.13



P°íloha £.14

Skupina 20 karet, které neobsahují SET.
P°íloha £.15



Situace, kdy se v pom¥ru 9:9:3 vyskytují hodnoty vlastnosti TVAR - máme
zde 9 vlnek, 9 oválk· a 3 koso£tverce.



P°íloha £.16

Situace, kdy se v pom¥ru 9:8:4 vyskytují hodnoty vlastnosti TVAR - máme
zde 9 vlnek, 8 oválk· a 4 koso£tverce.



P°íloha £.17

Situace, kdy se v pom¥ru 9:7:5 vyskytují hodnoty vlastnosti TVAR - máme
zde 9 vlnek, 7 oválk· a 5 koso£tverc·.



P°íloha £.18

Situace, kdy se v pom¥ru 9:6:6 vyskytují hodnoty vlastnosti TVAR - máme
zde 9 vlnek, 6 oválk· a 6 koso£tverc·.



P°íloha £.19

Situace, kdy se v pom¥ru 8:7:6 vyskytují hodnoty vlastnosti TVAR - máme
zde 8 vlnek, 7 oválk· a 6 koso£tverc·.



P°íloha £.20

Situace, kdy se v pom¥ru 7:7:7 vyskytují hodnoty vlastnosti TVAR - máme
zde 7 vlnek, 7 oválk· a 7 koso£tverc·.



P°íloha £.21


