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Abstrakt

Tato práce je určena pro řešitele matematické olympiády. Seznámı́ čtenáře
s třemi rozd́ılnými metodami řešeńı olympiádńıch úloh, které se v běžném
středoškolském učivu neobjevuj́ı. Navzdory tomu jsou k pochopeńı celé práce
potřebné pouze středoškolské poznatky jako obvodové úhly, úsekové úhly, podobné
trojúhelńıky, atd.

V práci je u každé metody uvedena základńı teorie a nav́ıc zp̊usoby, jak se
mohou dané metody v úlohách uplatnit. Ve třech sekćıch jsou vzorové př́ıklady pro
ilustraci. Na úplném konci práce je úloha, která je podstatně těžš́ı než předchoźı
př́ıklady a vyžaduje kombinaci všech tř́ı

”
zbrańı“. Jedná se o zaj́ımavý výsledek z

moderńı geometrie čtyřúhelńıka, které nemělo dosud elementárńı d̊ukaz.

Abstract

This work is written for participants of mathematical olympiad. It acquaints
the readers with three different techniques in olympiad problem-solving which are
not common in the high school curriculum. Despite that only high school knowledge
(for example angle at circumference, central angle, angle between a tangent and a
chord, similar triangles, etc.) is necessary in order to comprehend the whole work.

In this work basic theory is presented for every technique and on top of that
ways to apply these methods are shown. There are illustrative model exercises in
three sections. In the final section we deal with a significantly more difficult problem
than the previous exercises which demands combination of all three ”weapons”. It
is a very interesting result from modern quadrilateral geometry, which did not have
any elementary proof until now.

Kĺıčová slova: čtyřúhelńık; spirálńı podobnost; mocnost bodu; Newtonova př́ımka;
kruhová inverze; Miquel̊uv bod; Miquelova věta

Keywords: quadrilateral; spiral similarity; power of a point; Newton line; inversion;
Miquel point; Miquel theorem



Obsah
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Úvod

Tato práce se zabývá olympiádńı matematikou, konkrétně spirálńı podobnost́ı, moc-
nost́ı bodu ke kružnici a kruhovou inverźı, které nacházej́ı uplatněńı v rekreačńı
olympiádńı matematice. Mým ćılem je ukázat, jak lze v úlohách rozpoznat vhodnost
jejich použit́ı. Snažil jsem se dodržet matematickou korektnost, a proto jsem použil
orientované úhly, nebot’ složitěǰśı úlohy mohou generovat velké množstv́ı geomet-
rických konfiguraćı závislých na vzájemných polohách zadaných bod̊u, což dokážou
orientované úhly oproti klasickým úhl̊um vyšetřit najednou. Dále nové pojmy a
značeńı jsou vždy před použit́ım definovány.

V prvńı kapitole se seznámı́me se spirálńı podobnost́ı, která bývá školńımi osno-
vami, navzdory své užitečnosti, často opomı́jena. Lze ji chápat jako jakési zobecněńı
skoro všech podobných zobrazeńı, se kterými se běžně setkáváme ve středoškolském
učivu. Libovolné zobrazeńı, které je složené ze středové souměrnosti, rotace a stej-
nolehlosti, lze totiž vyjádřit jediným zobrazeńım, a to právě spirálńı podobnost́ı.
Spirálńı podobnost lze pak naj́ıt téměř všude, protože stač́ı uvažovat jakékoliv
dva souhlasně orientované podobné objekty (např. dvě libovolné úsečky, př́ımky,
nebo souhlasně podobné trojúhelńıky). Ne vždy nám však tato metoda cestu k ćıli
usnadńı.

Mocnost bodu ke kružnici nám zase pomáhá pracovat s délkami úsek̊u sečen
kružnic. Jedná se o snadno dokazatelné tvrzeńı ze středoškolského učiva a jej́ı užit́ı je
velmi jednoduché. Objasńıme si také pojem chordála, jenž otv́ırá zcela nový pohled
na úlohy, u nichž jde o to dokázat, že nějaké dvě př́ımky maj́ı společný bod.

Kruhová inverze je zobrazeńı, které je na prvńı pohled velmi nezvyklé, i poněkud

”
divoké“. Navzdory nepřirozené definici má velmi pěkné vlastnosti a dává nový

náhled do geometrických problémů. Osvojeńı této techniky bývá velmi obt́ıžné a
vyžaduje představivost a geometrickou intuici ke správnému použit́ı.
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Seznam symboliky a zkratek

4 trojúhelńık

IMO Mezinárodńı matematická olympiáda

ISL IMO Shortlist

^ úhel

∼ být podobný

(ABC) kružnice opsaná trojúhelńıku ABC

^(p, q) orientovaný úhel v kladném směru mezi př́ımkami p a q

(S,−→ω , k) spirálńı podobnost se středem S, orientovaným úhlem −→ω a koeficientem k

(S, r) kruhová inverze se středem S a poloměrem r

p(A, k) mocnost bodu A ke kružnici k
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1 Orientované úhly

Definice 1.1. Orientovaný úhel ^(AB,CD) znač́ı úhel mezi počátečńım ramenem
AB a koncovým ramenem CD v kladném směru.

Poznámka. Orientované úhly maj́ı výhodu oproti klasickým úhl̊um v tom, že za-
hrnuj́ı všechny možné konfigurace, které jsou závislé na vzájemné poloze bod̊u v
rovině. Např́ıklad chceme-li dokázat, že bod D lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku
ABC, pak muśıme rozeb́ırat dva př́ıpady:

(i) A,D lež́ı na stejném oblouku BC, pak muśıme dokázat, že |^BAC| = |^BDC|

(ii) A,D lež́ı na r̊uzných obloućıch BC, pak muśıme dokázat, že |^BAC| +
|^BDC| = 180◦

A

B C

D

A

B C

D

S použit́ım orientovaných úhl̊u stač́ı dokázat, že ^(AB,AC) = ^(DB,DC).

Tvrzeńı 1.2. Necht’ p, q, r jsou př́ımky v jedné rovině. Pro orientované úhly plat́ı:

(i) ^(p, p) = 0◦

(ii) ^(p, q) = −^(q, p)

(iii) ^(p, q) = ^(p, r) + ^(r, q)

(iv) ^(p, q) = 180◦ + ^(p, q)

Důsledek 1.3 (Součet úhl̊u v trojúhelńıku). Necht’ A,B,C jsou tři r̊uzné body v
rovině. Plat́ı:

^(AB,AC) + ^(CA,CB) + ^(BC,BA) = 0◦

Tvrzeńı 1.4 (Obvodový úhel). Lež́ı-li čtyři body A,B,C,D na jedné kružnici, pak
plat́ı: ^(CA,CB) = ^(DA,DB)

Tvrzeńı 1.5 (Obvodový a středový úhel). Body A,B,C lež́ı na kružnici se středem
O, pak plat́ı:

2^(CA,CB) = ^(OA,OB)

Tvrzeńı 1.6 (Věta u-u). Jsou dány dva trojúhelńıky 4ABC a 4A′B′C ′ v rovině,
pak plat́ı:
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(i) 4ABC a 4A′B′C ′ jsou si podobné a souhlasně orientované právě tehdy, když:

^(AB,AC) = ^(A′B′, A′C ′)

^(BC,BA) = ^(B′C ′, B′A′)

(ii) 4ABC a 4A′B′C ′ jsou si podobné a nesouhlasně orientované právě tehdy,
když:

^(AB,AC) = −^(A′B′, A′C ′)

^(BC,BA) = −^(B′C ′, B′A′)
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2 Spirálńı podobnost

2.1 Definice

Definice 2.1. Spirálńı podobnost je složeńı otočeńı a stejnolehlosti podle téhož
středu. Je určena středem spirálńı podobnosti S, orientovaným úhlem otočeńı −→ω
(proti směru hodinových ručiček) a koeficientem stejnolehlosti k > 0. Znač́ıme ji
(S,−→ω , k).

Poznámka. Složeńı otočeńı a stejnolehlosti je komutativńı, tzn. výsledek nezálež́ı na
pořad́ı těchto dvou zobrazeńı.

Tvrzeńı 2.2 (Speciálńı př́ıpady). Spirálńı podobnost (S,−→ω , k) se při speciálńıch
hodnotách −→ω , k redukuje následovně:

(i) Pro −→ω = 0 dostáváme stejnolehlost se středem S a koeficientem k.

(ii) Pro −→ω = 180 dostáváme stejnolehlost se středem S a koeficientem −k.

(iii) Pro k = 1 dostáváme otočeńı kolem S o úhel −→ω .

(iv) Pro k = 1 a −→ω = 180 dostáváme středovou souměrnost se středem S.

Poznámka. Žádná kombinace S,−→ω , k nám nedá posunut́ı nebo nepř́ımé zobrazeńı.

Tvrzeńı 2.3 (Základńı vlastnosti). Pro spirálńı podobnost plat́ı:

(i) Je to podobné zobrazeńı, tzn. obrazem útvaru je jemu podobný útvar.

(ii) Úhel mezi př́ımkou a jeho obrazem je úhel otočeńı.

(iii) Poměr délky obrazu k úsečce je roven koeficientu stejnolehlosti.

D̊ukaz. (i) Spirálńı podobnost je podobné zobrazeńı, protože otočeńı a stejnoleh-
lost jsou podobná zobrazeńı.

(ii) Ve stejnolehlosti se př́ımka zobraźı na rovnoběžnou př́ımkou, a proto úhel mezi
vzorem a obrazem zálež́ı pouze na úhlu otočeńı.

(iii) Otočeńı zachovává délku úseček, a proto poměr délky mezi vzorem a obrazem
zálež́ı pouze na koeficientu stejnolehlosti.

2.2 Existence a konstrukce

Lemma 2.4. V rovině jsou dány čtyři r̊uzné body A,B,C,D takové, že čtyřúhelńık
ABCD neńı lichoběžńık. Pak existuje právě jedna spirálńı podobnost, která převád́ı
A na D a B na C.

D̊ukaz. Necht’ Q = AB ∩DC, S = (QAD)∩ (QBC) a S 6= Q. Čtyřúhelńıky QSAD
a QSBC jsou tětivové, a proto:

^(SA, SD) = ^(QA,QD) = ^(QB,QC) = ^(SB, SC)
^(DS,DA) = ^(QS,QA) = ^(QS,QB) = ^(CS,CB)

10



A

B

C

D

Q

S

Z těchto vztah̊u plyne podobnost trojúhelńık̊u 4SDA a 4SCB, a proto
|SD|/|SA| = |SC|/|SB|. Spirálńı podobnost (S,^(SA, SD), |SD|/|SA|) zřejmě
splňuje podmı́nku v zadáńı.

K d̊ukazu jednoznačnosti předpokládejme, že existuj́ı dvě spirálńı podobnosti
se středy S a S ′, které zobrazuj́ı A na D a B na C. V obou spirálńıch podobnos-
tech se př́ımka AB a úsečka AB zobraźı na př́ımku DC, resp. úsečku DC, a proto
úhel otočeńı a koeficient stejnolehlosti jsou ^(QA,QD), resp. |BC|/|DA|, tud́ıž
4ASD ∼ 4AS ′D a nav́ıc S a S ′ muśı ležet na stejné polorovině oddělené př́ımkou
AD, protože úhel ^(QA,QD) je orientovaný, z čehož plyne, že S ≡ S ′.

Poznámka. V př́ıpadě rovnoběžńıku ABCD bychom potřebovali posunut́ı, které
spirálńı podobnost neposkytuje.

Tvrzeńı 2.5 (Speciálńı př́ıpad). Pokud Q a C splývaj́ı neboli př́ımky AB a CD
se prot́ınaj́ı v C, pak bod S, pro který plat́ı S = (ADC) ∩ k, S 6= C, kde k je
kružnićı obsahuj́ıćı tětivu BC a tečnuDC, je střed spirálńı podobnosti, která převád́ı
A→ D,B → C.

S C(Q)

B

A

D
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D̊ukaz. Abychom dokázali existenci kýžené spirálńı podobnosti, stač́ı ukázat, že
4SDA ∼ 4SBC. Tato skutečnost snadno plyne z následuj́ıćıch rovnost́ı úhl̊u:

^(DS,DA) = ^(CS,CB),^(AD,AS) = ^(BC,BS)

Prvńı vztah vycháźı z tětivového čtyřúhelńıka ASQD a druhý z úsekového úhlu
sevřeného tětivou SC a tětivou CD, který se rovná obvodovému úhlu ^(BC,BS).

Poznámka. Při zkoumáńı speciálńıho př́ıpadu je intuitivńı zabývat se výše definova-
nou kružnićı k, protože pokud v obrázku pohybujeme bodem C podél př́ımky QD
směrem k Q, pak se př́ımka QD limitně přibĺıž́ı k tečně kružnice (QBC).

Q

C

D

B

2.3 Dualita spirálńı podobnosti

Lemma 2.6. Necht’ spirálńı podobnost se středem S převád́ı A → D a B → C,
pak spirálńı podobnost, která převád́ı A→ B a D → C, má též střed v S.

A

B

C

D

Q

S

D̊ukaz. Střed S převád́ı A→ D a B → C, a proto S ∈ (ADQ)∩ (BCQ). Využijeme
obvodové úhly v těchto čtyřúhelńıćıch:

^(AB,AS) = ^(AQ,AS) = ^(DQ,DS) = ^(DC,DS)
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Dále plat́ı také:

^(SA, SD) = ^(SB, SC)

^(SA, SD)− ^(SB, SD) = ^(SB, SC)− ^(SB, SD)

^(SA, SB) = ^(SD, SC)

Z čehož plyne, že 4SAB ∼ 4SDC, a proto bod S je středem spirálńı podob-
nosti (S,^(SA, SB), |SA|/|SB|) zobrazuj́ıćı A na B a D na C.

Poznámka. Tyto dvě spirálńı podobnosti maj́ı sice stejný střed, ale úhel otočeńı a
koeficient se můžou lǐsit.

Věta 2.7. [Miquelova věta] Je dán čtyřúhelńık ABCD s r̊uznoběžnými protěǰśımi
stranami. Pr̊useč́ık př́ımek AB a CD označme Q a pr̊useč́ık př́ımek AD a BC
označme R. Plat́ı, že kružnice (BCQ), (ADQ), (ABR), (CDR) procházej́ı jedńım
bodem.

A

B

C

D

Q

S

R

D̊ukaz. Druhý pr̊useč́ık kružnic (BCQ), (ADQ) je středem spirálńı podobnosti
převáděj́ıćı úsečku AD na BC. Druhý pr̊useč́ık kružnic (ABR) a (CDR) je středem
spirálńı podobnosti převáděj́ıćı AB na DC. Dı́ky dualitě jsou dvě zmı́něné spirálńı
podobnosti identické, a proto jejich středy splývaj́ı (tento bod nazýváme Miquel̊uv
bod).

Pro čtyři body A,B,C,D v obecné poloze existuje celkem 6 spirálńıch po-
dobnost́ı, které pośılaj́ı 2 body na zbývaj́ıćı dva. Kv̊uli dualitě spirálńı podobnosti
existuj́ı 3 Miquelovy body v jednom čtyřúhelńıku.

Definice 2.8. Označme Miquelovy body MP ,MQ,MR, kde:

(i) MP je pr̊useč́ıkem kružnic (ADQ), (BCQ), (ABR), (CDR)
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(ii) MQ je pr̊useč́ıkem kružnic (ADP ), (BCP ), (BDR), (ACR)

(iii) MR je pr̊useč́ıkem kružnic (ABP ), (CDP ), (ACQ), (BDQ)

Poznámka.

Bod Střed zobrazuj́ıćı a (zároveň)
Mp AB 7→ DC AD 7→ BC
Mq AC 7→ DB AD 7→ CB
Mr AC 7→ BD AB 7→ CD

2.4 Jak spirálńı podobnost použ́ıt?

Př́ıklad 1. Jsou dány dva čtverce ABCD a A′B′C ′D′ (vrcholy jsou označeny proti
směru hodinových ručiček). Bod A1 je střed úsečky AA′ a B1, C1, D1 jsou definovány
podobně. Ukažte, že A1B1C1D1 je čtverec.

Než si ukážeme formálńı řešeńı př́ıkladu, zamysleme se, co vlastně ř́ıká. Mějme
v rovině dva podobné a souhlasně orientované útvary (v našem př́ıpadě jsou to
čtverce). Je zřejmé, že existuje spirálńı podobnost převáděj́ıćı jeden útvar na druhý.
Spojme jejich odpov́ıdaj́ıćı si body úsečkami. Představme si spirálńı podobnost jako
spojité klouzáńı po těchto úsečkách neboli pokud každý bod necháme klouzat kon-
stantńı rychlost́ı tak, aby po určitém čase dospěly všechny body z prvńıho útvaru
do druhého, pak během klouzáńı útvar vždy zachovává tvar. Úloha chce po nás
dokázat tvrzeńı ve chv́ıli, kdy uklouzaly body přesně p̊ulku své dráhy. Tvrzeńı stále
plat́ı, pokud nahrad́ıme středy, body s poměrem 1 : 1 na úsečkách, jakýmkoliv jiným
poměrem.

A B

CD

A′

B′

C ′

D′

A1

B1

C1

D1

D̊ukaz. Označme S střed spirálńı podobnosti zobrazuj́ıćı AB na A′B′. Obraz čtverce
ABCD v této podobnosti bude zřejmě čtverec A′B′C ′D′. Zaměřme se na trojúhelńık
ASA′ s těžnićı SA1. Označme ^(SA, SA1) = φ a |SA1| : |SA| = k.

Bod A1 je obrazem bodu A ve spirálńı podobnosti (S, φ, k). Jelikož trojúhelńıky
ASA1, BSB1, CSC1 a DSD1 jsou všechny podobné (jsou určené parametry spirálńı
podobnosti zobrazuj́ıćı ABCD na A′B′C ′D′), zobraźı (S, φ, k) zároveň B na B1, C
na C1 a D na D1. Čtyřúhelńık A1B1C1D1 je obrazem čtverce ABCD ve spirálńı
podobnosti (S, φ, k), a proto je také čtvercem.

Věta 2.9. Můžeme zobecnit úvahu o
”
spojité“ spirálńı podobnosti na v́ıce než dva

podobné útvary. Uvažujme n podobných útvar̊u A1, A2, ..., An se stejnou orientaćı na
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rovině, těžǐstě n-úhelńık̊u, které jsou tvořeny př́ıslušnými body na každém útvaru,
tvoř́ı útvar podobný p̊uvodńım Ai.

D̊ukaz. Použijeme indukci na počet útvar̊u. Základńı krok n = 2 byl ukázán výše.
Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n, pak naš́ım ćılem bude ukázat, že tvrzeńı také
plat́ı pro n + 1. Máme n + 1 podobných útvar̊u A1, A2, ..., An+1. Vezmeme prvńıch
n z nich a nahrad́ıme je útvarem B vytvořeným zmı́něnými těžǐsti. Podle našeho
předpokladu útvar B je podobný útvaru An+1. Těžǐstě celého systému se nezměńı,
pokud nahrad́ıme nějaké body jejich těžǐstěm, a proto útvar tvořený zmı́něnými
těžǐsti u A1, A2, ..., An je stejný jako u B a An+1, což je základńı krok n = 2.

Př́ıklad 2 (Napoleon̊uv bod). V rovině je dán trojúhelńık ABC. Nad stranami
AB,BC,CD sestroj́ıme rovnostranné trojúhelńıky vně trojúhelńıka ABC, pak
těžǐstě těchto trojúhelńık̊u tvoř́ı rovnostranný trojúhelńık.

A

BC

D

E

F

D̊ukaz. Označme body jako v obrázku a uvažujme tři rovnostranné trojúhelńıky
BCD,AEC,FAB. Podle Věty 2.9 těžǐstě trojúhelńık̊u BAF,CEA,DCB tvoř́ı rov-
nostranný trojúhelńık.

Př́ıklad 3. Je dán čtyřúhelńık ABCD a Q je pr̊useč́ık př́ımek AB a CD. Body E,F
lež́ı postupně na stranách AB, resp. CD tak, aby platilo |AE|/|EB| = |DF |/|FC|.
Ukažte, že kružnice (ADQ), (BCQ), (EFQ) procháźı jedńım bodem r̊uzným od Q.

D̊ukaz. Necht’ MP je druhý pr̊useč́ık kružnic (ADQ) a (BCQ). Naš́ım ćılem je
dokázat, že MP také lež́ı na (EFQ). Bod MP je středem spirálńı podobnosti
převáděj́ıćı úsečku AD na BC, a proto si můžeme představit tento proces jako
klouzáńı bod̊u A,D směrem k B, resp. C na úsečce AB, resp. DC. Je zřejmé, že
A,D naraźı na E, resp. F ve stejnou chv́ıli d́ıky podmı́nce |AE|/|EB| = |DF |/|FC|,
a proto bod MP je také střed spirálńı podobnosti převáděj́ıćı AD na EF , což im-
plikuje, že MP je druhý pr̊useč́ık kružnic (ADQ), (EFQ), a d̊ukaz je hotov.
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A

B

C

D

Q

MP

E

F

Mnohdy je dobré využ́ıt podobnost dvou objekt̊u a uvažovat spirálńı podob-
nost, která převád́ı tyto objekty na sebe. V následuj́ıćım př́ıkladu úsečky, které jsou
rozděleny na třetiny, jsou si podobné.

Př́ıklad 4. Na každé straně čtyřúhelńıka zvoĺıme dva body tak, aby rozdělily tu
stranu na tři stejné části, a dvojice protilehlých bod̊u spoj́ıme tak, aby se spoj-
nice nekř́ıžily. Původńı čtyřúhelńık se tak rozděĺı na devět menš́ıch čtyřúhelńık̊u.
Jaký je poměr obsahu mezi prostředńım nově vzniklým čtyřúhelńıkem a p̊uvodńım
čtyřúhelńıkem?

A1

A2

A3

A4

A5

A6
A7

A8

A9 A10 A11

A12

A13 A14

A15

A16

D̊ukaz. Označme body A1, A2, ..., A16 podle obrázku. Strany jsou rozdělené na stejné
části a u dvou protilehlých stran př́ıslušné body jsou dokonce předem spojeny, což
nám napov́ıdá, že je výhodné využ́ıt spirálńı podobnost na tyto dvojice stran a
nechat body

”
klouzat“ na úsečkách. Např. uvažujme

”
klouzáńı“ strany A1A4 směrem
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k A13A16. V prvńı třetině cesty body A1, A4 se zastav́ı v A5, resp. A8 a v druhé třetině
v A9, resp. A12. V tomto

”
klouzáńı“ body A2, A3 se pohybuj́ı na úsečkách A2A14,

resp. A3A11 a postupně se zastav́ı v prvńı třetině v A6, resp. A7, v druhé třetině A10,
resp. A11. Dvojice bod̊u A6, A7 a A10, A11 tedy rozděluj́ı úsečku A5A8, resp. A9A12

na třetiny. Analogicky i dvojice bod̊u A6, A10 a A7, A11 také rozděluj́ı úsečku A2A14,
resp. A3A15 na třetiny.

Úsečky A2A10 a A5A7 se navzájem p̊uĺı, a proto A2A5A10A7 je rovnoběžńık, z
čehož plyne, že |A7A10| = |A2A5| a A7A10 ‖ A2A5. Dále je zřejmé, že bod A1 je
střed stejnolehlosti s koeficientem 3 zobrazuj́ıćı bod A2 na A4 a bod A5 na A13, a
proto plat́ı, že |A2A5| = 1

3
|A4A13| a A2A5 ‖ A4A13. Celkově tedy dostaneme

|A7A10| = 1
3
|A4A13| a A7A10 ‖ A4A13

Analogicky můžeme také dokázat, že

|A6A11| = 1
3
|A1A16| a A6A11 ‖ A1A16

Necht’ φ je úhel mezi př́ımkami A6A11 a A7A10, pak φ je také úhel mezi př́ımkami
A1A16 a A4A13. Obsah čtyřúhelńıka A1A4A16A13 je tedy:

1
2
|A1A16| · |A4A13| sinφ = 9

2
|A6A11| · |A7A10| sinφ

což je přesně dev́ıtinásobek obsahu čtyřúhelńıka A6A7A11A10.

Př́ıklad 5. Je dán konvexńı čtyřúhelńık ABCD se stejně dlouhými a r̊uznoběžnými
stranami BC and AD. Necht’ bod E lež́ı uvnitř strany BC a bod F uvnitř strany
AD, přičemž |BE| = |DF |. Př́ımky AC a BD se prot́ınaj́ı v bodě P , př́ımky BD a
EF v bodě Q, př́ımky EF a AC v bodě R. Uvažujme všechny trojúhelńıky PQR
určené měńıćımi se body E a F . Ukažte, že kružnice opsané těmto trojúhelńık̊um
maj́ı společný bod r̊uzný od P .

(IMO 2005)

B A

C

D

E

F

P

R

QM
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D̊ukaz. Tato úloha doslova nab́ıźı spirálńı podobnost S převáděj́ıćı stranu BC na
stranu DA. Necht’ M je středem spirálńı podobnosti S, pak M lež́ı na kružnićıch
(ADP ) a (BCP ). Dı́ky tomu, že |BC| = |DA| a |BE| = |DF |, se bod E zobraźı
ve spirálńı podobnosti S na bod D. Spirálńı podobnost S tedy zobraźı úsečku BE
na DF a CE na AF , z čehož vyplývá, že bod M také lež́ı na kružnićıch (BEQ) a
(CER).

Nyńı dokážeme, že bod M je hledaný společný bod kružnic zmı́něných v zadáńı.
Stač́ı k tomu ukázat, že čtyřúhelńık PQMR je tětivový neboli ^(MQ,MR) =
^(PQ,PR) = ^(PB, PC). Tuto skutečnost snadno dokážeme s použit́ım tětivových
čtyřúhelńık̊u BQME a CMRE.

^(MQ,MR) = ^(MQ,ME)− ^(MP,ME) =

= ^(BQ,BE)− ^(CP,CE) = ^(PB, PC).

18



3 Mocnost bodu ke kružnici

3.1 Definice

Lemma 3.1. Je dána kružnice k se středem S a poloměrem r a bod H nelež́ıćı
na S. Př́ımka procházej́ıćı bodem H prot́ıná kružnici k v bodech A a B a druhá
procházej́ıćı bodem H v bodech C a D. Pak:

|HA||HB| = |HC||HD|

k
k

A

B

C

D

H S S

H

A

B

C

D

D̊ukaz. Muśıme vyšetřit dva př́ıpady, které zálež́ı na vzájemné poloze bodu P v̊uči
kružnici k (bod P lež́ı uvnitř nebo vně). V obou př́ıpadech čtyři body A,B,C,D
lež́ı na jedné kružnici, a proto dostaneme následuj́ıćı rovnosti úhl̊u.

^(CA,CH) = ^(BH,BD), ^(AH,AC) = ^(DB,DH),

což implikuje 4HCA ∼ 4HBD, a proto:

|HC|/|HA| = |HB|/|HD| neboli |HA||HB| = |HC||HD|.

Hodnota |HA||HB| tedy nezálež́ı na výběru př́ımky p.

Abychom mohli přesněji rozlǐsit vzájemnou polohu bodu H v̊uči kružnici k,
je vhodné zavést orientované úsečky. To znamená, že pro kolineárńı body H,A,B
výraz HA ·HB źıská kladnou hodnotu, pokud HA a HB maj́ı stejný směr neboli
H lež́ı mimo kružnici (pravý obrázek) a zápornou hodnotu, pokud HA a HB maj́ı
opačný směr neboli H lež́ı uvnitř kružnice (levý obrázek). Volbou př́ımky spojuj́ıćı
H a S můžeme jednoduše vypoč́ıtat tuto hodnotu:

|HA||HB| = (|HS| − r)(|HS|+ r) = |HS|2 − r2.

Důsledek 3.2. Hodnota |HS|2 − r2 z předchoźıho lemmatu je nazývána mocnost
bodu ke kružnici. Pro bod H a kružnici k označme ji P (H, k). Ve speciálńım př́ıpadu,
kdy H lež́ı vně kružnice k a HC je tečnou, dostaneme:

|HA| · |HB| = |HC|2

D̊ukaz. Velikost úsekového úhlu ^HCA se rovná velikosti obvodového úhlu ^HBC,
z čehož plyne, že 4HCA ∼ 4HBC. Dostaneme tedy:
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|HC|/|HB| = |HA|/|HC| ⇔ |HA| · |HB| = |HC|2

Lemma 3.3. [Opačná implikace k mocnosti bodu] Necht’ A,B,C,D jsou čtyři r̊uzné
body a P je pr̊useč́ık př́ımek AB a CD. Předpokládejme, že P bud’ lež́ı na obou
úsečkách AB a CD, nebo P nelež́ı na žádné. Jestliže |PA||PB| = |PC||PD|, pak
čtyři body A,B,C,D lež́ı na jedné kružnici.

D̊ukaz. Výraz |PA||PB| = |PC||PD| je ekvivalentńı s |PA|/|PD| = |PC|/|PB|.
V obou konfiguraćıch popsaných ve zněńı lemmatu máme, že ^(PA, PD) =
^(PB, PC), z čehož vyplývá, že 4APD a 4CPB jsou si podobné. Plat́ı tedy
^(AD,AP ) = ^(CP,CB) = ^(CD,CB) a v obou př́ıpadech to implikuje, že čtyři
body A,B,C,D lež́ı na jedné kružnici.

3.2 Chordála

Definice 3.4. Jsou dány dvě kružnice k1, k2. Množina bod̊u, jejichž mocnosti ke
kružnićım k1, k2 jsou stejné, se nazývá chordála.

Lemma 3.5. Chordála dvou nesoustředných kružnic je př́ımka kolmá na spojnici
jejich střed̊u.

D̊ukaz. Necht’ r1, r2 jsou poloměry kružnic a (a1, b1), (a2, b2) jsou souřadnice střed̊u
kružnic, pak bod (x, y) lež́ı na jejich chordále právě tehdy, když:

(x− a1)2 + (y − b1)2 − r21 = (x− a2)2 + (y − b2)2 − r22
(2a1 − 2a2)x+ (2b1 − 2b2)y = r22 + a21 + b21 − r21 − a22 − b22,

Nesoustřednost kružnic nám zaručuje, že oba koeficienty 2a1 − 2a2, 2b1 − 2b2
nejsou současně nulové, a proto jsme dostali rovnici př́ımky. Nav́ıc pokud bod lež́ı
na chordále, pak zřejmě jeho obraz v osové souměrnosti podle spojnice střed̊u kružnic
také lež́ı na chordále. Chordála je tedy osově souměrná podle spojnice střed̊u kružnic,
a tedy kolmá na tuto př́ımku.

Důsledek 3.6. Dvě kružnice v rovině se prot́ınaj́ı ve dvou bodech A,B, pak jejich
chordála je př́ımka AB, protože mocnosti bod̊u A,B k oběma kružnićım jsou nulové.

Lemma 3.7. Jsou dány tři kružnice, žádné dvě nejsou soustředné, pak jejich
chordály procházej́ı jedńım bodem nebo jsou navzájem rovnoběžné.
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k1

k2

k3

l12

l13 l23

D̊ukaz. Označ́ıme kružnice k1, k2, k3 a lij chordálu kružnic ki a kj. Předpokládejme,

že všechny tři nejsou rovnoběžné, pak BÚNO l12 a l13 se prot́ınaj́ı v X. Bod X lež́ı
na l12, a proto má stejnou mocnost ke kružnićım k1 a k2. Bod X lež́ı na l13, a proto
má stejnou mocnost ke kružnićım k1 a k3. Tud́ıž bod X má stejnou mocnost ke všem
kružnićım, a proto muśı také ležet na l23.

3.3 Jak mocnost bodu použ́ıt?

Použit́ı d̊usledku 3.2 je častý zp̊usob, jak použ́ıt zadanou tečnu v zadáńı nebo
dokázat, zdali nějaká př́ımka je tečnou ke kružnici.

Př́ıklad 6. Necht’ k1 a k2 jsou dvě kružnice, které se prot́ınaj́ı ve dvou bodech.
Jejich vněǰśı společná tečna se dotýká kružnice k1 v A a kružnice k2 v B. Ukažte,
že prodloužená společná tětiva kružnic k1 a k2 p̊uĺı úsečku AB.

k1

k2

A BC

D̊ukaz. Necht’ C je pr̊useč́ık prodloužené společné tětivy s úsečkou AB. Prodloužená
tětiva je chordála dvou kružnic k1, k2, a proto p(C, k1) = p(C, k2). Pomoćı d̊usledku
3.2 dostaneme tedy |CA|2 = |CB|2 ⇒ |CA| = |CB|.
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Tvrzeńı 3.1 a 3.3 nám pomáhaj́ı použ́ıt tětivové čtyřúhelńıky v zadáńı nebo
dokázat, zdali nějaký čtyřúhelńık je tětivový. Tento př́ıstup je výhodný v konfigu-
raćıch, kde muśıme pracovat s délkami úseček.

Př́ıklad 7. V trojúhelńıku ABC jsou D,E, F paty kolmic z ortocentra H na strany
BC,CA, resp. AB, pak:

|HA||HD| = |HB||HE| = |HC||HF |.

A

BC D

E

FH

D̊ukaz. Plat́ı, že ^(FC, FB) = 90◦ = ^(EC,EB), a proto E,F lež́ı na kružnici s
pr̊uměrem BC. Mocnost bodu H k této kružnici je |HB||HE| a |HC||HF |. Dı́ky
Lemmatu 3.1 tyto hodnoty muśı být stejné tedy |HB||HE| = |HC||HF |. Analogicky
můžeme dokázat, že |HB||HE| = |HA||HD|.

Př́ıklad 8. Je dán ostroúhlý trojúhelńık ABC a H je jeho ortocentrum. Př́ımka
BH prot́ıná kružnici nad pr̊uměrem AC ve dvou bodech P a Q. Př́ımka CH prot́ıná
kružnici nad pr̊uměrem AB ve dvou bodech R a S. Dokažte, že 4 body P,Q,R, S
lež́ı na jedné kružnici.

A

BC D

H

P

Q

R

S

D̊ukaz. Necht’ D je pata výšky z vrcholu A na stranu BC. Je zřejmé, že bod H
lež́ı na př́ımce AD. Uvažujeme-li mocnost bodu H ke kružnici nad pr̊uměrem AC,
dostaneme |HP ||HQ| = |HA||HD|. Obdobně můžeme také ukázat, že |HR||HS| =
|HA||HD|, z čehož plyne, že |HR||HS| = |HP ||HQ|, a proto čtyři body P,Q,R, S
lež́ı na jedné kružnici.
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Poznámka. Chceme-li dokázat, že tři př́ımky procházej́ı jedńım bodem, můžeme
použ́ıt tvrzeńı 3.7 o chordálách. Jeho použit́ı spoč́ıvá v nalezeńı tř́ı kružnic, pro něž
každá př́ımka reprezentuje chordálu jedné dvojice kružnic.

Př́ıklad 9. Na př́ımce jsou v pořad́ı 4 body A,B,C,D. Kružnice nad pr̊uměry
AC,BD se prot́ınaj́ı v X a Y . Bod Z je pr̊useč́ık př́ımek XY a BC. Necht’ P je bod
na př́ımce XY , který je r̊uzný od Z. Př́ımka CP prot́ıná kružnici nad pr̊uměrem
AC v bodech C a M . Př́ımka BP prot́ıná kružnici nad pr̊uměrem BD v bodech B
a N . Dokažte, že př́ımky AM,DN,XY procházej́ı jedńım bodem.

(ISL 1995)

X

Y

Z

P

A B C D

M
N

D̊ukaz. Př́ımka XY je chordálou kružnic nad pr̊uměry AC a BD a bod P na ńı lež́ı, a
proto mocnosti bodu P k těmto kružnićım jsou stejné. Dostaneme tedy |PN ||PB| =
|PM ||PC|, a proto podle 3.3 čtyřúhelńık MNBC je tětivový. Dále plat́ı, že:

^(DA,DM) = 90◦ − ^(CM,CA) = 90◦ − ^(NM,NB) = ^(ND,NM)

Z toho vyplývá, že čtyřúhelńık MNAD je tětivový. Nyńı si uvědomı́me, že př́ımka
XY je chordálou kružnic nad pr̊uměry AC a BD, př́ımka DN je chordálou kružnice
nad pr̊uměrem BD a kružnice (MNAD), př́ımka AM je chordálou kružnice nad
pr̊uměrem AC a kružnice (MNAD). Tyto tři př́ımky muśı procházet jedńım bodem
podle 3.7.

Tvrzeńı 3.8. [Newton-Gaussova př́ımka] Středy úseček BD,AC,QR lež́ı na jedné
př́ımce (viz [6]).

D̊ukaz. Necht’ k1, k2, k3 jsou kružnice s pr̊uměry AC,BD, resp. QR a H je ortocen-
trum trojúhelńıka QAD. H1, H2, H3 jsou paty kolmic z H na strany AB,BQ, resp.
QA. Je zřejmé, že H1 ∈ k1, H2 ∈ k2, H3 ∈ k3 a d́ıky Př́ıkladu 7 dostaneme:

|HH1||HA| = |HH2||HB| = |HH3||HC|
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A

B
C

D

Q

R
H

H1

H2H3

Bod H má tedy stejnou mocnost ke všem třem kružnićım k1, k2, k3. Stejný výsledek
plat́ı i pro ortocentrum H ′ trojúhelńıka QBC. Každá dvojice ze tř́ı kružnic k1, k2, k3
má chordálu HH ′, a proto jejich středy lež́ı na téže př́ımce kolmé na HH ′.

Poznámka. Analogicky plat́ı, že i následuj́ıćı trojice bod̊u jsou také kolineárńı: středy
úseček AB,CD,PR a středy úseček AD,BC, PQ. K zapamatováńı, středy kterých
úseček lež́ı na jedné př́ımce, stač́ı si vźıt jednu stranu trojúhelńıka PQR, např. QR,
a všimnout si, že třet́ı bod je pr̊useč́ık př́ımek BD a AC, a proto jedna trojice se
skládá z AC,BD,QR.
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4 Inverze

4.1 Definice a vlastnosti

Definice 4.1. Rovinu rozš́ı̌ŕıme o nevlastńı bod nekonečno ∞, kterým procháźı
všechny př́ımky.

Definice 4.2. Inverze je geometrické zobrazeńı definované kružnićı k se středem S
a poloměrem r (označme ji (S, r) nebo inverze podle k), které pośılá bod A do A′

podle následuj́ıćıch pravidel:

(i) pokud A = S, pak A′ =∞.

(ii) pokud A =∞, pak A′ = S.

(iii) jinak A′ je bod na polopř́ımce SA, pro který plat́ı |SA||SA′| = r2

Lemma 4.3 (Geometrická konstrukce). Je dána kružnice k se středem S. Abychom
zkonstruovali obraz bodu X v inverzi podle kružnice k, nejprve nakresĺıme pr̊uměr
AB v kružnici k, který je kolmý na XS. Bod C je druhý pr̊useč́ık př́ımek AX a
kružnice k. Bod D, pr̊useč́ık př́ımek BC a SX, je obraz bodu X.

X S

A

B

C

D

D̊ukaz. V trojúhelńıku ABD výška a těžnice z vrcholu D splývaj́ı, a proto
trojúhelńık ABD je rovnoramenný se základnou AB. Čtyřúhelńık XCSB je
tětivový, protože ^(CX,CB) = 90◦ = ^(SX, SB), a proto ^(XD,XC) =
^(BS,BD) = ^(AD,AS). Tato rovnost úhl̊u implikuje podobnost dvou
trojúhelńık̊u 4SAX a 4SX ′A, z čehož plyne, že |SX ′|/|SA| = |SA|/|SX| ⇒
|SX||SX ′| = |SA|2.

Důkaz pořád funguje, pokud bod X lež́ı uvnitř kružnice k. Stač́ı nahradit bod
X bodem X ′ a naopak v obrázku a d̊ukazu.

Tvrzeńı 4.4. Je dána kružnice k se středem S a bod X lež́ı vně kružnice k. Tečny
bodu X ke kružnici k se této kružnice dotýkaj́ı v bodech A,B. Plat́ı, že pr̊useč́ık
dvou úseček AB a SX je obraz bodu X v inverzi podle k.
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X X ′ S

A

B

D̊ukaz. Necht’ X ′ je pr̊useč́ık úseček AB a SX. Body A,B jsou zřejmě symetrické
podle př́ımky SX, a proto AB ⊥ SX. Spolu se skutečnost́ı, že ^(AX,AS) = 90◦,
můžeme prohlásit, že 4XAS ∼ 4AX ′S. Dostaneme tedy vztah:

|SA|/|SX| = |SX ′|/|SA| ⇒ |SX||SX ′| = |SA|2

Bod X ′ je opravdu obrazem bodu X v inverzi podle kružnice k.

Tvrzeńı 4.5 (Základńı vlastnosti). Následuj́ıćı tvrzeńı plat́ı pro inverzi (S, r):

(i) Kruhová inverze je prosté zobrazeńı.

(ii) Dvojnásobné použit́ı (S, r) vede k identitě.

(iii) Bod je samodružný (zobraźı se na sebe) právě tehdy, když lež́ı na kružnici k.

(iv) Bod uvnitř k je zobrazen na bod vně k a naopak.

Lemma 4.6. Obrazy bod̊u X, Y v inverzi (S, r) jsou X ′, resp. Y ′, pak:

(i) |^SXY | = |^SY ′X ′| a X, Y,X ′, Y ′ lež́ı na jedné kružnici

(ii) |X ′Y ′| = |XY | r2

|SX||SY |

D̊ukaz. (i) |SX||SX ′| = r2 = |SY ||SY ′|, a proto podle Lemmatu 3.3 to implikuje
skutečnost, že X,X ′, Y, Y ′ lež́ı na jedné kružnici. Nyńı máme dva př́ıpady podle
vzájemné polohy bod̊u X,X ′, Y, Y ′

(ii) Podle části (i) plat́ı následuj́ıćı vztahy

^(XY,XS) = ^(Y ′S, Y ′X ′) a ^(Y S, Y X) = ^(X ′Y ′, X ′S)

z čehož plyne podobnost trojúhelńık̊u SXY a SX ′Y ′, a proto:

|XY | = |X ′Y ′| |SX|
|SY ′|

⇒ |X ′Y ′| = |XY | r2

|SX||SY |
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Věta 4.7. Doted’ jsme jenom ukázali, jak inverze funguje na jeden bod. Nyńı
budeme prozkoumat, jak se v tomto zobrazeńı budou chovat př́ımky a kružnice.
Uvažujme inverzi (S, r):

(i) pokud S lež́ı na kružnici c se středem O, pak obraz kružnice c je př́ımka kolmá
na OS.

(ii) pokud l je př́ımka, která neprocháźı bodem S, pak obraz př́ımky l je kružnice,
pro kterou plat́ı, že l je kolmá na spojnici bodu S se středem té kružnici.

(iii) pokud c je kružnice neprocházej́ıćı bodem S, pak obraz kružnice c je kružnice
se středem lež́ıćım na spojnici bodu S a středu kružnice c.

(iv) pokud l je př́ımka procházej́ıćı bodem S, pak obraz př́ımky l je tatáž př́ımka.

D̊ukaz. (i) Necht’ SA je pr̊uměr kružnice c a bod A′ je obrazem bodu A v kru-
hové inverzi (S, r). Dále označme l př́ımku procházej́ıćı bodem A a kolmou na SA.
Dokážeme, že l je obraz kružnice c.

Bod S se zobraźı na ∞, která podle definice lež́ı na l. Mějme libovolný bod

S O A A′

B

B′

c
l

B na kružnici c a B′ je pr̊useč́ıkem př́ımek l a SB. SA je pr̊uměr kružnice c, a
proto ^(BA,BB′) = 90◦ = ^(A′A,A′B′), tzn. čtyřúhelńık AA′B′B je tětivový
(jeho kružnice opsaná je Thaletova kružnice nad pr̊uměrem AB′). Podle Lemmatu
3.1 plat́ı r2 = |SA||SA′| = |SB||SB′|, a proto B′ je obrazem bodu B v kruhové
inverzi (S, r). Nyńı zbývá ještě dokázat, že kružnice c se zobraźı na celou př́ımku
l. Pro každý bod C ′ na př́ımce l stač́ı brát C jako druhý pr̊useč́ık př́ımky SC ′ a
kružnice c a výše uvedeným zp̊usobem snadno dokážeme, že C ′ je skutečně obrazem
bodu C v kruhové inverzi (S, r).

(ii) Můžeme použ́ıt obrázek z části (i) a d̊ukaz je také velmi podobný. Bod A′

lež́ı na př́ımce l tak, že SA′ ⊥ l a bod A je obrazem bodu A′ v kruhové inverzi (S, r).
Dokážeme, že kružnice c nad pr̊uměrem SA je obraz př́ımky l. Pro každý bod B′ na
př́ımce l najdeme bod B, který je pr̊useč́ıkem př́ımky SB′ a kružnice c (B 6= S)).
Dı́ky tomu, že ^(BA,BB′) = 90◦ = ^(A′A,A′B′), plat́ı, že čtyřúhelńık AB′BA′ je
tětivový, a proto podle Lemmatu 3.1 plat́ı, že r2 = |SA||SA′| = |SB||SB′|, a proto
B je obrazem bodu B′ v kruhové inverzi (S, r). Nyńı zbývá ještě dokázat, že př́ımka
l se zobraźı na celou kružnici c. Pro každý bod C na kružnici c stač́ı vźıt C ′ jako

27



pr̊useč́ık př́ımky SC a př́ımky l a výše uvedeným zp̊usobem snadno dokážeme, že
C je skutečně obrazem bodu C ′ v kruhové inverzi (S, r).

(iii) Necht’ A,B jsou takové body na kružnici c, že S lež́ı na př́ımce AB, úsečka
AB je pr̊uměr kružnice c a A′, B′ jsou postupně jejich obrazy v kruhové inverzi
(S, r). Dokážeme, že obraz kružnice c je Thaletova kružnice c′ nad pr̊uměrem A′B′.

Podle vlastnosti kruhové inverze plat́ı:

S A B B′ A′

C
D

D′

C ′

c

c′

|SA||SA′| = |SB||SB′| ⇒ |SA|/|SB′| = |SB|/|SA′|

Tzn. existuje stejnolehlost Z se středem S a koeficientem |SB′|/|SA|, která pośılá
A,B postupně na B′, resp. A′, z čehož vyplývá, že také pośılá kružnici nad pr̊uměrem
AB neboli c na kružnici nad pr̊uměrem A′B′, tedy kružnici c′. Pro libovolný bod C na
kružnici c označme D druhý pr̊useč́ık př́ımky SC s kružnićı C. Stejnolehlost Z pośılá
body C,D na pr̊useč́ıky př́ımky SC s kružnićı c′. Necht’ D′, C ′ jsou postupně obrazy
bod̊u C,D ve stejnolehlosti Z. Podle vlastnosti stejnolehlosti plat́ı, že CA ‖ D′B′,
a proto:

^(AB,AC) = ^(B′A′, B′D′) = ^(C ′A′, C ′D′) = ^(C ′A′, C ′C)

Z toho vyplývá, že CAA′C ′ je tětivový čtyřúhelńık, a proto podle Lemmatu 3.1
plat́ı: |SC|SC ′| = |SA||SA′| = r2. Obraz bodu C v kruhové inverzi (S, r) je tedy
C ′, bod kružnice c′. Analogicky můžeme také dokázat, že čtyřúhelńık DBB′D′ je
tětivový čtyřúhelńık, a z toho obraz bodu D v kruhové inverzi (S, r) je D′.

(iv) Necht’ A je libovolný bod př́ımky l, pak je zřejmé, že obraz bodu A lež́ı na
př́ımce l. Zbývá nám ještě dokázat, že př́ımka l se zobraźı na celou př́ımku l neboli
pro každý bod B′ existuje bod B takový, že B′ je obraz bodu B. Stač́ı si vźıt B jako
obraz bodu B′ a v́ıme, že dvojité použit́ı kruhové inverze je identita, a proto B′ je
obrazem bodu B.
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4.2 Jak inverzi použ́ıt

Kruhová inverze se uplatňuje v olympiádńı geometrii. Po kruhové inverzi budeme
mı́sto zadané úlohy řešit jiné ekvivalentńı tvrzeńı v novém jiném obrázku. Mnohdy
se stane, že tvrzeńı, které muśıme dokazovat v novém obrázku, je podstatně snazš́ı
než odpov́ıdaj́ıćı tvrzeńı v p̊uvodńım obrázku. Užitečný atribut kruhové inverze je
možnost převedeńı kružnic na př́ımky, se kterými se lépe pracuje, a t́ım se konfigurace
zjednoduš́ı. Většinou se provede kruhová inverze podle

”
přet́ıženého“ bodu, kterým

procháźı nejv́ıc kružnic a př́ımek.

Př́ıklad 10. Kolmé př́ımky p, q se prot́ınaj́ı v bodě S. Kružnice k1, k2 se středy na
př́ımce p, které maj́ı vněǰśı dotyk v S, prot́ınaj́ı kružnice l1, l2 se středy na př́ımce q
maj́ıćı rovněž vněǰśı dotyk v S podruhé ve čtyřech r̊uzných bodech. Ukažte, že tyto
čtyři body lež́ı na jedné kružnici.

p

q

k1k2

l1

l2

l′1

l′2

k′2 k′1

D̊ukaz. Zinvertujme celý obrázek podle kružnice i se středem S a libovolným po-
loměrem. Tvrzeńı bude dokázáno, pokud se nám podař́ı ukázat, že obrazy zmı́něných
čtyř pr̊useč́ık̊u lež́ı na kružnici neprocházej́ıćı bodem S, protože p̊uvodńı čtyři druhé
pr̊useč́ıky budou muset ležet na obrazu této kružnice v inverzi podle i, což je (jak
již v́ıme) rovněž kružnice.

Př́ımky p, q se v inverzi podle i zobraźı samy na sebe. Kružnice k1, k2 procházej́ı
středem inverze, takže se zobraźı na nějaké př́ımky k′1, k

′
2.

Jelikož maj́ı k1 a k2 jediný společný bod (totiž S), muśı mı́t jejich obrazy také
jediný společný bod, a to obraz bodu S, tj. nevlastńı bod ∞. Př́ımky k′1 a k′2 tedy
budou rovnoběžné. Nav́ıc ze symetrie obě budou kolmé na p.

Obdobně se kružnice l1, l2 zobraźı na př́ımky l′1, l
′
2 kolmé na q. Obrazy zmı́něných

čtyř druhých pr̊useč́ık̊u jsou proto vrcholy obdélńıka.
Jelikož vrcholy obdélńıka lež́ı na jedné kružnici a tato kružnice neprocháźı bo-

dem S, lež́ı na kružnici i obrazy těchto vrchol̊u v inverzi podle i, což jsou přesně
p̊uvodńı čtyři pr̊useč́ıky.
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Poznámka. V úlohách, které překypuj́ı kružnicemi, voĺıme za střed inverze bod, j́ımž
procháźı hodně kružnic či př́ımek (tzv.

”
přet́ıžený bod“). Po inverzi pak dostaneme

podstatně jednodušš́ı obrázek, v němž již bývá snadné ekvivalent dokazovaného
tvrzeńı dokázat. Na poloměru inverzńı kružnice přitom zpravidla v̊ubec nezálež́ı.

Př́ıklad 11. Kružnice k1 a k3, stejně jako k2 a k4, maj́ı vněǰśı dotyk v P . Označme
druhé pr̊useč́ıky k1 ∩ k2 = A, k2 ∩ k3 = B, k3 ∩ k4 = C a k4 ∩ k1 = D. Dokažte, že:

|AB||BC|
|AD||DC|

=
|PB|2

|PD|2

(ISL 2003)

D̊ukaz. Zinvertujeme celý obrázek podle kružnice i se středem P a libovolným po-
loměrem r. Všechny čtyři kružnice k1, k2, k3, k4 procházej́ı bodem P , a proto se
zobraźı na př́ımky k′1, resp. k′2, k

′
3, k
′
4.

Jelikož maj́ı k1 a k3 jediný společný bod (totiž P ), muśı mı́t jejich obrazy také
jediný společný bod, a to obraz bodu P , tj. nevlastńı bod ∞. Př́ımky k′1 a k′3 tedy
budou rovnoběžné. Obdobně se kružnice k2, k4 zobraźı na rovnoběžné př́ımky k′2, k

′
4.

Bod A je pr̊useč́ıkem kružnic k1, k2, a proto jeho obraz, bod A′, bude pr̊useč́ıkem
př́ımek k′1 a k′2. Analogicky dostaneme, že k′2 ∩ k′3 = B′, k′3 ∩ k′4 = C ′ a k′4 ∩ k′1 = D′.
Čtyřúhelńık A′B′C ′D′ je tedy rovnoběžńık, a proto plat́ı |A′B′| = |C ′D′| a |B′C ′| =
|D′A|.

Nyńı do nového obrázku převedeme vztah, který chceme dokázat. Na to
použijeme Lemma 4.6:

|AB||BC|
|AD||DC|

=
|A′B′| r2

|PA′||PB′| |B
′C ′| r2

|PB′||PC′|

|A′D′| r2

|PA′||PD′| |D′C ′|
r2

|PD′||PC′|

=
|PD′|2

|PB′|2

|PB|2

|PD|2
=
r4/|PB′|2

r4/|PD′|2
=
|PD′|2

|PB′|2

což zřejmě plat́ı a d̊ukaz je hotov.

4.3 Kruhová inverze a Miquelovy body

Tvrzeńı 4.8. Pokud A′B′C ′D′ je obrazem ABCD v kruhové inverzi podle kružnice
se středem Mp (Mq, Mr, resp.), pak je ABCD nepř́ımo podobný C ′D′A′B′

(B′A′D′C ′, resp. D′C ′B′A′).

D̊ukaz. Z definice Miquelova bodu a inverze dostaneme 4MpBC ∼ 4MpAD ∼
4MpD

′A′, kde prvńı podobnost je př́ımá a druhá je nepř́ımá . Analogicky plat́ı také
4MpDC ∼ 4MpAB ∼ 4MpB

′A′, což implikuje nepř́ımou podobnost čtyřúhelńık̊u
MpDCB a MpB

′A′D′, z čehož plyne nepř́ımá podobnost 4DCB and 4B′A′D′. Ve
stejném duchu zjist́ıme, že 4ABD ∼ 4C ′D′B′ (nepř́ımo), a dostaneme kýženou
podobnost čtyřúhelńık̊u. Důkaz je pro Mq a Mr analogický.

Lze vidět, že Miquelovy body se daj́ı dobře kombinovat s kruhovou inverźı,
protože zachovávaj́ı tvar čtyřúhelńıka. Nyńı se pod́ıváme na to, jak se zobraźı některé
daľśı body čtyřúhelńıka.
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A
B

C

D

Q

R

P

C ′
D′

A′

B′

Q′

R′

Mp Mp

(i) Bod R: kružnice (ABR), (CDR), (BCQ), (ADQ), jež procházej́ı bodem MP ,
se zobraźı postupně na př́ımky A′B′, C ′D′, a proto bod R′ bude pr̊useč́ıkem
př́ımek A′B′ a C ′D′. Analogicky můžeme ukázat, že Q je pr̊useč́ık př́ımek B′C ′

a A′D′.

(ii) Bod MP : trojice kolineárńıch bod̊u (C,B,R), (A,D,R) se zobraźı na kružnice
(B′C ′R′MP ), (A′D′R′MP ), což znamená, že P -Miquel̊uv bod čtyřúhelńıka
ABCD z̊ustane P ′-Miquelovým bodem i v čtyřúhelńıku A′B′C ′D′.

(iii) Bod MR: tento bod lež́ı na kružnićıch (BDQ), (ACQ), které neobsahuj́ı bod
MP , a proto po inverzi MR z̊ustane pr̊useč́ıkem kružnic (B′D′Q′), (A′C ′Q′).
Obdobně můžeme také ukázat, žeMQ je pr̊useč́ıkem kružnic (A′C ′R′), (R′B′D′).
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5 Hlavńı úloha

V této části budeme zkoumat Euler-Poncelet̊uv bod, pr̊useč́ık Fuerbachových kružnic
trojúhelńık̊u ABC, BCD, CDA, DAB. Euler-Poncelet̊uv bod lež́ı zároveň na

”
pedálńı kružnici“ (volně přeloženo z anglického termı́nu

”
pedal circle“ [7]) bodu A

vzhledem k trojúhelńıku BCD,
”
pedálńı kružnici“ bodu B vzhledem k trojúhelńıku

ACD, apod. Vı́ce o Eulerově-Ponceletově bodu můžete nalézt zde [8].

Definice 5.1. Fuerbachova kružnice trojúhelńıka ABC je kružnice opsaná střed̊um
stran.

Tvrzeńı 5.2. Je dán čtyřúhelńık ABCD s r̊uznoběžnými stranami. Body P,Q,R
jsou pr̊useč́ıky dvojic př́ımek (AC,BD), (AB,CD), resp. (AD,BC). Euler-
Poncelet̊uv bod lež́ı na (PQR).

Tvrzeńı 5.3. Věta 5.2 je silným zobecněńım oslavovaného výsledku od Emelyanova
a Emelanovové (viz [9]).

Tvrzeńı 5.4 (Emelyanov, Emelyanova). Bod I je střed kružnice vepsané
trojúhelńıka ABC. Necht’ AI ∩ BC = P , BI ∩ CA = Q, CI ∩ AB = R, pak
Fuerbach̊uv bod Fe (bod dotyku kružnice vepsané a Fuerbachovy kružnice, viz [10])
lež́ı na (PQR).

D̊ukaz. Pokud uvažujeme kompletńı čtyřúhelńık ABCI (viz [11]), pak Euler̊uv-
Poncelet̊uv bod lež́ı na kružnici vepsané (pedálńı kružnici bodu I ku 4ABC) a
Fuerbachově kružnici trojúhelńıka ABC, a proto tento bod splývá s jejich bodem
dotyku neboli Fuerbachovým bodem. Z Tvrzeńı 5.2 plyne kýžený výsledek.

Než se pust́ıme do d̊ukazu Věty 5.2, zavedeme označeńı a prostředky, které
budeme v této sekci použ́ıvat.

(i) E,F,G,H, I, J jsou středy úseček CD,AB,AD,BC,AC,BD resp.

(ii) U, V,W jsou středy úseček QR,PR, PQ resp.

(iii) Miquel̊uv bod MP lež́ı podle Věty 2.7 na kružnićıch (ABR), (CDR), (ADQ),
(BCQ) a podle Př́ıkladu 3 na kružnićıch (HGR), (EFQ)

(iv) Miquel̊uv bod MQ lež́ı podle Věty 2.7 na kružnićıch (ADP ), (BCP ), (BDR),
(ACR) a podle Př́ıkladu 3 na kružnićıch (HGR), (IJP )

(v) Miquel̊uv bod MR lež́ı podle Věty 2.7 na kružnićıch (ABP ), (CDP ), (ACQ),
(BDQ) a podle Př́ıkladu 3 na kružnićıch (IJP ), (EFQ)

Lemma 5.5. Je dán trojúhelńık ABC. A′, B′, C ′ jsou středy stran BC,CA,AB,
pak 4ABC ∼ 4A′B′C ′.

D̊ukaz. Středńı př́ıčka je rovnoběžná s odpov́ıdaj́ıćı stranou, a proto A′B′||AB
a A′C ′||AC. Čtyřúhelńık AB′A′C ′ je tedy rovnoběžńık, a proto ^(AB,AC) =
^(A′B′, A′C ′). Analogicky můžeme dokázat rovnost daľśıch úhl̊u a snadno dojdeme
ke kýženému výsledku.

Tvrzeńı 5.6. Fuerbachovy kružnice trojúhelńık̊u ABD,ABC,BCD,ACD maj́ı
společný bod. Označme ho X.
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A

B

C

D

H

F

G

E
I

J

X

D̊ukaz. Definujme X pr̊useč́ık kružnic (IFH) a (GJF ). Naš́ım ćılem, je dokázat, že
X také lež́ı na (JEH) a (IEG).

Abychom dokázali, že X lež́ı na (JEH), stač́ı ukázat, že ^(XH,XJ) =
^(EH,EJ) nebo ekvivalentně ^(XH,XJ) = ^(BJ,BH) podle Lemmatu 5.5.
Nav́ıc FIXH a GJXF jsou tětivové, a proto:

^(XH,XF ) = ^(IH, IF ) = ^(BF,BH)
^(XF,XJ) = ^(GF,GJ) = ^(BJ,BF )

Použit́ım dvou výše uvedených vztah̊u můžeme snadno vypoč́ıtat:

^(XH,XJ) = ^(XH,XF ) + ^(XF,XJ)

= ^(BF,BH) + ^(BJ,BF )

= ^(BJ,BH)

Analogicky můžeme také ukázat, že X lež́ı na (IEG)

Tvrzeńı 5.7. (PMQMR), (QMPMR), (RMPMQ) procházej́ı jedńım bodem.

D̊ukaz. Nejprve necht’ O je pr̊useč́ık kružnic (QMPMR) a (RMPMQ). Naš́ım ćılem
je dokázat, že O také lež́ı na (PMQMR). Stač́ı dokázat, že ^(PMR, PMQ) =
^(OMR, OMQ). Budeme pracovat s kružnicemi obsahuj́ıćımi MP ,MQ,MR. Vı́me
také, že MR lež́ı na (ACQ) a MP lež́ı na (ADQ):

^(OMP , OMR) = ^(QMP , QMR) = ^(QMP , QA) + ^(QA,QMR) =

= ^(DMP , DA) + ^(CA,CMR)

Plat́ı také, že MQ lež́ı na (BDR) a MP lež́ı na (BCR):

^(OMQ, OMP ) = ^(RMQ, RMP ) = ^(RMQ, RC) + ^(RC,RMP ) =

= ^(AMQ, AC) + ^(DC,DMP )

33



A

B
C

D

Q

MP

R

P

MR

MQ

O

Ted’ jsme schopni vypoč́ıtat ^(OMQ, OMR) podle úhl̊u u vrchol̊u trojúhelńıka
ACD, protože to je součet:

^(OMQ, OMR) = ^(OMQ, OMP ) + ^(OMP , OMR) =

= ^(AMQ, AC) + ^(DC,DMP ) + ^(DMP , DA) + ^(CA,CMR) =

= ^(DC,DA) + ^(AMQ, AC) + ^(CA,CMR) =

= ^(AMQ, AD) + ^(CD,CMR)

Daľśı krok je vyjádřit ^(PMQ, PMR) pomoćı úhl̊u u vrchol̊u trojúhelńıka ACD.
Zde použijeme tětivové čtyřúhelńıky ADMQP a BCMRP .

^(PMQ, PMR) = ^(PMQ, PD) + ^(PD,PMR)

= ^(AMQ, AD) + ^(CD,CMR).

Poznámka. Dostaneme tak 3 šestice koncyklických bod̊u (P,MR,MQ, I, J, O),
(Q,MP ,MR, E, F,O),(R,MP ,MQ, G,H,O).

Tvrzeńı 5.8. Úsečky EF,GH, IJ sd́ılej́ı střed. Označme ho T .

D̊ukaz. Úsečky EG,FH jsou středńı př́ıčky trojúhelńık̊u (ACD) a ABC oproti
straně AC, a proto |EG| = |AC|/2 = |FH| a EG ‖ AC ‖ FH, z čehož plyne,
že GEHF je rovnoběžńık, což implikuje, že EF a GH se p̊uĺı. Analogicky stejný
výsledek plat́ı pro úsečky EF a IJ a d̊ukaz je tedy hotový.

Tvrzeńı 5.9. Bod O lež́ı na kružnićıch (GJE), (GIF ), (HFJ), (HIE).

D̊ukaz. Dı́ky symetrii stač́ı dokázat tvrzeńı pro jednu kružnici, např. (FIG). S
použit́ım středńıch př́ıček v trojúhelńıćıch ACD a ABC dostaneme

∠(IG, IF ) = ∠(CD,CB).
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Bod O také lež́ı na kružnićıch (RMPG) a (QMPF ) podle 5.7.

∠(OG,OF ) = ∠(OG,OMP ) + ∠(OMP , OF )

= ∠(RG,RMP ) + ∠(QMP , QF )

= ∠(RD,RMP ) + ∠(QMP , QB)

= ∠(CD,CMp) + ∠(CMp, CB) = ∠(CD,CB).

Z toho vyplývá, že bod O opravdu lež́ı na kružnici (FIG).

Poznámka. Uvažujme středovou souměrnost podle středu T . Podle tvrzeńı 5.8 v́ıme,
že T je společný střed úseček EF,GH, IJ , a proto obrazy bod̊u E,F,G,H, I, J jsou
postupně F, resp. E,H,G, J, I. Kružnice (GJE), (GIF ), (HFJ), (HIE), které maj́ı
společńı bod O, se tedy zobraźı na (HIF ), (HJE), (GEI), (GJF ), které maj́ı podle
tvrzeńı 5.6 společný bod X. Je tedy zřejmé, že T je středem úsečky OX.

Tvrzeńı 5.10. Bod O lež́ı na třech př́ımkách PMP , QMQ, RMR.

D̊ukaz. Uvažujme inverzi podle středu MP s libovolným poloměrem, použijeme kon-
figuraci z Lemmatu 4.8 a nav́ıc se pod́ıváme na obrazy stran, úhlopř́ıček čtyřúhelńıka
ABCD a kružnic procházej́ıćıch bodem MP . Podle vlastnosti kruhové inverze
poṕı̌seme obrazy následuj́ıćıch bod̊u:

Z vlastnosti kruhové inverze plyne neorientovaná podobnost trojúhelńık̊u
4MPMRR ∼ 4MPQ

′M ′
Q.

Podle Lemmatu 4.8 čtyřúhelńıky ABCD a C ′D′A′B′ jsou si podobné. V této
podobnosti máme

”
souvisej́ıćı“ dvojice bod̊u (MP ,M

′
P ), (Q,R′), (MQ,M

′
R), což zna-

mená, že plat́ı neorientovaná podobnost 4MPRMR ∼ 4M ′
PR
′M ′

R, a proto celkově
dostaneme orientovanou podobnost 4MPMRR ∼ 4MPQMQ.
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Existuje tedy spirálńı podobnost se středem MP , která pośılá MR na Q a R na
MQ. Necht’ O′ je pr̊useč́ık př́ımek QMQ a RMR, pak podle Věty 2.7 střed zmı́něné
spirálńı podobnosti neboli bod MP lež́ı na dvou kružnićıch (O′QMR) a (O′RM ′

Q).
Ekvivalentně O′ lež́ı na kružnićıch (MPQMR) a (MPRMQ), z čehož plyne podle
Tvrzeńı 5.7 O ≡ O′, a tedy bod O lež́ı na dvou př́ımkách QMQ a RMR. Analogicky
pomoćı kruhových inverźı podle MQ a MR můžeme také dokázat, že O také lež́ı na
QMQ a RMR.

Definice 5.11. P ∗, Q∗, R∗ jsou postupně obrazy bod̊u P,Q,R ve středové
souměrnosti podle bodu T .

Tvrzeńı 5.12. Následuj́ıćı čtveřice bod̊u jsou koncyclické:

(P ∗, Q,R,O), (P,Q∗, R,O), (P,Q,R∗, O).
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D̊ukaz. Dokážeme tvrzeńı pro kružnici (P ∗, Q,R,O). Důkaz pro zbývaj́ıćı kružnice
bude vypadat obdobně.

Aby 4 body P ∗, Q,R,O ležely na jedné kružnici, muśı platit, že ^(OQ,OR) =
^(P ∗Q,P ∗R).

Podle Věty 3.8 je př́ımka EF Newtonova př́ımka procházej́ıćı středem úsečky
PR. Př́ımka EF také procháźı bodem T , a proto EF je středńı př́ıčkou v
4RPP ∗, která je rovnoběžná se stranou RP ∗. Obdobně můžeme také dokázat, že
př́ımka GH je středńı př́ıčkou v 4QPP ∗, která je rovnoběžná se stranou QP ∗.
Úhel ^(P ∗Q,P ∗R) sevřený př́ımkami QP ∗ a RP ∗ má stejnou velikost jako úhel
^(TH, TF ) sevřený př́ımkami HG a EF .

Podle tvrzeńı 5.10 bod O lež́ı na př́ımce RMR, a proto plat́ı, že:
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^(OQ,OR) = ^(OQ,OMR) = ^(EQ,EMR) = ^(EC,EMR)

Stač́ı tedy dokázat, že ^(EC,EMR) = ^(TH, TF ). Tuto rovnost úhl̊u źıskáme
z podobnosti 4CMRD ∼ 4HFG, protože zmı́něný vztah obsahuje přesně dva
odpov́ıdaj́ıćı úhly u paty těžnice v těchto trojúhelńıćıch (v 4CMRD těžnice MRE
a v trojúhelńıku 4HFG těžnice FT ).

Úsečky FH a FG jsou postupně středńı př́ıčky v 4ABC a 4ABD. Plat́ı tedy
FH ‖ AC a FG ‖ BD. Dále si všimneme, že podle vlastnost́ı Miquelových bod̊u
čtyřúhelńık CPMRD je tětivový, z čehož plyne:

^(MRD,MRC) = ^(PD,PC) = ^(FG,FH)

Dokázali jsme rovnost jedné dvojice úhl̊u v 4CMRD a 4HFG. Nyńı se pod́ıváme
na poměr stran, které sv́ıraj́ı tyto úhly. Bod MR je střed spirálńı podobnosti, která
pośılá trojúhelńık MRAC na MRBD, a proto plat́ı:

|MRC|
|MRD|

=
|AC|
|BD|

=
2|FH|
2|FG|

=
|FH|
|FG|

Trojúhelńıky CMRD a HFG jsou si skutečně podobné a d̊ukaz je hotov.

Tvrzeńı 5.13 (Hlavńı úloha). Bod X lež́ı na kružnici (PQR).

R

Q

P

P ∗

Q∗

T

X

O

R∗

D̊ukaz. Nyńı budeme pracovat pouze s body O, T, P,Q,R, P ∗, Q∗, R∗. Vı́me, že bod
O lež́ı na kružnićıch (P ∗, Q,R,O), (P,Q∗, R,O), (P,Q,R∗, O) a T je střed úseček
EF,HG, IJ . Uvažujme středovou souměrnost podle středu T a dostaneme:

^(P ∗Q∗, P ∗R∗) = ^(PQ,PR) a ^(PQ∗, PR∗) = ^(P ∗Q,P ∗R)
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Dále použijeme obvodové úhly na kružnićıch:

^(OQ∗, OR∗) = ^(OQ∗, OR) + ^(OR,OQ) + ^(OQ,OR∗) =

= ^(PQ∗, PR) + ^(P ∗R,P ∗Q) + ^(PQ,PR∗) =

= ^(PQ∗, PR) + ^(PR∗, PQ∗) + ^(PQ,PR∗) =

= ^(PQ,PR) = ^(P ∗Q∗, P ∗R∗)

Z toho plyne, že O také lež́ı na kružnici (P ∗Q∗R∗) a po středové souměrnosti
podle středu T bod X (podle tvrzeńı bod X je obraz bodu O) lež́ı na kružnici
(PQR).
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