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ABSTRAKT:

Prace se zabyva zpracovanim signalu méieného ve spektroskopii nuklerni magnetické
rezonance (NMR) a rekonstrukci NMR spekter z fidce navzorkovanych dat. Je
provedena analyza nejpouzivanéjSich algoritmii generovani schémat pro méfeni fidce
vzorkovaného NMR signalu. Rekonstruovana spektra jsou nasledné porovnavana na
zakladé parametrii uréujicich kvalitu NMR dat (citlivost, rozliitelnost signalti).Ugelem
prace je nalezeni optimalniho rozlozeni fidce vzorkovanych dat poskytujici maximalni
citlivost a rozliSeni. Jednotliva schémata jsou podrobena simulaci a vystupni data jsou
graficky porovnana. Nasledné je posuzovana nahodnost schematickych rozdéleni a

zkoumana podstata spektralniho Sumu.

Kli¢ova slova: NMR, zpracovani dat, ridké vzorkovani, citlivost, rozliSeni,

spektralni Sum
ABSTRACT:

This work deals with processing of signal in nuclear magnetic resonance spectroscopy
(NMR) and reconstruction of NMR spectra from sparsely sampled data. An analysis of
algorithms for generating sparsely sampled NMR signal is conducted. Reconstruced
spectra are compared by parameters determining the quality of NMR data (sensitivity
and resolution of signals). The goal of this work is to find an optimal distribution of
sparsely sampled data points yielding the highest sensitivity and resolution. Each
scheme is subjected to simulation and the outputs are compared graphically.
Afterwards, the randomness of the schematical distributions is examined and the nature

of spectral noise is investigated.

Key words: NMR, data-processing, sparse sampling, sensitvity, resolution, spectral

noise
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-
Uvod

Spektroskopie nuklearni magnetické resonance (NMR) je jedine¢nou metodou, ktera
umoziuje studovat biomakromolekuly (proteiny, sacharidy, nukleové kyseliny a jejich
komplexy) v roztoku na atomarni urovni. Analyzou NMR dat Ize ziskat informaci o
vzajemném rozmisténi jednotlivych atomii ve studované molekule a tim urcit jeji
trojrozmérny strukturni model nebo studovat interakce, jichz se biomakromolekuly

ucastni. Diky tomu naléza NMR uplatnéni naptiklad ve farmaceutickém primyslu.

Princip NMR je zaloZen na existenci nenulového wvnitintho momentu hybnosti
nékterych jader - jaderného spinu. Pfi interakci spinu s magnetickym polem dochazi k
precesi magnetického momentu jader okolo vektoru urc¢ujiciho smér magnetického pole.
Pii umisténi zkoumané latky do magnetického pole se pak tato latka vyznacuje
nenulovou magnetizaci. Typicky NMR experiment  je iniciovan pisobenim
radiofrekven¢niho pulsu na zkoumanou latku umisténou v magnetickém poli. Vystupem
NMR méieni je ¢asova zavislost celkového magnetizace pii navratu do rovnovazného

stavu (tzv. FID — Free Induction Decay).

Jednim z nékolika tuskali této metody je jeji nizka citlivost, ktera se projevuje vyraznym
zastoupenim elektronického Sumu v métenych datech a vlastni NMR signél je tak ve
spektrech ¢asto nerozpoznatelny. K odliSeni signalu od Sumu je proto nutné akumulovat
data z opakovanych NMR méfeni, coz je hlavnim divodem c¢asové narocnosti NMR
experimentll. Nicméné zkoumané latky se Casto vyznacuji nizkou stabilitou, ktera
vyzaduje, aby vSechna méfeni byla provedena v co nejkratsi mozné dobé. Z tohoto
divodu a také z duvodu finanéni naro¢nosti NMR méfeni se vyvijeji metody, které
umoziuji kompletni rekonstrukci signalu s nizkymi naroky na mnozstvi experimentalné

ziskanych dat.

Tato prace se zaméfuje na fidké vzorkovani NMR dat, které umoziuje vyrazné snizit
Casovou naro¢nost méfeni. Hlavni motivaci je provést kompletni rekonstrukci NMR
signalu z nekompletni sady experimentalnich dat pti zachovani dulezitych charakteristik
signalu (rezonanc¢ni frekvence, rozliSitelnost signalti) a docilit tak radikalniho snizeni
doby experimentu. Pro fidké vzorkovani signalu byla v literatufe navrZena rizna
schémata a tato prace posuzuje jejich kvalitu a vhodnost pouZiti pomoci pocitatové

simulace signalu.



1. Teorie

1.1. NMR EXPERIMENT

NMR se zabyva studiem biomakromolekul v kapalné nebo pevné fazi. Pfi umisténi
jadra atomu s nenulovym spinem do magnetického pole dochazi k periodickému
pohybu (rotaci) vektoru magnetického momentu j&dra. Frekvence této rotace je
charakteristicka pro kazdé jadro zkoumané latky a je oznaCovéna jako rezonancni
frekvence daného jadra. Cilem NMR experimentu je identifikace jednotlivych jader ve

vzorku na zakladg jejich zjisténi jejich rezonanénich frekvenci."
Pribéh a princip experimentu:

Spole¢né se spinem jadra existuje jeho magneticky moment, ktery je souhlasné ¢i

protikladné orientovany:

fL=vS (1.1)

Jeho smér i velikost tedy zavisi na gyromagnetickém poméru (y), ktery muze byt

kladny &i zaporny, a spinu (5).

Na pocatku jsou magnetické momenty jader v rovnovaze a zkoumana latka nevykazuje
zadnou vnéj$i magnetizaci. Tato rovnovadha je porusena pusobenim magnetického pole
(konvenéné v ose z) o sile 5-20 Tesla, coz disledkem piitomnosti jaderného spinu
zpusobuje rotaci magnetického momentu jader po trajektorii opisujici plast kuzele.
Vlivem perturbace magnetického pole zptisobené okolnimi jadry a elektrony se tato
trajektorie méni a celkovy magneticky moment sméfuje ve vysledku souhlasné
s aplikovanym magnetickym polem. Tim se vzorek za¢ne navenek vyznacovat

nenulovou celkovou magnetizaci M:

M(t) = M (1 —e™™) (1.2)

kde M znaci celkovou magnetizaci vzorku a T; konstantu longitudinlni magnetizace.
Tento jev je dasledkem energetické vyhodnosti souhlasné orientace magnetickeho

momentu jader se smérem vnéjSiho magnetického pole, nebot’ plati:

E=-u-B (1.3)



ProtoZe signél ve sméru vné&jsiho magnetického pole je obtizné detekovatelny, sklapi se
ziskand magnetizace vzorku pomoci radiofrekven¢niho pulsu do roviny Xy kolmeé
k hlavnimu magnetickému poli. Naslednou rotaci celkového magnetického momentu
Ize zaznamenat civkami poloZenymi v této roviné. Periodick& oscilace magnetického
momentu zpisobuje vznik sttidavého elektrického proudu v detekénich civkach, jehoz
frekvence je shodnd s frekvenci rotace vektoru magnetizace. Dusledkem
desynchronizace jednotlivych nuklearnich magnetickych momenti dochazi ke ztraté

signalu v roving xy

M(t) = Meqe_t/TZ’ (1. 4)

kde T, zna¢i konstantu transverzalni magnetizace.

1.1.1.Signal
Cilem NMR spektroskopie je ziskat informaci o0 rezonan¢ni frekvenci jader pii precesi
kolem hlavniho magnetického pole. Uhlovéa rychlost precese se nazyva Larmorova

frekvence a je dana vztahem®

w = —yB, (1.5)

ProtoZe je pozorovana frekvence umérna velikosti aplikovaného magnetického pole By,
vztahuje se v praxi pozorovand rezonantni frekvence k rezonan¢ni frekvenci
referen¢niho jadra, aby mohla byt jednoduSe porovnana data méfend pii raznych

magnetickych polich B:

5= W — Wyref (1. 6)

(‘)ref

kde & znaci chemicky posun a w,..r rezonancni frekvenci referen¢niho jadra.

Aby bylo mozné ur€it smér precese, musi byt signal detekovan ze dvou sméru. Tento
postup se nazyva kvadraturni detekce a jeho vystupem je komplexni signal. Civkami
spektrometru prochazi v pribéhu experimentu stéidavy proud, jenz je formou signalu:

xx(t) = Ae Ret cos wt + ¢ a xy = Ae Relsinwt + ¢

Tyto vyrazy jsou ekvivalentni k rovnici



x(t) = Ae'@t—Ret 4 ¢ (1.7)

1.1.2.Vicerozmérovy experiment
V praxi se Casto méfi korelace mezi vice jadry. Takovy signal se ziskava NMR
experimenty sestavajicimi se z vétsiho mnozstvi radiofrekvenéni pulzi. Ziskany signal

se potom d¢li na jedinou pfimo a nékolik nepifimo detekovanych dimenzi.

M¢éienim ziskdvame Casovou doménu signdlu, kterd ma D dimensi, pfitom prvni je
méiena piimo a zbylé nepiimo, na zaklad¢ opakovani NMR experimentu pii soucasné
zméné délky prodlev mezi radiofrekve¢nimi pulzy. Timto dochazi k amplitudové
modulaci vysledného pfimo detekované¢ho signdlu. Kazda dimense musi obsahovat
redlnou a imaginarni slozku signalu, které jsou ziskavany kvadraturni detekci, proto pro
ziskani jedné namétfené hodnoty v nepfimych dimenzich je nutné NMR experiment

opakovat 2P krét.

Uvazujme dvoudimensiondlni experiment. NMR experiment zacne aplikaci
radiofrekven¢niho pulzu. Po ném nasleduje prodleva t,, ktera se méni po diskrétnich
hodnotach pii jednotlivych opakovanich NMR experimentu, a za ni série
radiofrekvenc¢nich pulzd, po které je signal ponechan volnému zaniku a je detekovan
v po dobu t;. Tento postup je mnohokrat opakovan se zménou Casu T,, aby byla

vytvofena matice dat T, X T,.

Obecn¢ v D-dimenzionalnim experimentu pokryvaji pulsy v ruznych ¢asech t,[n,At,]
az tp[npAtp] tensor D-tého fadu (D-dimenziondlni kvadr) s hodnotami signalu jako

(D+1)tou dimensi.

1.1.3.Termalni Sum

Metoda NMR je zatizena dvéma typy Sumu: termalni, pochazejici z nedokonalosti
spektrometru, a spektralni, jez je zplsoben napiiklad omezenim S$itky frekvencni

domény (tzv. aliasing) nebo diskontinuitou v ¢asové doméné.

Termalni $um ma nékolik vlastnosti plynouci z jeho ndhodnosti.”



Je Gaussovsky nahodny, proto vychyluje vysledek méfeni v kladném i z&porném

smyslu:

z = (1.8)

Je nekorelovany:

Z.Eigj _o (1.9)

Ma nenulovou energii:

1.10
Y- o
i

kde o znadi stfedni kvadratickou hodnotu Sumu.
Potom pfi souctu dvou riznych ndhodnych sekvenci Sumu plati:
Yi(ei + &) = Xi(ef +2¢ei8 + &f*) = Xiel + Xy &* = 207 = 0§

oo = V20 (1. 11)
Z toho lze indukovat obecny zavér:

2
Zi(ZjEij) = Zi(ngizj +Zk¢j2j€ij5ik) = ZiZj Eizj = nZiEizj =no® = Ug
kde n=3%;1.  Potom

g, = Vo (1. 12)

Energie i stfedni hodnota Sumu tedy stoupa s odmocninou z po¢tu méfenych bodd.

1.1.4.Citlivost a rozliSeni
Jednim z ukazatela kvality spektra je dosaZitelné rozliseni, jez je ur¢eno kvantitou Sifky
signalu v poloviné jeho vysky. Cim lepsi rozlideni, tedy &im uZsi signaly, tim je mozné
ve spektrech rozlisit signaly o méné rozdilnych rezonancnich frekvencich. Naopak
Vv pfipad€ nizkého rozliSeni se signaly o blizkych rezonanénich frekvencich vzdjemné

piekryvaji bez moznosti presné identifikace.



Signal v realné frekvenéni doméné je reprezentovan absorpénim lorentzianem (Viz

1.2.1):

R, (L. 13)
R + (w — wq)?

X(w) =

1 s ;- s &1y v s ./ <y
kde R, = - znaci prudkost zaniku signalu. Sitka absorb¢niho lorentzidnu Vv poloviné
2

. . , R v . . e s . ,
maxima je dana vztahem L =f v Hz?. Z toho plyne, Ze pomaleji zanikajici signal
poskytuje lepsi rozlieni.

Cim déle jsme takovy signal schopni méfit, tim lepsi rozlideni ziskame (viz 1.2.1

rovnice (1. 26)). Na druhou stranu pfili§ dlouha doba méfeni zplsobi, Zze Sum za¢ne

prevladat nad vlastnim signalem, coZ sniZuje citlivost experimentu.

Citlivost je mirou rozeznatelnosti signalu od Sumu a ¢asto je vyjadien jako pomér

maxima signalu ku stfedni nebo maximalni hodnoté Sumu, tedy jako

S/ — Smax (1.14)
/ - Nrms
nebo
S.
Siy = Nmax (1. 15)
max

V této préaci byl pro ukazatele citlivosti zvolen vztah (1. 15).

1.2. Zpracovani dat

1.2.1.Fourierova transformace

JelikoZ poZadovanym vystupem experimentu je frekvence jadra, aplikuje se na ¢asové

proménny signal Fourierova transformace:

+ oo

XWw) = f x(t)e ™t dt (1. 16)

—o00
Signél snimany detekénimi civkami je z divodu zpracovani a ulozeni na vypocetni

technice digitalizovan, tedy pfeveden do diskrétni podoby:

10



[oe)

x[n] = f x(t)6(t — nAt) dt (1.17)

—00
kde At je ptfevracenou hodnotou snimaci frekvence. Funkce signalu v diskrétni podobé
je

x[n] = Ael2mfn—Ren 4 o (1.18)

Pro diskrétni body ptechazi integral v sumu a Fourierovou transformaci v diskrétnim

tvaru lze piejit do frekvenéni domény:
F
x[n] > X[k]

kde n jsou diskrétni body v ¢asové doméné (nebo také nAt =t) a %je frekvence

v hertzich. Samotna rovnice analyzy diskrétni Fourierovy transformace mé tvar

i2mkn

N-1
X[k] = %Z x[n]exp(—

n=0

) (1. 19)
kde N je pocet méfenych bodu.

V maticové podob¢ nabyva Fourierova transformace tvaru®

_izm :
e N s e —i2m
Fkn — : _i2mkn . (1. 20)

e—-inr e—l'.ZTL'N
ktery se aplikuje na ziskana data ¢asové domény tvotici N-dimensionalni vektor x. Jak
1ze vidét z rovnice analyzy, sumace probiha pies index n, proto podle pravidla ndsobeni
matic zastupuje pofadi sloupce. Fourierova transformace znamend promitnuti
signdlového vektoru na bazi inverzni Fourierovy transformace, jeZ je hermitovskym

konjugatem matice samotné Fourierovy transformace, jak plyne z rovnice syntézy

-1 (1. 21)

X i2rkn
x[n] = X[k]exp( N
k=0

V maticovém tvaru potom

11



i2m i
eT eerr

F-1 = F = : e¢ : (1. 22)
pl2m 2N

Vlastnosti Fourierovy transformace vysvétluji rozliSeni spektra. Dle konvolu¢niho

theorému je Fourierova transformace sou¢inu dvou funkci rovna konvoluci

Fourierovych transformaci kazdé funkce. Potom pro signél definovany v sekci 1.1.1

plati:

F(eiwte—th) — F(eiwt) % F(e—th) (1.23)

Fourierovou transformaci exponencialy poc€inajici v Case t, = 0 je:

+ oo

F(e Ret) = f o-tiwtr)t gy - K2 —J©

(L. 24)
0 RZ + w?

Tato rovnice vysvétluje tvar spektralniho vrcholu, ktery znazoriiuje frekvenci signalu.

Me¢éieni probiha po omezeny cCas, proto je signal nasoben jednotkovymi skoky.

Fourierova transformace téchto skoki je:

F(u(t) - u(tmax)) = f+oo(u(t) - u(tmax)) e_jwtdt

Sin Wtyay + 1(COS WEpg — 1) (1. 25)

w

Dusledkem pro redlnou cast spektra je zhorSeni rozliSeni, protoze spektrum je dle

(1. 22) dano konvoluci s funkci

sin wt
g() = % (1. 26)

1.2.2.Vicerozmeérova Fourierova transformace
Vicerozmérovy signal ma tvar®

i2nf jtj~Rjat; 1.27
x(ty, -, tp) = H(Ajelznfjtj Rjatj 4 &) (1.27)
j

Po probéhnuti digitizace

12



x[ny, -, mp] =] f x(tp"wtu)n,‘s(tj — mAt;)dt; (1. 28)
—o0 — ]

je ziskan tvar diskrétniho signélu

x[ng, -, npl = Hj(AjeiZHfjnj—Rjznj +¢), (1.29)

kde D je podet dimenzi a ¢ je funkci 3umu. Casova doména signalu tak tvoii tensor D-

tého tadu. Kazdéa dimenze prechazi do frekvenéni domény nezévisle na ostatnich?, tzn.:
X[Tll, "',TLD] - xl[klinZJ 'nD] - x2[k1' kz,Tl3, ,TLD] - xD[kli Tty kD] =X

Fourierova transformace tak v D dimensich nabyva tvaru

- l2T[k]Tl]
Xl kol = > > xl,mpl | | exp(=—) (.30
) j N

V maticové podobé pro D = 2 dostavame tvar Fourierovy transformace

T 1.31
Xk1k2 = (sznz (Fklnlxnlnz) )T ( )

1.2.3.Nyquistiv theorém

Negativnim dtsledkem diskretizace je spektralni artefakt zvany aliasing, ktery plyne
z periodi¢nosti funkce e®. Spektrum se periodicky opakuje ve vy3sich frekvencich,
signaly s vysokou frekvenci tak mohou zkreslovat spektrum tim, Ze se promitaji na
mistech niZzSich frekvenci, naproti tomu ideélni kontinualni tvar (At — 0) je

nezkresleny. Tento jev popisuje Nyquistiv theorém.

Z tvaru diskrétni Fourierovy transforamce vyplyva vlastnost limitujici maximalni

velikost frekvence spektra bez aliasingu:

e e ) e )
.2mn 21N . .2mnk |
Nz x[n] e 5w KHN/D) = NZ x[n]e "N e = Nz x[n]e "N ™

1 N-1 N
_ ~ k=)
n=0

13



N 1 = 1 N-1 N 1 N-1 "
X I:E:I = N ZO x[n] e_lT(0+N/2) — N Z x[n] e—lT(O—E) — N ZO x[n] e_lZTFTlAt At
n= —

n=0
- x[-3]
B 2
N N 1%
. —2T
X H =X [— —] = X[kyp] = — Z x[n] e {8055
2 2 N L
1
Ivmaxl = m (1.32)

Nyquistav theorém tak fika, Ze aby bylo dosazeno spektra bez aliasingu, nesmi signal

~ v ~

vy [ | . 1 vr o I
obsahovat frekvence vyssSi nez Sx @ NiZsinez ——, kde At znaci ¢asovou vzdalenost

mezi body v ¢asové doméné. Toto plati i naopak, totiZz snimaci frekvence (i) musi byt

. vy ~ P 1
dvakrat vysSi nez nejvyssi frekvence ve spektru (E)'

z

1.2.4.0ptimalni délka méreni

Cim déle je signal méfen, tim vice Sumu se projevi ve spektru. Bylo zjiéténoG, ze
z hlediska citlivosti je nejvyhodnéjsi délkou méfeni ¢as odpovidajici t,g, = 1,26R5 1,

na mist¢ je proto srovnani fidkého vzorkovani s uniformnim o stejné ¢asové délce.
o1 8.
Duikaz”:

Béhem méieni signal zanika, a tak se zmenSuje jeho obsah ve frekvencni doméné.

Vyska signalu ve spektru bude imérna jeho mnoZzstvi detekovaného v ¢asové doméné:

1 — e—tR2 (1. 33)

Ze sekce 1.1.3 z rovnice (1. 12)vyplyva timéra mezi Sumem a poctem méfenych bodu

(tim padem i Casu):

tmax

At

0g = o'\/ﬁ =0 (1. 34)

Protoze At znaci prevracenou hodnotu snimaci frekvence, a je tudiz konstantni, mizeme

psat
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VlozZenim obou ¢asovych umér (1. 26) a (1. 28) do poméru ziskavame vztah

1— e_tmaxRZ

S/ o
N RZ\/ tmax

Maximum této timéry lezi ve stacionarnim bod¢:

d 1— e_tmaxRZ

Atmax R/ tmax

=0

(2Rotmar + De™t2 =1
2Rt/ -

max

Jako feSeni vyplyva:

_1og(2Rytmax + 1)

max
R,

JehoZ hodnotou je pravé tyq, = 1,26R; 1.

(1. 35)

(1. 36)

(1.37)

(1. 38)

(1. 39)
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2. Ridké vzorkovani

2.1. Nahodné vzorkovani

Aby bylo dosazeno Casové efektivity, je vhodné minimalizovat mnozstvi méfenych dat

a analyzovat, ktera data jsou esenciélni pro rekonstrukci signalu.

Jednou z moznosti je vynechat méfeni dat na konci ¢asové domény. Opodstatnéni
takového postupu je v tom, Ze tato data obsahuji kvili exponencionalnimu zaniku méné
signalu, zato vSak stale stejn¢ Sumu. Vétsi diskontinuita v asové doméné znamend ale

niZsi rozliseni (rovnice (1. 26) sekce 1.2.1).

Dalsi moznosti je méfeni nahodnych bodii z celé ¢asové domény. Nahodné vzorkovani
zachovava rozliSeni, nebot’ to je nejvice urceno koncovymi body casové domény.
Negativem tohoto postupu je nizsi citlivost, nebot’ nékteré body s vysokym obsahem

signalu na poc¢atku domény nejsou méfeny.

Mimo zcela ndhodné vzorkovani Ize usmérnit koncentraci ndhodné generovanych bodi
v ¢asové doméné pomoci schémat definovanych funkcemi, které znazornuji hustotu
bodli v zavislosti na Case. Dle literatury345 urcuje rizny vybér bodi Casové domény

podobu finalniho spektra.

2.2. Schématické vzorkovani
Tato kapitola rozebira vlastnosti konkrétnich schémat na zakladé statistiky ziskané

pocitacovou simulaci signalu. Bylo simulovano 100 spekter kazdého rozdéleni pii
hustotach 5%, 10%, 15%, 20%, 25%, 30%, 40%, 50%, 65%, 75%, 90%, 100%. Z téchto
dat byly ziskany obecné charakteristiky signélu (viz 1.1.4). V dalSich sekcich jsou

znazornény nekteré specialni piipady spekter.

Pro simulaci signalu byl pouZit program Octave (www.gnu.org/software/octave/). Bylo

naméteno 512 bodu signélu s rezonan¢ni frekvenci 350 Hz doprovazenym Gaussovsky

rozlozenym Sumem a konstantou zaniku R, = 1'26/512, ktera je zduvodnéna v sekci

1.2.4. Mé&feni probéhla za pouZiti Sesti ruznych schémat generovani nahodnych bodu,

které jsou vyjadieny funkcemi hustoty rozlozeni bodi.
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Uniformni rozdéleni:

g(®) =u(t) —u(t —1,26R;1) 2. 1)

Exponencialni rozdéleni:

g(@®) = {u(t) —u(t — 1,26R; 1)}e ket (2.2)

Gaussovské rozdeélenti:

R%¢t2
g(t) = fu(t) — u(t — 1,26R;1)}e 12 03
Cosinové ve druhé mocning:
t 2.4
g(t) = {u(t) —u(t —1,26R; 1)} cosz(ngt) 2.4)
Poissonovské:
g(@®) = {u(t) —u(t — 1,26R; 1)}~ (2.5)

tm

kde 1, = sin (%) = sin(P,(t)) al, = sin (NM

NAt

) = sin(®())

RozloZeni bodt dle funkci je dosazeno nasledujicim algoritmem. Casova doména
signalu je pfed méfenim rozdélena do n intervala (t;_q;t;), kde n je pocet mé&fenych
bodd a i znaéi i-ty interval. Krajni body téchto intervali jsou vazany rekurzivnim

vztahem

g®)dt =

i-1

. tmax (2. 6)
j‘fl J,m g (®)dt
. n
Do kazdeho z téchto intervald je nahodné generovan jeden bod. Na grafech 1 aZ 6 jsou

znazornéna konkrétni rozd¢leni bodl vytvorena na zakladé schémat (2. 1) az (2. 6) pfi

10 procentech hustoty.
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Graf 6: Poissonovské rozdéleni pro 1, = sin(ﬁ) a jeho spektrum

2.2.1.Zachovani rozliseni

Kazdé schéma je charakterizovano mnozstvim bodid, z néhoz je jeSt€ mozZno
rekonstruovat signal za piijatelného rozlieni spektra. Sitky signalt vech spekter pod
10 procent hustoty bodl prudce diverguji. Pti hustotach nad 20 procent zlstava rozliseni
Vv ptijatelnych mezich u vSech rozdéleni (graf 7). Déle je pozorovatelné, Ze nejlepSiho

rozliSeni je dosaZzeno pouZitim uniformni rozdéleni ¢i pfi hustotach nad 30 procent

poissonovského rozdéleni pro A4, =sin(%). Nejméné vhodnymi se z hlediska

ol e e,
rozliSeni jevi cosinové a poissonovské rozdéleni pro A; = sm(m), pricemz rozliSeni

cosinového rozdéleni je stabilnéjsi.
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Graf 7: Sitka testovaciho signalu v zavislosti na hustot& a schématu rozdéleni

2.2.2.Porovnani citlivosti
Na grafu 8 je vykreslen pomér signalu ku Sumu v zavislosti na pouzitém schématu a
hustoté bodu. Se zvySujici se densitou se zvysuje rozdil mezi jednotlivymi rozdélenimi,
zatimco od hustoty 90 procent konverguji vSechna schémata k totozné citlivosti,
protoze pii vysokych hustotach kvili velkému mnozstvi bodii nelze sestavit rozdé€leni,

které by odpovidalo funkcim (2. 2) az (2. 5).
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Graf 8: Pomér signalu ku Sumu v zavislosti na hustoté bodu

Pii vysokych hustotich bodl je optimalnim z hlediska citlivosti cosinové rozdéleni,
které klade velky diraz na pocate¢ni body, proto v porovnani s ostatnimi schématy

disponuje vysokou citlivosti v této oblasti hustot.
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Graf 9: Citlivost spekter pfi stfednich hodnotach hustoty bodi

Pro stiedni hustoty bodi je nejcitlivéj$im schématem Poissonovské (m/2) rozdéleni.
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Graf 10: Nizké hustoty a jejich pomér signalu ku Sumu v zavislosti na densité
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Pfi nizkych hustotach se zda byt z hlediska citlivosti nejvhodnéjsi Poissonovského
(m/2), jak se ale ukazuje v sekci 2.2.5, je vysoka citlivost kompenzovana velkou Sifkou

signalu.

2.2.3.Dva signaly
Pii urcité hustoté, ktera je charakteristicka pro kazdé schéma (sekce 2.2.1), za¢ne prudce
klesat rozliSeni. Tento jev Ize pozorovat na grafu, kdy dva signaly s 10% hustotou

vzorkovani a rozdilem frekvenci 6 Hz splyvaji v zavislosti na schématu.

10% hustota
60 T T T T T

T
Uniformni
Exponencialni
Gaussovské
Cosinové
Poissonovské ®=<0, 2>
Poissonovské ®=<0, >

50 ‘

Intenzita / a.u.

280 300 320 340 360 380 400 420
Frekvence / Hz

Graf 11: Simulace dvou blizko poloZenych signald za pouziti jednotlivych rozdéleni

Graf 11 ukazuje, Ze signaly poissonovského (m/2) a cosinového rozdéleni husoty
experimentalné méfenych dat nejsou rozeznatelné s dostateCnou piesnosti, zatimco
nejlepSi rozliSeni signalt poskytuji uniformni a Gaussovské. Tento vysledek je
v souladu se statistickymi vysledky ziskanymi v sekci 2.2.1. U nékterych schémat
s vysokou citlivosti se objevuji fale3né signaly, jako je tomu napfiklad na grafu 12.
Poissonovské (m) rozdéleni zde ma zdanlivé vysoké rozliSeni, nicméné vysoky obsah

Sumu zpisobil vznik faleSného signalu mezi dvéma zkoumanymi signaly.
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Graf 12: Dva signaly se vzdalenosti 10 Hz. Uprostied spektra Poissonovského () rozdéleni se nachazi
faleSny signal.

RozliSeni je urceno hustotou bodl. Pti nizkych hustotach se tak snizuje rozeznatelnost
vice signall, jak lze vidét napiiklad v piipadé¢ Poissonovského (m/2) rozloZeni

zobrazeného na grafu 12, jehoZ dva signély se liSi 0 5 Hz.
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Graf 13: Spektrum dvou signalt pii pouziti Poissonovského rozdéleni za rtiznych hustot bodi
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2.2.4.Rozlozeni Sumu
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Graf 14: Distribuce Sumu ve frekvenéni doméné v zavislosti na vzdalenosti od signalu

1600
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RozloZeni Sumu za pouZiti schémata distribuce ukazuje, Ze schémata disponuji
vlastnosti posunu artefaktd od signalu, atak vznika v jeho blizkosti oblast s nizkym
obsahem Sumu. Graf 14 ukazuje praimérné stiedni kvadratické hodnoty Sumu v pasmech
o Sifce 100 Hz v zavislosti na vzdalenosti od signélu. Dle océekavani je Sum pii
uniformnim rozlozeni experimentalné méfenych hodnot rovnomérné rozprostien po
celém spektru, u ostatnich schémat pozorujeme rtizné hladiny Sumu s riznou mirou
posunuti Sumu. K nejrazantnéjSimu posunu Sumu dochazi pfi pouziti cosinového
rozdéleni, naproti tomu nejmirnéji stoupa Sum u poissonovského schématu pro 1, =
Sin(ﬁ), které se v tomto ohledu blizi uniformnimu rozdéleni.

S vyssi hustotou bodua (graf 15) se posunuti Sumu propaguje méné razantné, protoze se

mén¢ projevuje odliSnost od uniformniho rozlozeni.
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Graf 15: RozloZeni Sumu pii vy$$i hustoté bodi
Diky posunu Sumu je dosazeno vysoké citlivosti v blizkosti signalu, nicméné pokud se
ve spektru nachéazi vice signall, miZe posunuty Sum znemoznit jejich detekci. Toto
negativum se v pripadé simulovaného signalu projevuje Vv zavislosti na rozdéleni bodu.

Naptiklad v piipad¢ spekter znazornénych na grafu 14 by rozdil frekvenci dvou signala

némel byt vyssi nez 200 Hz u neuniformnich rozd¢leni.
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2.2.5.Ukazatel kvality
V sekcich 2.2.1 a 2.2.2 bylo znazornéno, Ze charakteristikami kvality spektra je citlivost
i rozliSeni. Z tohoto davodu byl v této praci jako mira kvality spektra zvolen pomér

citlivosti a rozliseni, jak byly definovany v sekci 1.1.4. Potom je kvalita spektra dana

vztahem:
S
q= ﬂ 2.7)
L
Celkova kvalita
25 T T T T T T T T . 'I
Uniformni +—e—
Exponencialni —e—
Gaussovské —e—
Cosinové
20 Poissonovské ®=<0, /2> —e—i -
Poissonovské ®=<0, > —e—
15
E
g 10
2
5 -
0 -
_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Hustota (%)

Graf 16: Kvalita spektra v zavislosti na hustoté a rozdéleni
Kvalita spektra je ptfi vysokych hustotich déna pfevazné citlivosti, kterd doprovazi
jednotliva schémata, nebot, jak plyne ze sekce 2.2.1, je rozliSeni v této oblasti stabilni
pro vSechna schémata. Z grafu 16 proto plyne vyhodnost cosinového rozdéleni pti
vysokych hustotach bodd. Pfi¢inou je vysoka citlivost, kterou toto schéma disponuje,

jak je zminéno v sekci 2.2.2.
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Graf 17: Kvalita spekter pro stfedni hustoty bodu

Pro stiedni hustoty (20-30%) jsou uniformni a poissonovské (rr) optimalnimi schématy.
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Graf 18: Kvalita spekter pfi malych hustotach boda
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Pii hustotach nizsich nez 10 procent konverguje kvalita spekter prudce k nule (graf 18)
kvuli nizkému rozliseni zptisobeném nedostatkem bodu, jak 1ze pozorovat na grafu 7.
Pfijatelnymi schématy v této oblasti hustot mohou byt uniformni, gaussovské ¢i

exponencialni rozdéleni.
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7 v
Zaver
Tato prace dokazala, Ze je mozné rekonstruovat spektrum ze zlomku experimentalné
méfenych dat a zachovat pfitom rozliSeni srovnatelné s celistvymi daty. Pro spektra

rekonstruovana z malé hustoty bodu se jako podstatné pro posouzeni kvality projevilo

rozliSeni a bylo statisticky zachyceno.

Ziskané vysledky mohou slouzit pii vybéru vhodného schématu. VVolba schématu je
obecné zavisla na dirazu kladeném bud na rozliSeni, nebo citlivost. Pokud je
upiednostiiovana citlivost, je na misté¢ pouziti cosinového rozdéleni, naopak pro
rozliSeni je nejvhodnéj$i schéma suniformni hustotou méfenych dat. Pii analyze
rozlozeni Sumu se projevila dulezita vlastnost schémat s neuniformni hustotou
generovanych bodi, a to vznik pasma s nizkym obsahem Sumu v blizkém okoli signalu.
To muize ovlivnit volbu schématu pii aplikaci, nebot’ v n¢kterych ptipadech komplikuje

detekci vice signala.
Vzhledem ke kvalité, jak je definovana v této praci, se jako nejvhodné&jsi schéma jevi
cosinové pii vysokych hustotach, poissonovské pro 1, = sin(ﬁ) pfi hustotach 25-50

procent, nakonec pro hustoty pod 25% shledavame jako optimalni rozdéleni s uniformni

hustotou méfenych bodi.
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