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Autoři: Ondřej Ficker
Petr Langer
Robert Stárek
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Úvod

Statistika je výborným nástrojem všech věd, at’ už př́ırodńıch, nebo hu-

manitńıch. At’ už se rozhodneme pro studium jakékoli vysoké školy, je jisté, že

se s touto discipĺınou ve větš́ı či menš́ı mı́̌re setkáme. Vždy je potřeba źıskat

určitou představu o vlastnostech množiny daných objekt̊u. Může se přitom

jednat o elementárńı částice, jedince určitého živočǐsného druhu nebo třeba

anglická slova. Zkrátka všude, kde je nutné pracovat s velkými objemy dat, je

potřeba d́ıvat se na soubor objekt̊u jako na celek a zkoumat charakteristické

znaky, jejich vzájemné vztahy, popř́ıpadě objekty podle těchto znak̊u charak-

terizovat. A v posledńı době těchto možnost́ı uplatněńı statistiky rapidně

přibývá. Všechny tyto argumenty nás přesvědčily, abychom se použit́ı statis-

tiky věnovali i v naš́ı práci.

Jednou z velmi zaj́ımavých metod, které slouž́ı právě ke kategorizaci stati-

stických objekt̊u, je diskriminačńı analýza. Má sice už ted’ poměrne široké

spektrum využit́ı, ale stále v některých odvětv́ıch nenašla uplatněńı, a tak

nás zaj́ımalo, kde všude by se tato metoda ještě dala použ́ıt. Velmi slibná

je možnost uplatněńı diskriminačńı analýzy v medićıně, ovšem vzhledem

k ohromné složitosti a variabilitě lidského organismu je nutné diskriminačńı

analýzu správně interpretovat, aby byla v lékařské praxi využitelná. Jednoduchý

př́ıklad aplikace diskriminačńı analýzy v medićıně uvád́ıme v naš́ı práci. Daľśım

možným uplatněńım, které nás v souvislosti s diskriminačńı analýzou napadlo,

je uplatněńı v sociologii a marketingu. Tomuto perspektivńımu uplatněńı jsme

se věnujeme předevš́ım. S pomoćı lid́ı v našem okoĺı se nám podařilo sestavit

charakteristiku typického člověka, který (ne)použ́ıvá internetové služby typu

ICQ a nalézt rozhodovaćı kritérium pro zařazeńı nového objektu.

Samozřejmě, že bylo zapotřeb́ı k naš́ı práci nastudovat a pochopit řadu

matematických pojmů a metod. I to bylo naš́ı motivaćı - vždy je dobré naučit

se něco nového, zvlášt’ pokud se jedná o široce uplatnitelná fakta a metody.

Je obvyklé, že lidská zvědavost dokáže přinutit i lenochy, aby se začali pro-

kousávat mnohdy složitou literaturou, nejinak tomu bylo u nás. Doufáme, že
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nám naše bádáńı nejen rozš́ı̌ŕı znalosti i dovednosti v oboru matematiky, ale

že nám přinese i zaj́ımavé výsledky našich měřeńı.
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1 Základy maticové algebry

Abychom mohli efektivně pracovat s pojmy, zavedenými později v diskrim-

inačńı analýze, zmı́ńıme se na úvod o základńıch poznatćıch z maticové alge-

bry. Matic se využ́ıvá v matematice, fyzice a předevš́ım ve statistice pro práci

s velkými objemy dat,neboli rozsáhlými statistickými soubory. Matice, které

jsou v jistém smyslu zobecněńım reálného č́ısla, můžeme stejně jako běžná

č́ısla sč́ıtat či násobit jiným č́ıslem, násobeńı dvou matic se již ř́ıd́ı zvláštńımi

pravidly, [5],[3].

1.1 Základńı druhy matic

Definice 1 Necht’ jsou dána přirozená č́ıslam,n ∈ N a reálná č́ısla aij ∈ R, i =

1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Blokové schéma o m řádćıch a n sloupćıch nazveme

matićı o rozměrech m× n,

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

. . .
...

am1 an2 ... amn

 = (aij)
m,n
i,j=1.

Matice běžně znač́ıme velkými tučnými ṕısmeny. Reálné č́ıslo je z tohoto

pohledu matice o rozměrech 1×1. Vektor je matice o rozměrech n×1, budeme

tedy uvažovat vektory sloupcové. Pro naše účely je vhodné definovat nejprve

některé speciálńı typy matic.

Definice 2 Matici nazýváme čtvercovou matićı řádu n, je-li počet jej́ıch řádk̊u

m rovný počtu jejich sloupc̊u n. Matice A pak bude ve tvaru
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A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 ... ann

 .

Př́ıklad 1 Čtvercová matice řádu 3 může vypadat třeba takto:

I3 =


π −4 3

0 8 −6

−1
√

3 1

 .
Diagonálou čtvercové matice A pak nazveme n-tici reálných č́ısel a11, ..., ann.

Definice 3 Matici nazýváme jednotkovou matićı řádu n, je-li čtvercová řádu n

a má-li na hlavńı diagonále jedničky a na ostatńıch pozićıch nuly. Jednotkovou

matici znač́ıme In.

Př́ıklad 2 Čtvercová matice řádu 3 bude ve tvaru

I3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Definice 4 Matićı transponovanou k matici A = (aij)
m,n
i,j=1 nazveme matici

A′ = (aji)
n,m
j,i=1.

Transpozici matice provedeme záměnou dolńıch index̊u prvk̊u matice.

Prvek z i-tého řádku a j-tého sloupce tedy přesuneme do j-tého řádku a i-tého

sloupce, vlastně tak zaměńıme řádky a sloupce matice A.
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Př́ıklad 3 Pro matici A o rozměrech 2× 3, která je zadána:

A =


1
√

2

3 −2

0 6


po transpozici obdrž́ıme

A′ =

 1 3 0√
2 −2 6

 .

Definice 5 Permutaćı č́ıselné množiny A = {1, 2, ..., n} rozumı́me zobrazeńı

prvk̊u této množiny na sebe, tedy když každému jej́ımu prvku přǐrad́ıme opět

prvek množiny A tak, že každý z nich bude přǐrazen právě jednou. Permutaci

zapisujeme jako dvouřádkové schéma, 1 2 3 ... n

i1 i2 i3 ... in

 ,

které znač́ı přǐrazeńı 1→ i1, 2→ i2, . . . , n→ in, kde 1 ≤ ij ≤ n,

j = 1, ..., n [5].

Př́ıklad 4 Permutace P množiny A = {1, 2, 3, 4} je

P =

 1 2 3 4

3 1 4 2

 .

Definice 6 Ř́ıkáme, že ij, ik, kde 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n a j 6= k, stoj́ı v

inverzi, jestliže plat́ı ij ≤ ik a přitom j > k. Č́ıslo sgn(P ) = (−1)p, kde p je

počet inverźı v permutaci P , pak nazýváme znaménko permutace.

5



Př́ıklad 5 Známenko permutace P uvedené v př́ıkladu 4 je

sgn(P ) = (−1)3 = −1,

protože v této permutaci tvoř́ı inverze právě dvojice prvk̊u 3, 1; 3, 2; 4, 2.

Definice 7 Necht’ A = (ai,j)
n,n
ij=1 je čtvercová matice řádu n. Potom č́ıslo

det(A) =
∑

p sgn(P )a1p(1)...anp(n), kde součet prob́ıhá přes všechny permutace

množiny {1, 2, ..., n}, nazýváme determinantem matice A. Determinant matice

A znač́ıme též |A| [5].

Determinant čtvercové matice A vypočteme ve speciálńıch př́ıpadech n = 2

a n = 3 snadno, pomoćı tzv. Cramerova pravidla. K výpočtu determinant̊u

matic vyšš́ıch řád̊u je už́ıvána výpočetńı technika.

Přitom plat́ı:

pro n = 2 ∣∣∣∣∣∣ a11 a21

a12 a22

∣∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

pro n = 3∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 (1)

−(a13a22a31 + a12a21a33 + a11a23a32). (2)

Definice 8 Čtvercovou matici nazýváme regulárńı, jestliže jej́ı determinant

je r̊uzný od nuly, jinak ji nazýváme singulárńı. Pokud je matice regulárńı, je

možné spoč́ıtat k ńı inverzńı matici.
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1.2 Početńı operace s maticemi

Sč́ıtáńı dvou matic

Definice 9 Mějme matice A, B o stejných rozměrech, potom jejich součtem

nazveme matici A+B, jej́ıž prvky jsou rovny součtu prvk̊u matic A,B na od-

pov́ıdaj́ıćıch si pozićıch, tedy pro matice

A = (aij)
m,n
i,j=1 B = (bij)

m,n
i,j=1

plat́ı

Aij + Bij = (aij + bij)
/
i,jm,n.

Pro sč́ıtáńı matic plat́ı zákon komutativńı a zákon asociativńı, tj. pro vhodně

zvolené matice A,B,C máme

A + B = B + A.

(A + B) + C = A + (B + C)

Př́ıklad 6 Situaci si objasńıme pro matice A a B o rozměrech 3× 2,

A =


−3 4

6 0√
5 −2

 ,

B =


π −2

3 −1

1 6

 ;

pak bude součet těcho matic vypadat takto:

A + B =


−3 4

6 0√
5 −2

+


π −2

3 −1

1 6

 =


−3 + π 2

9 −1

1 +
√

5 4

 .
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Násobeńı matice skalárem

Definice 10 Necht’ je dána matice A = (aij)
m,n
i,j=1a reálné č́ıslo c, potom c-

násobkem maticeA nazveme matici cA pro jej́ıž prvky plat́ı cA = (c · aij)
m,n
i,j=1

Násobeńı matice č́ıslem (skalárem),tedy provád́ıme vynásobeńım všech prvk̊u

matice t́ımto č́ıslem. Pro násobeńı matice skalárem (nebo v́ıce skaláry) plat́ı

zákon komutativńı i asociativńı, tedy

c (A + B) = cA + cB

(c+ d) A = cA + dA

(cd) A = c (dA)

1A = A.

Př́ıklad 7 Násobeńım matice

A =


2 −4

−6 8

−10 12


č́ıslem c = 2 dostaneme:

cA = 2 ·


2 −4

−6 8

−10 12

 =


4 −8

−12 16

−20 24



Násobeńı dvou matic

Definice 11 Necht’ je dána matice A = (aij)
m,n
i,j=1 o rozměrech m× n a matice

B = (bjk)n,p
j,k=1 o rozměrech n×p. Potom součinem matic A,B (v tomto pořad́ı)

nazveme C = AB = (cik)m,p
i,k=1, kde

cik =
n∑

j=1

aijbjk.
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Z definice vyplývá, že abychom mohli násobit dvě matice mezi sebou, muśı mı́t

prvńı z nich stejný počet sloupc̊u, jako má druhá matice řádk̊u. Násobeńı matic

je asociativńı, ale neńı komutativńı, tj. obecně neplat́ı rovnost AB = BA.

Vlastně se jedná o skalárńı součin vektoru př́ıslušného řádku prvńı matice

s vektorem sloupce druhé matice. Tento výsledek se pak zaṕı̌se na pozici ve

výsledné matici C, jej́ıž index odpov́ıdá č́ıslu řádku prvńı matice a č́ıslu sloupce

druhé matice.

Př́ıklad 8 Násobeńım matice A o rozměrech 2×3 matićı B o rozměrech 3×4

A =

 2 −1 0

3 1 4

 ,

B =


2 4 −1 −7

6 8 3 −3

0 2 5 0


dostaneme matici

C =

 2 −1 0

3 1 4

 ·


2 4 −1 −7

6 8 3 −3

0 2 5 0

 =

 −2 0 −5 11

12 28 20 −24

 .

Přitom v tomto př́ıpadě součin BA neexistuje, protože počet sloupc̊u matice

B je roven čtyřem a matice A má pouze dva řádky.

Definice 12 Pro inverzńı matici k regulárńı čtvercové matici A řádu n, kterou

znač́ıme A−1, plat́ı, že když ji vynásob́ıme p̊uvodńı regulárńı matićı, dostaneme

jednotkovou matici daného řádu, tedy

A−1A = A ·A−1 = In.
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Výpočet inverzńı matice provád́ıme pomoćı Gaussovy eliminačńı metody.

Na levou stranu soustavy umı́st́ıme p̊uvodńı matici, na pravou stranu př́ıslušnou

jednotkovou matici [5]. Upravujeme (pomoćı povolených úprav - tzn. sč́ıtáńı

řádk̊u, násobeńı řádk̊u č́ıslem a záměny pozic řádk̊u) dokud nedostaneme

nalevo jednotkovou matici a napravo inverzńı matici, symbolicky

(A|In) ∼ (In|A−1).

2 Úvod do popisné statistiky

Popisná statistika poskytuje č́ıselné i jiné údaje (např. grafické) o hromadných

jevech ve všech oblastech společnosti. My se budeme soustředit zejména na

pojmy, které budou d̊uležité pro samotnou diskriminačńı analýzu. Výchoźım

pojmem popisné statistiky je statistický soubor, tedy definovaná množina stati-

stických jednotek. Statistický soubor může být určen seznamem svých prvk̊u

(jednotek, např. osoby) nebo může být definován nějakým pravidlem, které

slouž́ı k selekci těchto prvk̊u. U každé statistické jednotky měř́ıme hodnotu

nějákého statistického znaku X, nebo v́ıce takových statistických znak̊u, př́ıkla-

dem může být výška osob v cm a jejich váha v kg. Č́ıselné chrakteristiky stati-

stického znaku X budeme rozdělovat na dva typy - charakteristiky polohy a

charakteristiky proměnlivosti (variability),[2].

Definice 13 Základńı charakteristikou polohy je mimo jiné aritmetický

pr̊uměr souboru hodnot x1, ..., xn statistického znaku X, který definujeme jako

x =
1

n

n∑
i=1

xi.

Poznamenejme ovšem, že aritmetický pr̊uměr lze charakterizovat jako č́ıslo,

kolem kterého se hodnoty statistického znaku nejv́ıce pohybuj́ı. Aritmetický

pr̊uměr je velmi citlivý na př́ıtomnost odlehlých hodnot v souboru. Př́ıkladem

je situace, kdy nám jedna pětka zkaźı jinak pěkný pr̊uměr známek.
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Definice 14 Proměnlivost charakterizuje rozptyl statistického znaku X, který

vyjadřuje variabilitu hodnot statistického znaku kolem aritmetického pr̊uměru.

Nazveme j́ım č́ıslo

s2
X =

1

n

n∑
i=1

(x1 − x)2.

Řekněme si něco o geometrické interpretaci rozptylu. Z tohoto pohledu je

rozptyl roven aritmetickému pr̊uměru obsah̊u čtverc̊u o stranách xi − x̄ , kde

i = 1, ..., n. Muśıme být obezřetńı při poč́ıtáńı rozptylu z dat, které obsahuj́ı

i odlehlé hodnoty (značně vzdálené od aritmetického pr̊uměru), protože nám

tyto mohou rozptyl neúměrně zvýšit.

Definice 15 Z hlediska interpretace je někdy mı́sto rozptylu výhodné použ́ıvat

jeho druhou odmocninu, která se nazývá směrodatná odchylka, tedy

sX =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2.

Pro dvojici statistických znak̊u X a Y zavád́ıme nav́ıc daľśı charakteristiku -

tzv. kovarianci, která vyjadřuje lineárńı vztah mezi znaky X a Y.

Definice 16 Kovarianćı dvou statistických znak̊u X a Y nazýváme č́ıslo sXY ,

sXY =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y).

Poznamenejme, že pro vyjádřeńı vztah̊u mezi statistickými znaky se často

použ́ıvá také bezrozměrná obdoba kovariance, tzv. korelačńı koeficient znak̊u

X a Y, který je definován jako

rXY =
sXY√
s2

Xs
2
Y

=
sXY

sXsY

.

Korelačńım koeficientem se však nebudeme bĺıže zabývat.
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Jak kovariance, tak korelačńı koeficient jsou ze své definice symetrické, tzn.

nezálež́ı na tom, zda poč́ıtáme kovarianci mezi X a Y, nebo Y a X, tedy

sXY = sY X Pro statistické znaky X a Y se čtveřice s2
X , s

2
Y , sXY , sY X často

souhrnně nazývá kovariančńı struktura znak̊u X a Y.

Variančńı matice

Pro p-tici statistických znak̊u X1, · · · , Xp, kde p ≥ 2, zapisujeme jejich kovar-

iančńı strukturu souhrnně pomoćı tzv. variančńı matice.

Definice 17 Variančńı matićı statistických znak̊u X1, · · · , Xp, uspořádaných

do vektoru X = (X1, ...Xp)′, nazýváme čtvercovou matici jejich rozptyl̊u a

kovarianćı, tj. matici ve tvaru

SX =


s2
1 s12 · · · s1p

s21 s2
2 · · · s2p

...
...

. . .
...

sp1 sp2 · · · s2
p

 .

Pokud budeme v daľśım textu uvažovat v́ıce než dva statistické znaky, mı́sto

X a Y je budeme vždy označovat X1, X2, · · · , Xn a u jejich č́ıselných charak-

teristik budeme uvádět pouze př́ıslušný dolńı index.

Na jednoduché sitauci si ukážeme výpočet jednotlivých č́ıselných charak-

teristik pro dva statistické znaky X a Y a sestav́ıme variančńı matici.

Př́ıklad 9 Necht’ X je výška studenta v centimetrech a Y vyjadřuje jeho

váhu v kilogramech. Měřeńım byly obdrženy tyto hodnoty:

znak X 165 173 190 181

znak Y 55 78 87 81

Nejprve vypoč́ıtáme aritmetický pr̊uměr pro znak X,

x =
1

n

n∑
i=1

xi

12



x =
1

4
(165 + 173 + 190 + 181) = 177,25;

poté zcela analogicky pro znak Y ,

y =
1

4
(55 + 78 + 87 + 81) = 75,25.

Obdrž́ıme vektor pr̊uměr̊u,  177,25

75,25

 .
Dále spoč́ıtáme rozptyly

s2
X =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2, s2
Y =

1

n

n∑
i=1

(y1 − y)2,

s2
X = 114,92, s2

Y = 196,25,

a nakonec kovariance

sXY =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y) = 135,92.

Výsledná variančńı matice S(X,Y )′ pak bude ve tvaru

S(X,Y )′ =

 114, 62 135, 92

135, 92 196, 25

 .

3 Diskriminačńı analýza

Uvažujme nyńı situaci, kdy máme dáno k r̊uzných skupin nějakých objekt̊u,

kde k ≥ 2. Pod těmito skupinami a objekty rozumı́me např́ıklad pacienty,

roztř́ıděné dle závažnosti jejich onemocněńı. Každý objekt je charakterizován

p-tićı hodnot x = (x1, ..., xp)′, tedy realizaćı statistických znak̊u X1, ..., Xp.

Předpokládáme, že na základě nějaké dř́ıvěǰśı zkušenosti o rozděleńı objekt̊u

do tř́ıd jsme pro jednotlivé tř́ıdy určili vektory pr̊uměr̊u x̄i a variančńı ma-

tice Si, i = 1, . . . , k. Potom je zkoumán objekt, o němž neńı známo, do které
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skupiny patř́ı, ale přitom v́ıme, že do jedné z nich patřit muśı. Lze pouze zjistit

hodnoty statistických znak̊u X1, ..., Xp, které mu odpov́ıdaj́ı. Na základě těchto

zjǐstěných hodnot se má rozhodnout, do které z k skupin zadaný objekt patř́ı.

V naš́ı situaci tedy p̊ujde o to odhadnout, jaký pr̊uběh bude mı́t onemocněńı

nově př́ıchoźıho pacienta.

Původńı motivaćı pro vznik diskriminačńı analýzy byly problémy z oblasti

antropologie [1]. Při vykopávkách mohli antropologové podle nalezených před-

mět̊u určit, ke kterému stadiu vývoje pravěkého člověka patř́ı nalezené kostry.

Tyto kostry mohli také podrobně proměřit a zaznamenat délky r̊uzných kost́ı

či úhly, které kosti sv́ıraly. Jestliže na jiném mı́stě byla nalezena daľśı kostra

bez identifikačńıch předmět̊u, vznikl problém, ke kterému vývojovému stadiu

ji zařadit jen na základě jej́ıch charakteristik. V současné době se však s a-

plikacemi diskriminačńı analýzy setkáváme v nejr̊uzněǰśıch vědńıch oborech.

3.1 Formulace problému

Vrat’me se ovšem nyńı k p̊uvodńı formulaci problému. Rozhodováńı muśıme

založit na realizaci vektoru statistických znak̊u X = (X1, . . . , Xp), která nabývá

hodnot z množiny všech p-rozměrných vektor̊u, kterou označ́ıme Rp. Tedy

v Rp zvoĺıme k podmnožin A1, . . . , Ak, které se nepřekrývaj́ı a jejichž sjedno-

ceńı dává celý prostor Rp. Stručně ř́ıkáme, že tyto množiny tvoř́ı rozklad Rp a

z našeho pohledu vlastně tvoř́ı množiny hodnot pro jednotlivé skupiny.

Je třeba navrhnout takový rozklad, aby rozhodnut́ı bylo optimálńı, tzn.

aby pravděpodobnost zařazeńı do chybné skupiny byla co nejmenš́ı. Úvahy

o tomto optimálńım rozkladu ovšem hluboko překračuj́ı naše matematické

znalosti, přičemž se oṕıraj́ı o pojmy z teorie pravděpodobnosti, mimo jiné

o tzv. mnohorozměrné normálńı rozděleńı pravděpodobnosti. Proto se nyńı

zaměř́ıme až na konkrétńı rozhodovaćı pravidlo, [1].

Princip je následuj́ıćı. Označme si Dj tzv. diskriminačńı skóre pro j-tou

skupinu, j = 1, . . . , k. Potom objekt charakterizovaný vektorem x zařad́ıme do

j-té skupiny, jestliže č́ıslo Dj > Di, kde j 6= i. V praxi tedy postupujeme tak,

že pro vektor x vypočteme hodnoty D1, . . . , Dk a poté objekt zařad́ıme do té
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skupiny, která odpov́ıdá největš́ı z těchto hodnot.

Problémem je určit, s jakou pravděpodobnost́ı πj patř́ı objekt do j-té

skupiny. Většinou se tato pravděpodobnost voĺı jako pod́ıl objekt̊u, které byly

do této skupiny zařazeny na základě dř́ıvěǰśı zkušenosti. Dále, jestliže je

o některých objektech předem známo, do kterých skupin patř́ı, provede se pro

ně výpočet hodnot Dj a zjist́ı se, kam by který z nich byl zařazen. Źıská

se tak alespoň hrubá představa o účinnosti diskriminačńı metody, týkaj́ıćı

se správného zařazeńı objekt̊u do skupin, tedy o pod́ılu správně zařazených

objekt̊u a celkového počtu zkoumaných objekt̊u. Tuto charakteristiku pak

vezmeme v úvahu při zařazováńı objekt̊u, u kterých už neńı předem známo,

do jaké skupiny patř́ı.

3.2 Výpočet diskriminačńıho skóre

Nyńı si uvedeme kompletńı vzorec pro výpočet diskriminačńıho skóre.

V našem př́ıpadě se jedná o tzv. kvadratickou diskriminaci, protože každá

ze skupin je charakterizována př́ıslušnou variančńı matićı Sj. U tzv. lineárńı

diskriminace, která se též někdy už́ıvá, jsou všechny skupiny charakterizovány

stejnou variančńı matićı a lǐśı se tedy pouze vektory pr̊uměr̊u statistických

znak̊u xj, j = 1, . . . , k. Kvadratická diskriminace je proto výrazně přesněǰśı

metodou a v́ıce odráž́ı reálnou situaci. Pro diskriminačńı skóre Dj j-té skupiny

tedy plat́ı

Dj = −1

2
ln |Sj| −

1

2
(x− xj)

′ S−1
j (x− xj) + ln πj,

kde Sj je př́ıslušná variančńı matice daných statistických znak̊u a πj je pravdě-

podobnost, že objekt bude zařazen do dané skupiny. Objekt x pak zařad́ıme

do skupiny, pro kterou je Dj největš́ı.

Př́ıklad 10 [1] Uved’me situaci, kdy do nemocnice přicházej́ı pacienti s vážnou

chorobou ihned po jej́ım vypuknut́ı. Podle daľśıho pr̊uběhu choroby lze pa-

cienty rozdělit do tř́ı skupin:
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1. Pacienti, kteř́ı na tuto chorobu zemřeli do deseti dn̊u.

2. Pacienti, kteř́ı na tuto chorobu umřeli po deseti dnech, nebo z̊ustali s

trvalými následky.

3. Pacienti, kteř́ı se zcela vyléčili.

Po přijet́ı pacienta lze jeho stav charakterizovat na základě anamnézy stati-

stickým znakem X1 a na základě předběžného lékařského vyšetřeńı veličinou

X2. Až dosud bylo přijato 400 pacient̊u.

j-tá skupina 1 2 3

Počet pacient̊u 50 50 300

Vektor pr̊uměr̊u xj (5; 5)′ (4; 8)′ (6; 9)′

Variančńı matice Sj

 3 1

1 2

  1 1

1 2

  2 −1

−1 2


Nově přijatý pacient je charakterizován hodnotami (5; 7)′. Je třeba již na

základě těchto údaj̊u rozhodnout do které ze tř́ı skupin nejsṕı̌se patř́ı. Máme

π1 =
50

400
=

5

8
, π2 =

50

400
=

1

8
, π3 −

300

400
=

3

4
.

Spoč́ıtáme determinant variančńı matice Sj pro prvńı skupinu,

|S1| = 3 · 2− 1 · 1 = 6− 1 = 5.

Dále spoč́ıtáme inverzńı matici k v S1. U čtvercové matice řádu 2 stač́ı zaměnit

prvky na hlavńı diagonále, zaměnit znaménka nediagonálńıch prvk̊u a výslednou

matici pak vydělit determinntem p̊uvodńı matice. Takto obdrž́ıme

 3 1

1 2

−1

=
1

5

 2 −1

−1 3

 =

 2
5
−1

5

−1
5

3
5

 .
Nyńı stač́ı jen dosadit do př́ıslušného vzorce,
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D1 = −1

2
ln 5− 1

2
· (2 0) ·

 2
5
−1

5

−1
5

3
5

 ·
 2

0

+ ln
5

8
(3)

= ln 5− 1

2
· 8

5
+ ln

5

8
= −4,08 (4)

Dále analogicky též pro ostatńı skupiny, dohromady tedy

D1 = −4,08 D2 = −4,58 D3 = −3,17.

Protože D3 je maximálńı, budeme poč́ıtat s t́ım, že nový pacient nejsṕı̌se patř́ı

do třet́ı skupiny.

4 Statistický software R

Pro výpočty, nutné pro diskriminačńı analýzu, jsme využili prostřed́ı stati-

stického programu R. Je to software určený k manipulaci s daty, výpočt̊um

a grafickému zobrazeńı dat. Je ideálńı pro práci s vektory a maticemi, pod-

poruje např́ıklad př́ıkazy pro výpočet inverzńı nebo variančńı matice a nab́ıźı

přehledné indexováńı prvk̊u matic. Tento program je založen na rozvinutém

programovaćım jazyku S. Sám software je také napsán v tomto jazyce, což

umožňuje jeho snadněǰśı pochopeńı a použ́ıváńı. Program je distribuován pod

GNU licenćı, což znamená že je zdarma ke stáhnut́ı, dále je velmi snadno

rozš́ı̌ritelný pomoćı baĺıčk̊u(knihoven), které si můžeme taktéž stáhnout. Baĺıč-

ky mohou upravit R pro použit́ı např́ıklad ve statistické genetice, optimalizaci,

ekonomii a tak podobně. Dále je možné volat R z Fortranu, C nebo z C++.

[6]

Neńı nutné pro výpočet psát skripty, a tud́ıž mı́t větš́ı povědomı́ o pro-

gramováńı, stač́ı napsat požadovaný př́ıkaz př́ımo do konzole R. Tento soft-

ware je multiplatformńı (MS Windows, Linux, MacOS), což vylučuje př́ıpadné

problémy uživatel̊u alternativńıch operačńıch systémů.
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Př́ıkazy

Nebudeme se zabývat kompletńı dokumentaćı všech př́ıkaz̊u pro R, pouze

si vysvětĺıme takové z nich, které jsme použili při zpracováváńı dat. Dı́ky

knihovně MASS provede program diskriminačńı analýzu po načteńı souboru

se zdrojovou tabulkou dat (nejlépe ve formátu .txt), v této tabulce sloupce

představuj́ı statistické znaky a řádky objekty.

setwd() Př́ıkaz změńı pracovńı adresář R na zadaný

adresář v argumentu.

např. setwd("C:/projekty/data/")

a=b Výrazu nalevo je přǐrazena hodnota výrazu napravo

např. pi=3.1415

scan() Funkce k nač́ıtáńı dat ze souboru do vektoru,

v parametru je uveden název souboru;

např. data = scan("data.txt")

matrix() Funkce konvertuje zadaná data do datového typu

matice.

Parametr ncol udává, do kolika sloupc̊u se maj́ı

data nač́ıst, byterow určuje, zda-li se data budou

nač́ıtat po řádćıch, nebo po sloupćıch.

např. matice = matrix(data,ncol=6,byterow=TRUE)

c() Vytvář́ı z prvk̊u, zadaných v argumentu, vektor;

např. prvocisla=c(1,2,3,5,7,11,13)

colnames() Nastav́ı jména sloupc̊u na názvy, předané argumentem;

např. pro matici skola o třech sloupćıch obdrž́ıme

colnames(skola)=c("1.A","1.B","1.C")

as.data.frame() Funkce konvertuje matici, danou v argumentu,

do datového typu data frame, který je nutný pro daľśı

zpracováńı pomoćı diskriminačńı analýzy.

např. data = as.data.frame(matice)
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library() Načte knihovnu, uvedenou v argumentu.

V našem př́ıpadě library(MASS), která obsahuje přı́kazy

pro diskriminačńı analýzu.

qda() Tento př́ıkaz vypoč́ıtá diskriminačńı funkci,

pomoćı které pak děĺıme do skupin.

Parametr před tečkou určuje výchoźı data, parametr za tečkou

určuje skupiny, do kterých budeme zařazovat.

např. disc=qda(matice[,5] .,matice[,-5])

predict() Funkce provede samotnou diskriminaci, zařad́ı objekt do

skupiny. jako prvńı argument zvoĺıme diskriminačńı funkci,

ze které budeme vycházet, jako druhý argument zadáme

objekty, pro které zjǐst’ujeme skupinovou př́ıslušnost.

např. predict(disc,matice[,-6])$class

5 Aplikace diskriminačńı analýzy

v internetovém marketingu

Diskriminačńı analýza nacháźı uplatněńı v mnoha oborech lidské činnosti. Tuto

metodu lze využ́ıt v rozmanitých vědeckých oborech, např́ıklad v medićıně (viz

výše uvedený př́ıklad rozděleńı pacient̊u do skupin podle závažnosti onemocně-

ńı), fyzice (určováńı typu částice podle jej́ı trajektorie v homogenńım magnet-

ickém poli), či analytické chemii. Velkým př́ınosem je diskriminačńı analýza

rovněž v kriminalistice, ale v neposledńı řadě také v sociologických výzkumech

a marketingu. Podle několika demografických údaj̊u je možné např́ıklad určit,

je-li člověk uživatelem nějáké služby nebo spotřebitelem konkrétńıho typu

výrobku. Reklamńı agentury poté mohou upravit reklamńı kampaň daného

výrobku, tak aby co nejv́ıce ovlivnila ćılovou skupinu. Rozhodli jsme se uvést

př́ıklad právě tohoto typu uplatněńı diskriminačńı analýzy.

V současné době docháźı k rychlému rozvoji tzv. instant messaging služeb,

tedy poč́ıtačových programů pro internetovou komunikaci v reálném čase.
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Mezi tyto poč́ıtačové aplikace patř́ı např́ıklad v České republice velmi obĺıbené

ICQ, dále pak Skype, Jabber, Windows live messenger (dř́ıve pod názvem

MSN) a jiné. Tyto programy obvykle umožňuj́ı jak textovou komunikaci, tak

internetové voláńı a pośıláńı soubor̊u. Na platformách mnohých z nich vznikaj́ı

i r̊uzné jednoduché herńı aplikace. Mnoho lid́ı věnuje využ́ıváńı těchto aplikaćı

značnou část svěho volného času. Položili jsme si ale otázku jak silně ovlivňuj́ı

některé faktory to, zda člověk těchto služeb využ́ıvá, či nikoli.

Vybrali jsme pět podle nás nejd̊uležitěǰśıch faktor̊u. Prvńım z nich je pohlav́ı,

obecně známým faktem je, že internet využ́ıvaj́ı v́ıce muži než ženy, ovšem to se

v posledńı době měńı a je zaj́ımavé sledovat jak výrazně se to projev́ı v už́ıváńı

instant messaging (i.m.) aplikaćı. Jako druhý směrodatný faktor jsme vybrali

věk, který je asi nejd̊uležitěǰśım hlediskem, mladš́ı generace by bez Internetu

nebyla sama sebou, a proto je pravděpodobné, že drtivá většina teenager̊u

bude i.m. služeb využ́ıvat, ale můžeme být překvapeni. Třet́ım statistickým

znakem je celkový počet let vzděláńı (základńı a středńı škola, popř. vysoké

nebo vyšš́ı odborné školy). Vzdělanost člověka má vliv na jeho zájem o nové

technologie, mj. tedy i na jeho poč́ıtačovou gramotnost, je proto esenciálńım

faktorem tohoto výzkumu. Dále je možnost připojeńı k internetu a také mı́ra

socializace člověka ovlivněna velikost́ı śıdla, ve kterém žije.

U mladš́ı generace se již rozd́ıly mezi městským a venkovským obyvatelstvem

st́ıraj́ı, ale u starš́ıch lid́ı najdeme poměrně znatelné rozd́ıly ve zp̊usobu života.

Posledńım, velmi konkrétńım faktorem, je počet hodin týdně strávených

na internetu. U lid́ı, kteř́ı internet denně využ́ıvaj́ı k práci či k zábavě, je

velká pravděpodobnost, že internet začnou využ́ıvat i ke komunikaci s přáteli

prostřednictv́ım zmı́něných programů.

Do dotazńıku jsme zahrnuli i př́ımou otázku, zda lidé už́ıvaj́ı výše zmı́něných

služeb, abychom mohli vytvořit diskriminačńı funkci a určit účinnost diskri-

minačńı analýzy. Neč́ıselným faktor̊um jsme přidělili logické hodnoty 0 a 1 a

velikost śıdla jsme převedli na tiśıce obyvatel.

Ke sběru dat jsme použili metodu náhodného výběru, ale snažili jsme se

zároveň postihnout reprezentativńı vzorek populace. Protože je ochota při
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vylňováńı dotazńık̊u obvykle malá, podrobili jsme pr̊uzkumu předevš́ım naše

př́ıbuzné a přátele. Např́ıklad jsme nechali kolovat dotazńık po naš́ı tř́ıdě, kde

nikdo neměl problém odpovědět nám na výše uvedené dotazy. Všichni byli

velice ochotńı, ale bohužel, pokud by byl vzorek složen pouze ze student̊u

gymnázia, nebyl by dostatečně reprezentativńı. Potřebovali jsme r̊uznorodou

skupinu lid́ı, ale kde takovou sehnat. A pak přǐsel nápad - na fotbale. Fot-

balov́ı fanoušci jsou vskutku maĺı i velćı a i v ostatńıch parametrech se mohou

navzájem lǐsit, tak se Petr, mimochodem také velký fanoušek, vydal na utkáńı

klub̊u Sigma-Kladno. Fandové byli ochotńı a źıskali jsme tak r̊uznorodý vzorek

populace.

Kompletńı data zde bohužel vzhledem k rozsahu práce neuvád́ıme (kompletńı

tabulku dat předvedeme na prezentaci), zde je jen ukázka:

Pohlav́ı Věk Počet let vzděláńı Internet Velikost śıdla Použ́ıvám IM

muž 19 12 30 100 ano

muž 18 12 10 4.5 ano

muž 37 13 3 1.5 ano

žena 17 12 30 0.3 ano

žena 18 12 30 0.8 ano

muž 18 12 30 5.0 ano

muž 23 18 35 1000 ano

žena 18 12 25 100 ano

žena 50 13 4 100 ne

žena 40 13 2 100 ne

žena 18 12 1 10 ne

muž 84 20 0 30 ne

muž 78 15 1 0.5 ne

žena 74 13 1 0.5 ne

muž 49 19 2 1 ne

Pokud se letmo pod́ıváme na data, zdá se, že jediným dominantńım faktorem,

ovlivňuj́ıćım použ́ıváńı výše zmı́něných služeb, je věk, proto jsme jej zkusmo
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vyloučili ze zdrojových dat, a ukázalo se, že diskriminačńı analýza je úspěšná i

bez něj. Je to zp̊usobeno velmi vysokou korelaćı mezi počtem hodin strávených

na internetu a použ́ıváńım i.m. služeb. Potvrdil se tedy náš předpoklad, že lidé,

kteř́ı se často bav́ı na internetu, se zde budou bavit i s přáteli. Počet let vzděláńı

diskriminaci zřejmě výrazně neovlivňuje, pouze u mladš́ıch lid́ı by mohl hrát

roli. Role velikosti śıdla je také menš́ı, ovšem ukazuje se, že i v dnešńı době

Internet v́ıce využ́ıvá urbanizovaná populace.

Nyńı si ukážeme jaký je postup v softwaru R pro zařazeńı nově př́ıchoźıho

objektu respondenta. Jeho charakteristiky zaṕı̌seme do datové tabulky jako

prvńı v pořad́ı, dále spust́ıme program R a bud’ ze skriptu, nebo ručně zadáváme

př́ıkazy do konzole.

Načteme si knihovnu MASS.

library(MASS)

Poté nastav́ıme adresář, ve kterém máme data.

setwd("D:/SOC/")

Tato data načteme do šesti sloupc̊u.

x=matrix(scan("dataDA.txt"),ncol=6,byrow=T)

Pro lepš́ı orientaci nastav́ıme jména jednotlivých sloupc̊u.

colnames(x)=c("Pohlavi","Věk","Vzdělánı́","Hodiny na internetu","Velikost

sidla","Použı́vá i.m.")

Data konvertujeme do typu data frame

x=as.data.frame(x)

Vypoč́ıtáme diskriminačńı funkci, kĺıčová hodnota bude v šestém sloupci, do

výpočtu nezahrneme nově př́ıchoźıho respondenta, který je na prvńı pozici v

seznamu.
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disc=qda(x[-1,6] .,x[,-6])

Nakonec zjist́ıme skupinovou př́ıslušnost funkćı predict.

predict(disc,x[1,-6])$class

S pomoćı těchto př́ıkaz̊u jsme určili typického uživatele instant messaging pro-

gramů a jeho protiklad.

Už́ıvatel IM Pohlav́ı Věk Počet let vzděláńı Internet Velikost śıdla

ne sṕı̌se muž 48 14 3 67

ano muž/žena 22 13 15 44

Pravděpodobnost zařazeńı nově př́ıchoźıho jedince do skupiny lid́ı, kteř́ı nepou-

ž́ıvaj́ı IM, je pro tento vzorek dat 0,5125. Naopak pravděpodobnost zařazeńı

mezi uživatele programů bleskové komunikace je 0,4875.

Pravděpodovnost správného zařazeńı nového objektu do jedné ze skupin byla v

tomto př́ıpadě 0,85. Diskriminačńı analýza se tedy ukázala vhodnou metodou

i pro tuto netradičńı aplikaci.

Během práce na této aplikaci nás napadly daľśı možnosti užit́ı diskriminačńı

analýzy na internetu. Např́ıklad když se správci informačńı server̊u měst či

obćı rozhoduj́ı, zda umı́stit na své stránky informace určitého typu (např́ıklad

vztahuj́ıćı se pouze k určité čtvrti), ovšem nechtěj́ı jimi zatěžovat všechny

jejich uživatele, mohou dle zájmů, věku či adresy registrovaných uživatel̊u

rozhodnout, zda uživatele tyto informace budou zaj́ımat či nikoli. Takové

”výběrové”informace nebo třeba multimediálńı obsah by pak mohly být pos-

kytnuty jen uživatel̊um, které tyto informace opravdu zaj́ımaj́ı. Takový systém

by stránky výrazně zpřehlednil a uživatel̊u ušetřil spoustu času.

Daľśı z možnost́ı, jak využ́ıt diskriminačńı analýzu na internetu, je tzv. age-

checking, tedy kontrola věku uživatel̊u vstupuj́ıćıch na určité stránky. Mı́sto

obyčejné otázky typu : ”Je vám v́ıce než 18 let?”, by bylo nutné zodpovědět

sérii otázek, podle kterých by byl uživatel zařazen do věkové skupiny. Tento

model by mohl být také alternativou k hesl̊um r̊uzných účt̊u nebo pro vstup
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na stránky skupin či komunit(např́ıklad spolužáci.cz). Pokud je při vstupu na

stránky položena jediná otázka, často se stane, že ani osoba oprávněná

vstoupit na ni nezná odpověd’, pokud by otázek bylo v́ıce a odpovědi by byly

vyhodnoceny pomoćı diskriminačńı analýzy, byl by vstup pro oprávněné téměř

jistě zaručen a pro neoprávněné zapovězen.
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Závěr

Během naš́ı SOČ jsme rozš́ı̌rili své obzory v oblasti matematiky, naučili

jsme se pracovat s maticemi a pochopili základńı teze, metody a pojmy mate-

matické statistiky. Vědy nanejvýš užitečné a pozoruhodné. Seznámili jsme se

s velmi perspektivńı a účinnou metodou rozděleńı objekt̊u do skupin podle

jejich vlastnost́ı, diskriminačńı analýzou. Tato metoda nás svou širokou uplat-

nitelnost́ı a relativńı jednoduchost́ı zaujala a určitě se k ńı budeme v budoucnu

rádi vracet. Jak se ukázalo, diskriminačńı analýzu lze uplatnit téměř kdekoli.

Nemuśı sloužit jen v antropologii k rozpoznáváńı jednotlivých vývojových

stádíı člověka, ale může nám předpovědět i něco o lidech kolem nás. I když

jej́ı účinnost byla d́ıky sociologickému zaměřeńı o něco nižš́ı, než jsme p̊uvodně

očekávali, je diskriminačńı analýza bezesporu metodou, která má v rychle se

rozv́ıjej́ıćı společnosti se stále větš́ı potřebou rychlého a přesného vyhodno-

ceńı velkých statistických soubor̊u zásadńı význam. Při psańı této SOČ jsme

také pochopili, co to znamená týmová práce. Muśıme přiznat, že při naš́ı

práci docházelo k drobným spor̊um, at’ už o vědeckou podstatu nebo formálńı

podobu práce. Nakonec byl ale náš
”
tým“ těmito neshodami utvrzen a všichni

jsme začali uvažovat o daľśı práci ve vědeckém kolektivu.

Celkově vzato pro nás práce na této SOČ byla obrovským př́ınosem. Co

si člověk vyzkouš́ı na vlastńı k̊uži, s č́ım se seznámı́ bĺıže než jen z výkladu

učitele, pouze o tom se dá ř́ıct, že se to skutečně naučil, že to skutečně pochopil.

Seznámeńı s diskriminačńı analýzou utužilo náš zájem o matematiku a vědu

v̊ubec.
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Abstrakt

Ćılem práce bylo popsat statistickou metodu, zvanou diskriminačńı analýza,

jej́ı aplikace v praxi za použit́ı softwaru R, který může urychlit jinak zdlouhavé

výpočty.

V prvńı části práce jsme popsali veškeré matematické metody, nutné

k použit́ı diskriminačńı analýzy, což zahrnuje popisnou statistiku a maticovou

algebru (operace s maticemi, transpozice, inverze atp.), včetně a jej́ı statistické

interpretace.

Dále jsme popsali diskriminačńı analýzu jako metodu, použ́ıvanou pro

klasifikaci objekt̊u s neznámou skupinovou př́ıslušnost́ı na základě hodnot

př́ıslušných statistických znak̊u. V práci je jak matematická definice a popis,

tak př́ıklady aplikaćı v širokém spektru obor̊u. Pro pohodlněǰśı výpočty práce

obsahuje též popis statistického softwaru R, včetně nezbytných př́ıkaz̊u.

Nakonec jsme provedli vlastńı pr̊uzkum na téma instant messanging (tzn.

programy bleskové komunikace), ve kterém jsme se snažili naj́ıt souvislost mezi

věkem, dosaženým vzděláńım, počtem hodin strávených u internetu, velikost́ı

śıdla, ve kterém respondent žije, a použ́ıváńım programů bleskové komunikace,

jako jsou např́ıklad ICQ nebo Skype.
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